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Vorwort 


In diesem Band behandeln wir die Theorie und elementare Lösungsmethoden für 
wichtige Grundtypen von Differentialgleichungen der Physik und stellen mathe- 
matische Grundlagen für die Quantenmechanik bereit. Zielgruppe sind Studie- 
rende und Absolventen der Physik und der Mathematik, die sich mit Methoden 
und Ergebnissen der mathematischen Physik vertraut machen wollen. 


Für die zahlreichen hier behandelten Problemstellungen und Methoden gibt es 
über die Literatur verstreut gute und detaillierte Darstellungen, deren gezielte 
Nutzung für Studierende aber oft einen großen Aufwand bedeutet. Wir wollen 
mit diesem Werk eine Übersicht geben und eine Orientierungshilfe bieten, indem 
wir wichtige Methoden vorstellen und die leitenden Grundgedanken herausar- 
beiten, die Theorie aber nicht bis in die letzten Details verfolgen. 


Bei der Organisation dieses Bandes ließen wir uns von folgenden Gesichtspunk- 
ten leiten: Es sollte ein Leserkreis unterschiedlicher mathematischer Vorbildung 
angesprochen werden. Die Möglichkeit von Quereinstiegen sollte so gut es geht 
geboten und erleichtert werden. Daher verbot es sich, die benötigten umfang- 
reichen Hilfsmittel aus der Analysis an den Anfang zu stellen, was zur Folge 
gehabt hätte, dass die Leser erst nach mehr als 120 Seiten bei den Kernthemen 
angekommen wären. 


Dementsprechend sind wir stufenweise vorgegangen. Die ersten drei Kapitel set- 
zen nur Kenntnisse aus Band 1 voraus. Sie führen in die Theorie gewöhnlicher 
Differentialgleichungen ein und enthalten partielle Differentialgleichungen, die 
sich mit elementaren Methoden behandeln lassen. Hierbei geht es um die schwin- 
gende Saite, die Wärmeleitung in einem Draht, die stationäre Wärmeverteilung 
in der Kreisscheibe und nichtlineare partielle Differentialgleichungen erster Ord- 
nung. Erst danach wird der für mehrdimensionale Differentialgleichungsproble- 
me benötigte mathematische Apparat in einem eigenen Kapitel bereitgestellt: 
Übersicht über die Lebesgue-Integration, Hilberträume, Glättung von Funktio- 
nen, Integralsätze, Fouriertransformation, schwache Lösungen und Distributio- 
nen. Da die dort entwickelten Hilfsmittel in den folgenden Kapiteln nicht gleich 
von Anfang an und auch nicht alle zugleich verwendet werden, empfehlen wir 
den Lesern, sich diese erst bei Bedarf anzueignen; die benötigten Vorkenntnisse 
werden jeweils zu Beginn eines Paragraphen genannt. Der Wegweiser auf der 
folgenden Seite kann der groben Orientierung dienen. 


Bei diesem Aufbau waren Brüche nicht zu vermeiden. So werden z.B. die das 
Lebesgue-Integral betreffenden Beweise erst später im Rahmen einer allgemei- 
nen Integrationstheorie nachgeholt, und für die Entwicklung nach Eigenfunk- 
tionen des Laplace-Operators in $15 wird auf den Spektralsatz für kompakte 
Operatoren aus $ 22 vorgegriffen. 


Die meisten Beweise sind ausgeführt, um den logischen Zusammenhang der 
jeweiligen Theorie erkennbar zu machen und um dem Leser die Möglichkeit zu 
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geben, sich einschlägige Argumentations- und Arbeitsweisen anzueignen. Wo 
Beweise weggelassen werden, haben wir uns bemüht, den Zugang zur Literatur 
gezielt zu erleichtern. 


Nachdem in der dritten, überarbeitenden Auflage noch die alte Rechtsschrei- 
bung der ersten Auflage von 1998 beibehalten wurde, haben wir die vorliegende 
Auflage auf die neue Rechtschreibung umgestellt. Inhaltlich hat sich gegenüber 
der dritten Auflage nichts Wesentliches gendert. 


Wir danken den Herren J. Hellmich, J. Hertle, R. Honegger und B. Kümme- 
rer dafür, dass sie uns in vielen Diskussionen zu Fragen der Quantenmechanik 
beraten haben. Unser ganz besonderer Dank gilt Ralph Hungerbühler für die 
drucktechnische Ausgestaltung der ersten drei Auflagen und die Anfertigung der 
Figuren. Ohne seine Unterstützung wäre dieser Band nicht zustande gekommen. 


Tübingen, Mai 2014 H. Fischer, H. Kaul 


Zum Gebrauch. Ein Querverweis wie z.B. $2:6.7(b) bezieht sich auf 82, 
Abschnitt 6, Unterabschnitt 6.7, Teil (b). Innerhalb von 82 wird die betreffende 
Stelle lediglich in der Form 6.7 (b) zitiert. 


Literaturverweise wie z.B. auf [130] REED, M., Simon, B.: Methods of Modern 
Physics I-IV, Band II, Theorem X.14 erfolgen nach dem Muster 


[130, I] X.14 oder [REED-Sımon II] X.14. 


Durch das Symbol (Übungsaufgabe) wird dazu aufgefordert, Rechnungen, 
Beweisschritte oder Übungsbeispiele selbst auszuführen. 


Wegweiser. Mit den Grundkenntnissen aus Band 1 direkt zugänglich sind 86 
(Fourierreihen, Separationsansätze), 888, 9 (Lebesgue-Integral, Hilberträume), 
812 (Fouriertransformation), jeweils die ersten drei Abschnitte von $16 (Wär- 
meleitungsgleichung) und von 817 (Wellengleichung) sowie 8819, 20 (Wahr- 
scheinlichkeit, Maß und Integral). Die Charakteristikenmethode für partielle 
Differentialgleichungen erster Ordnung in 87 setzt die Theorie gewöhnlicher 
Differentialgleichungen (82) voraus. Für das Schlusskapitel über mathemati- 
sche Grundlagen der Quantenmechanik sind elementare Kenntnisse über das 
Lebesgue-Integral nützlich und die Theorie der Hilberträume (89) unerlässlich; 
darüber hinaus sind nur wenige, zu Beginn jedes Paragraphen benannte Vor- 
kenntnisse aus dem vorangehenden Text erforderlich. 


Fehlermeldungen und Verbesserungsvorschläge von unseren Lesern neh- 
men wir dankbar entgegen unter helmut..kaul@uni-tuebingen.de. 
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Kapitel I Übersicht 


81 Beispiele für Differentialgleichungsprobleme 


1 Gewöhnliche Differentialgleichungen 


1.1 Mechanische Systeme 


Die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen 


= aa.) ei, 


i OH 
Dr(t) Zi Era (tt), ee an (t),pı(t), gar ‚pn (t)) (k =1,... ‚N) 
stellen ein gekoppeltes System von gewöhnlichen Differentialgleichungen dar. 
Durch Zusammenfassung der Orts- und Impulsvariablen zu einem Vektor y(t) = 
(q(t),p(t)) erhält dieses die Gestalt 


y@)=f(l,yt)), kuz y=f(ty). 


Von solchen Systemen erwarten wir deterministisches Verhalten: Durch Kennt- 
nis des Zustandsvektors yo = (49,Po) Zu irgend einem Zeitpunkt to ist die 
Lösung y(t) = (q(t),p(t)) in Vergangenheit und Zukunft eindeutig bestimmt. 
Das bedeutet, dass das Anfangswertproblem 


(*) y = f(t,y) ’ y(to) —= yo: 


eine eindeutig bestimmte Lösung haben soll. Deren explizite Bestimmung ist 
in der Regel nicht möglich und steht auch nicht in jedem Fall im Vordergrund 
des Interesses. Die statistische Mechanik will beispielsweise Aussagen über Ei- 
genschaften des Flusses im Phasenraum machen (Volumentreue, Raummittel, 
Zeitmittel). Eine andere Frage richtet sich auf das qualitative Verhalten der 
Lösungen in der Nähe von Gleichgewichtslagen von Systemen y = f(y), z.B. 
bei zeitunabhängiger Hamilton-Funktion oder bei gedämpften mechanischen 
Systemem 


4=M(q)p, P=-VU(g) - D(q)p 


mit positiv definiten Massematrizen M(q) und Dämpfungsmatrizen D(gq). 


Um über diese und andere Fragen nach dem qualitativen Verhalten ohne expli- 
zite Kenntnis der Lösungen entscheiden zu können, bedarf es einer allgemeinen 
Theorie des Anfangswertproblems (x): Existenz und Eindeutigkeit von Lösun- 
gen, Existenz der Lösungen für alle Zeiten, differenzierbare Abhängigkeit der 
Lösungen vom Anfangswert (82) und Stabilitätsverhalten (85). 


H. Fischer, H. Kaul, Mathematik für Physiker Band 2, 
DOI 10.1007/978-3-658-00477-4_1, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2014 
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1.2 Singuläre Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


Produktansätze für lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
führen auf gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Zum Beispiel 
wird das stationäre Wärmeleitungsproblem in der Einheitskreisscheibe durch 
die Laplace-Gleichung für die Temperaturverteilung (2.5) beschrieben, welche 
in Polarkoordinaten folgende Gestalt besitzt (vgl. 8$6:5.2): 


ac el) Pr 1 ufr,p) ih 


r Or or r? 09? 


Der Produktansatz u(r,p) = v(r) w(gp) führt auf zwei gewöhnliche Differential- 
gleichungen 2. Ordnung 


a) + Lu) Sur) = 0, 


bb) wlp)+Aw(p) = 0 
mit einer geeigneten Konstanten A. Da w 2r-periodisch sein muss, kommen nur 
die Werte A = k? mit k = 0,1,... in Betracht (86:5.3). In ähnlicher Weise 
führt der Produktansatz bei der Behandlung der kreisförmigen schwingenden 
Membran oder von Schwingungen der Kugel auf die Besselsche Differentialglei- 
chung 

2 


„ 1, v 
(++ (r- Zu) = 
für r>0 mit Parametern A und v. 


Die Differentialgleichungen (a) und (c) werden singulär genannt, weil die Koeffi- 
zienten vor v’ und v an der Stelle r =0 Pole besitzen. Für die Lösungen solcher 
Differentialgleichungen lassen sich nicht die Werte im Randpunkt r = 0 vor- 
schreiben; hier besteht nur die Möglichkeit, Lösungen durch ihre Beschränktheit 
oder Unbeschränktheit nahe r=0 zu unterscheiden. 


Die Darstellung von Lösungen singulärer Differentialgleichungen durch verall- 
gemeinerte Potenzreihen wird in 84 behandelt. 


1.3 Die Charakteristikenmethode 


Partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung für eine gesuchte Funktion u, 
F(x,u(x), Vu(x)) = 0, 


beschreiben Phänomene der Wellenausbreitung. Hierzu gehört z.B. die Eikonal- 
gleichung (Hamilton-Jacobi-Gleichung) der geometrischen Optik, 


H(x,Vu(x)) = 1. 


Die Charakteristikenmethode zur Lösung dieser Differentialgleichungen besteht 
darin, den Graphen der Lösung u aus einer Kurvenschar (den Charakteristiken) 
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aufzubauen, die durch ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen gegeben 
ist. Hierbei ist es entscheidend, dass die Charakteristikenschar auf differenzier- 
bare Weise von den Anfangswerten abhängt, was in $2 bewiesen wird. Bei der 
Eikonalgleichung beschreiben die Charakteristiken die Lichtstrahlen und die Ni- 
veauflächen {u = const} die zugehörigen Wellenfronten. 


Die Charakteristikenmethode wird in 87 behandelt. 


2 Partielle Differentialgleichungen 


2.1 Die Gleichung der schwingenden Saite 


Wir betrachten eine an den Enden fest 
eingespannte elastische Saite, die ebene 
Transversalschwingungen ausführt. In Y 


der Schwingungsebene wählen wir kar- FR 
tesische Koordinaten so, dass die Saite I 
in der Ruhelage die Strecke 5 # 


{z,y)|O<z<L,y=0} 
einnimmt. Die vertikale Auslenkung der Saite an der Stelle x zum Zeitpunkt t 
bezeichnen wir mit u(z, t). 
Wir machen folgende Annahmen: 
— Die Saite ist homogen und von vernachlässigbarer Biegesteifigkeit. 
— Die Auslenkungen der Saite sind klein, — | <1l. 
— Es wirken keine Schwerkraft und keine Anregungen durch Zupfen oder Strei- 
chen der Seite. 
Dann lautet die Bewegungsgleichung 
Hu u 
DZ 72] 
(eindimensionale Wellengleichung, d’ALEMBERT 1746). In geometrischer Inter- 


pretation bedeutet diese Gleichung, dass die Transversalbeschleunigung propor- 
tional zur Krümmung der Saite ist. 


mit einer Konstanten c > 0 


Ein spezieller Schwingungsablauf wird durch geeignete Zusatzbedigungen fest- 
gelegt; diese bestehen aus der Randbedingung (Einspannbedingung) 

u(0,t) = u(L,t) =0 fürall tER, 
und den Anfangsbedingungen zu einem Zeitpunkt, etwa zur Zeit t= 0, 

u 

u(z,0) = /), 0) = 9), 
wobei f und g vorgegebene, an den Endpunkten verschwindende Funktionen 
auf [0,L] sind. 
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In 86 wird gezeigt, dass das hiermit formulierte Anfangs-Randwertproblem un- 
ter geeigneten Voraussetzungen über f und g eine eindeutig bestimmte Lösung 
u besitzt, die sich explizit angeben läßt. 


2.2 Herleitung der Wellengleichung aus dem Hamiltonschen Prinzip 
der stationären Wirkung 


Wie für viele Differentialgleichungen der Mathematischen Physik ergibt sich 
auch die Bewegungsgleichung der schwingende Saite aus einem Variationsprin- 
zip, dem Hamiltonschen Prinzip der stationären Wirkung, das wir wie folgt 
formulieren: Zur Zeit t seien u(x,t) die vertikale Auslenkung der Saite an der 
Stelle x, T(u,t) die kinetische und U(u,t) die potentielle Energie. 

Das Wirkungsintegral für ein Zeitintervall [tı,t2] ist definiert durch 

t2 
W(u) = few — Ulw, t)) dt. 
tı 


Das Hamiltonsche Prinzip der stationären Wirkung besagt, dass die Bewegungs- 
gleichung der Saite gegeben ist durch 


)  8W(u)p := z Wlu+sp)|,.. = 0 


für jedes Zeitintervall [tı,t2] und für jede C'-Funktion p, die auf dem Rand IR 
des Rechtecks R := [0,L] x [tı,t2] verschwindet. 


Im Fall einer homogenen Saite der Masse o pro Längeneinheit ist die kinetische 
Energie zur Zeit t 
L 


en 1 u 2 
Tin = zo) nn’ar, 


0 
die durch Verlängerung der Saite bedingte potentielle Energie zur Zeit t ist 


L L 
_ u " Rage: u 2 
U(u,t) = Zu 1+ 3, et) _ 1) de x 30 [Een da, 
0 0 


hierbei ist die Konstante o > 0 der Spannungskoeffizient der Saite. 


Für das Wirkungsintegral 
to L 


we // (06,0? - 0 326,0°) dä 


tı 0 


ist W(u+ sp) ein Polynom zweiten Grades in s, also muss gelten 
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to L 
u ou 0% ou Op 
hu lea) dx dt 


L 
er —_ 
(j a ki . al0rz de) 
0 


tı 


o 
I 


(**) 


Durch partielle Integration folgt wegen p = 0 auf dem Rand ÖR des Rechtecks 


L t9 R t2 L P 
u Fu 
0 tı 0 


tı 


ta L 5 5 

u Fu 
IE +4 32 | parat. 
tı 0 


Das letzte Integral kann nur dann für alle oben zugelassenen „Variationen“ 
Null sein, wenn die eckige Klammer im Innern von R verschwindet, d.h. wenn 
2 2 
an) z an) mit ce = /o/o 
in jedem Zeitintervall und für alle x € ]0, L[. Denn wäre die eckige Klammer 
in einer Kreisscheibe Kr(xo,to) um einen Punkt (xo,to) beispielsweise positiv, 
so ergäbe sich mit p(x,t) = (r? — (x — 20)” — (t-to)”)- (außerhalb K,(xo,to) 
gleich Null gesetzt) ein Widerspruch. 


o 
I 





2.3 Die schwingende Membran 


Eine elastische Membran sei in einen 
ebenen Rahmen eingespannt und führe 
kleine Schwingungen senkrecht zu der 
Ebene des Rahmens aus. Wir wählen 
ein räumliches Koordinatensystem so, 
dass die Membran in der Ruhelage ein 
Gebiet 2 der xı,2x2-Ebene bedeckt. 
Unter entsprechenden Annahmen wie 
bei der schwingenden Saite ergibt sich 
für die senkrechte Auslenkung u(x,t) 
des Membranpunkts x = (zı,22) € 0 
aus der Ruhelage zur Zeit t die Bewe- 
gungsgleichung 


u 
öt2 


die zweidimensionale Wellengleichung 





= ce Au mit einer Konstanten c > 0, 
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Der Laplace-Operator wirkt dabei nur auf die Ortsvariablen, 
O2? 0a2 
Die Randbedingung für die eingespannte Membran lautet 
ux,t) =0 für xedIN,tEeR, 


die Anfangsbedingungen stellen wir wie bei der Saite: 


Au 


u(x,0) = f(x), x) = g(&) für xeN 


mit gegebenen, auf dem Rand verschwindenden Funktionen f und g auf 9. 
Die Ableitung der Schwingungsgleichung Ö?u/dt? =c? Au aus dem Hamilton- 
schen Prinzip der stationären Wirkung erfolgt ganz analog zu der für die schwin- 
gende Saite. Als potentielle Energie im Wirkungsintegral wird das Integral über 
die Verzerrung des Flächeninhalts bei der Auslenkung der Membran zugrunde- 
gelegt: 


Ut) = | (Yırıvar = ı) d’x x 3 | IVul? d’x. 
9 [9 


Der Gradient Vu = (du, dau) bezieht sich dabei auf die Raumvariablen, und 
es werden kleine Auslenkungen ||Vu|| < 1 angenommen. 


Leiten Sie nach dem Vorbild von 2.2 die Schwingungsgleichung für die 
Membran aus dem Hamiltonschen Prinzip her unter Verwendung des Gaußschen 
Integralsatzes und geeigneter Buckelfunktionen yo. 


2.4 Die Wellengleichung im R” 

Hierunter verstehen wir die Differentialgleichung 
u 
91? 

für eine Funktion u(x,t) vonx€ N undteR, wobei 0 ein Gebiet des R” ist. 


Hier — wie auch im Folgenden — verabreden wir, dass der Laplace-Operator nur 
auf die räumlichen Variablen x = (xı,...,2n) wirken soll. 


= Au mit einer Konstanten ce > 0 


Das Anfangs-Randwertproblem für die Wellengleichung auf beschränkten Ge- 
bieten wird in 817 behandelt. 


Die Wellengleichung im R? beschreibt in der Gasdynamik die Schallausbreitung 
und in der Maxwellschen Theorie die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen, 
vgl. 2.6 (b) und 2.7 (c). Die Behandlung der Wellengleichung in der Ebene und 
im Raum erfolgt in 817. 


Dass die Konstante c als Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wellenfronten ge- 
deutet werden kann, machen wir an den Beispielen der ebenen Welle und der 
Kugelwelle plausibel: 
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Für jede C?-Funktion U:R— R und jeden Vektor ke R" ist durch 
ux,t) = U((k,x) — ct) 
eine Lösung der Wellengleichung gegeben, [UA]. Die Wellenfronten, d.h. die 


Flächen konstanter Phase {x € R?|(k,x) — ct = const} sind Ebenen, die 
sich mit der Geschwindigkeit c bewegen. 


Durch 
u(x,t) = En —.ct) mit r := ||x|| > 0 
r 


ist eine weitere Lösung der Wellengleichung gegeben ([üA], berechnen Sie zu- 
nächst Ö;ökr). Deren Wellenfronten {x € R? | ||x||—ct = const } sind Sphären, 
die sich mit der Geschwindigkeit c ausbreiten. 


2.5 Die Wärmeleitungsgleichung 


(a) Die Wärmeleitungsgleichung für die Temperaturverteilung u(x,t) in einem 
das Gebiet N ausfüllenden, wärmeleitenden homogenen Medium lautet nach 
FOURIER (1807) 


0Cp Rn) —-kAu(x,t) = Q(x) 


(LANDAU-LIFSCHITZ [155] (50,7)). Dabei ist o die Dichte, c, die spezifische 
Wärme bei konstantem Druck, x das Wärmeleitvermögen und Q die pro Volu- 
men- und Zeiteinheit durch eine Wärmequelle abgegebene Wärmemenge. 


Diese Gleichung ergibt sich aus der Annahme, dass der Wärmefluß q(x,t) pro- 
portional zum negativen Temperaturgradienten ist, 
q= -xkVu. 


Aus dem Erhaltungssatz für die Wärmemenge folgt die Bilanzgleichung 


2 oud'x + [ardo = [adx 
K OK K 
für jedes Gaußsche Gebiet K, und daraus mit dem Gaußschen Integralsatz 


/ (ec = — Kdiv vu) d’x = fe d’x. 
K K 
Wie in Bd.1, 826:6.1 erhalten wir hieraus die Wärmeleitungsgleichung. 


(b) Zur Bestimmung eines konkreten Wärmeleitungsprozesses sind neben der 
Wärmeleitungsgleichung, die wir in der Form 


ou 


schreiben, Anfangs- und Randbedingungen zu stellen. Durch 
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u(x,0) = wo(x) für xEeD 


wird eine Anfangstemperaturverteilung uo € C(R) vorgeschrieben. Hinzu kom- 
men wahlweise weitere Bedingungen. Ist 2 ein beschränktes Gebiet (Innen- 
raumaufgabe), so werden alternativ folgende Randbedingungen betrachtet: 


(1) Vorgeschriebene Temperatur am Gebietsrand (etwa durch ein Wärmebad) 
ux,t) = g(x%,t) für xEe9N, t>0 

(Dirichletsches oder erstes Randwertproblem). 

(2) Vorgeschriebener Wärmefluß durch den Rand 
könulx,t) = g(x,t) für ze 99, t>0 


(Neumannsches oder Zweites Randwertproblem). Dabei ist n das äußere 
Normalenfeld des als hinreichend glatt berandet vorausgesetzten Gebietes . 
(3) Gemischte (Robinsche) Randbedingung (drittes Randwertpro- 
blem) 

a(x,t)u(z,t) + kb(x,t) Onulx,t) = g(x,t) für zEeIN, t>0 


mit ja| + |b] > 0. 
Ist R”\D beschränkt und nicht leer (Außenraumaufgabe), so kommt zu (1), 
(2) oder (3) noch die „Randbedingung im Unendlichen“ hinzu: 


lim ux,t)=0 für t>0. 


IxII>o 


(c) Bei zeitunabhängigen Randwerten stellt sich nach längerer Zeit ein Gleich- 
gewicht ein, und die Lösungen werden stationär, d.h. unabhängig von der Zeit- 
koordinate. Diese genügen dann der Poisson-Gleichung 


-kAu=f m9®, 

bzw. bei nichtvorhandenen Wärmequellen ( f = 0) der Laplace-Gleichung 
Au=0 inN. 

Bei dieser Gleichung entfällt die Anfangsbedingung. 


2.6 Die Maxwellschen Gleichungen 


Diese lauten für ein isotropes (d.h. nicht kristallines) Medium im cgs-System 


Sl. Ss 


1 
© ce ce 6 








+ rotH = 15 
c 


(2) div (uH) = 0, div (eE) = Arno. 
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(MAXWELL 1856, gestützt auf Vorarbeiten von AMPERE, FARADAY u.a.). 


Hierbei bezeichnen E die elektrische, H die magnetische Feldstärke, o die La- 
dungsdichte, j die elektrische Stromdichte, e die Dielektrizitätskonstante, u die 
Permeabilität und c die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. 


Die Maxwellschen Gleichungen stellen ein System partieller Differentialgleichun- 
gen dar. Fine Diskussion nur der wichtigsten damit verbundenen Aufgabenstel- 
lungen würde den Rahmen dieses Buches sprengen; wir beschränken uns daher 
auf einige spezielle Aspekte. 


(a) Strom- und Ladungsdichte hängen über die Kontinuitätsgleichung 
35 
dt 


miteinander zusammen. Das ergibt sich wie in Bd.1, 826:6.1 bzw. wie in Ab- 
schnitt 2 mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes. 


+ divj = 0 


Seien 2, j, Eo, Ho mit div(uHo) = 0, div(eEo) = Aroo vorgegeben, wobei 
20(xX) = 0(x,0) gesetzt wird. Für Lösungen E(x,t), H(x,t) der Maxwell-Glei- 
chungen (1) mit den Anfangswerten 


E(x,0) = Eo(x), H(x,0) = Ho(x) für alle xe R? 
gelten dann automatisch die Gleichungen (2). Denn aus (1) folgt 


Ö ;; Oi 
Fri div (kH) = 0, ei (div (eE) - Arno) = 0, 


also gelten die Gleichungen (2) für alle Zeiten. 





(b) Im Vakuum (e=u=1,0=0,j= 0) gilt für Lösungen von (1) 








®E_ > °H 2 
773 =c AE, 677 =c AH, 
d.h. die Komponenten von E und H erfüllen jede für sich die Wellengleichung 
Hu 2 
2 = ce Au 


im R?. Das ergibt sich mit Hilfe der Identität rotrotu = Vdivu-— Au von 
Bd.1, 824:7.2(d) [öAl. 

(cl) Sind E,H, 0, e, u und j zeitunabhängig, so ergibt sich in sternförmigen 
Gebieten aus rotE = 0, div (4H) = 0 die Existenz eines Potentials U und 
eines Vektorpotentials A mit 


E=-VU, „H=rotA 


(vgl. Bd.1, 824:5.5 und 7.3). Dabei dürfen wir div A = 0 annehmen, denn 
ist Ao irgend ein Vektorpotential für „H und ist p eine Lösung der Poisson- 
Gleichung Ay = div Ao, so ist A = Ao — Vyp ebenfalls ein Vektorpotential 
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für „H mit div A = 0. Wegen AU = div VU = div E und der schon in (b) 
verwendeten Beziehung rotrot A= VdivA-AA=-AA reduzieren sich die 
Maxwell-Gleichungen auf die Gleichungen der Elektro- und Magnetostatik 


Ame, ZA, 
E C 


Wir stellen fest, dass sich aus den Maxwell-Gleichungen in Spezialfällen die 
Wellengleichung und Poisson-Gleichung ergeben. 


2.7 Die Gleichungen der Strömungsmechanik 


Die Differentialgleichungen für Gase und Flüssigkeiten beruhen auf den Erhal- 
tungssätzen für Impuls und Masse sowie auf der Annahme, dass die Verformun- 
gen des Mediums linear von den inneren Spannungen abhängen. Die auftre- 
tenden Zustandsgrößen sind das Geschwindigkeitsfeld v(x,t), die Massendichte 
o(x,t) und der Druck p(x,t) an der Stelle x zum Zeitpunkt t. 


(a) Für Gase und ideale (nicht zähe) Flüssigkeiten gelten nach Bd.1, 826:6 
die Eulerschen Gleichungen 


vn 1 d 

v v [0 : 

— i — + - =f, —+d =0. 

dt a to? ee 

Dabei ist f die Kraftdichte der äußeren Kräfte pro Masseneinheit (z.B. der 
Gravitationskräfte). Hinzu kommt noch eine Zustandsgleichung F(e,p) = 0, 
mit deren Hilfe wir p oder o in den Eulerschen Gleichungen eliminieren können. 
Beispiele von Zustandsgleichungen sind p= Ko? (K>0,Y> 1 Konstanten) 
für polytrope Gase und 0 = const für inkompressible Flüssigkeiten. 


(b) Die Gleichungen von Navier-Stokes für zähe, inkompressible Flüssig- 
keiten lauten 


3 
öv öov 1 N ER . BE: 
Hr 2.07 T -Vp a. E.; divv= 0; 





e 
hierbei ist o die konstante Massendichte und u > 0 die Zähigkeitskonstante 
(NAVIER 1822, Po1ssoNn 1831, SAINT-VENANT 1834, STOKES 1845). 


(c) Wir leiten die Gleichungen der Schallausbreitung aus den Eulerschen Glei- 
chungen unter den folgenden Annahmen (i)-(iv) ab: 


(i) Kompressibles Gas mit kleinen Abweichungen der Dichte 0 von einem kon- 
stanten Wert 00 > 0, 


le-o|<1, p(eo)>0 für die Zustandsgleichung p = p(o), 
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(ii) Vernachlässigung der Konvektionsterme in den Eulerschen Gleichungen, 


3 3 
öv 0 0 
> Vi N [27 N 
sr oz; ’ oxi ’ 
i= 


i=1 








(iii) rotationsfreies Geschwindigkeitsfeld, rot v = 0, 
(iv) Abwesenheit von äußeren Kräften, f=0. 


Dann folgt aus der Zustandsgleichung p = p(e), dass Vp = p’(o)Vo = p'(o0)Vo 
gilt. Die Eulerschen Gleichungen gehen damit über in 
öv _ »’(oo) 90 


— + — =:ß, — di = 
Er + = Vo » 5 + oodivv = 0, 


und durch Ableitung beider Gleichungen nach der Zeit ergibt sich 


2 2 
Dr: =EBN. ® = Ag mit c=/P(o)- 
Die Zustandsgrößen v, o erfüllen also die Wellengleichung mit c= \/p’(oo) als 
Schallgeschwindigkeit. Die Interpretation der Konstanten c in der Wellenglei- 
chung als Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wellenfronten wurde in 1.3 plausibel 
gemacht. 


Zum Beispiel ergibt sich für die polytrope Zustandsgleichung p(o) = po (0/00)? 
als Schallgeschwindigkeit c= \/Ypo/oo. 


Die Behandlung der Gleichungen von Euler und Navier-Stokes würde den Rah- 
men dieses Buches bei weitem sprengen. Auch hier müssen wir uns mit der 
Diskussion der Wärmeleitungsgleichung und der Wellengleichung begnügen. 


3 Was bedeutet „Lösung einer Differentialgleichung‘“? 


In einfach gelagerten Fällen kann die Lösung eines Differentialgleichungsprob- 
lems durch eine explizite Lösungsdarstellung, d.h. durch einen Funktionsaus- 
druck, ein Integral oder eine Reihe angegeben werden. Bei partiellen Differen- 
tialgleichungen setzt dies in der Regel eine Symmetrieeigenschaft der physika- 
lischen Konfiguration voraus; Beispiele sind die Laplace-Gleichung, Wärmelei- 
tungsgleichung und Wellengleichung auf der Kreisscheibe und der Kugel; diese 
nehmen in 814,8 16,817 den ihnen gebührenden Raum ein. 


Für die meisten Probleme ist es aber unumgänglich, eine Lösungstheorie zu 
entwickeln. Diese umfasst einerseits den Beweis der Existenz und der eindeutigen 
Bestimmtheit einer Lösung und andererseits die Untersuchung deren qualitati- 
ver Eigenschaften. Letztere sind nicht nur für die physikalische Theorie von 
Interesse, sondern auch für numerische Rechnungen. Die Entwicklung effizienter 
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Näherungsverfahren gelingt umso besser, je mehr über die Eigentümlichkeiten 
der Lösung theoretisch bekannt ist. 


Ein Differentialgleichungsproblem ist stets verbunden mit weiteren Forderun- 
gen wie Anfangs- und Randbedingungen. Diese ergeben sich meistens aus der 
zugrunde liegenden physikalischen Fragestellung und sollten so beschaffen sein, 
dass nur eine Lösung in Frage kommt. Für die Untersuchung der Existenz ei- 
ner Lösung müssen wir zunächst klären, welche Differenzierbarkeitsstufe und 
welche Anfangs- und Randbedingungen wir verlangen, m.a.W. welchem Funk- 
tionenraum sie angehören soll. Nicht immer ist es sinnvoll, nach Lösungen 
zu fragen, die so glatt sind, wie es der Bauart der Differentialgleichung ent- 
spricht. Beim Anfangs-Randwertproblem 2.1 für die schwingende Saite ist es 
z.B. natürlich, von den Lösungen C?-Differenzierbarkeit in ]0, L[x R zu ver- 
langen. Dies schließt aber den durchaus interessanten Fall aus, dass die Anfangs- 
gestalt der Saite einen Knick hat, dessen Fortpflanzung untersucht werden soll. 
Mehr noch: Selbst wenn die Anfangsdaten f,g beliebig glatt sind, gibt es nur 
dann eine C*-Lösung, wenn f”’(0) = f’(L) = 0 gilt. In jedem Fall gibt es eine 
schwache Lösung von 2.1, das ist grob gesagt eine Funktion u, für welche das 
Wirkungsintegral W (u) von 2.2 erklärt ist und sich die Bedingung d6W (u) = 0 
in der Form 2.2 Gl. (*),(**) ausdrückt. Ähnliches gilt für die Gleichungen der 
Strömungsmechanik, wo Schockwellen und Turbulenzen als Singularitäten von 
schwachen Lösungen beschrieben werden müssen. 


In den Lösungstheorien in 8$14,816,817 gehen wir in zwei Schritten vor. Zu- 
nächst wählen wir einen Funktionenraum, der bezüglich einer dem Problem an- 
gepassten Norm vollständig ist. In diesem konstruieren wir eine Cauchy-Folge 
von Näherungslösungen, von deren Grenzwert gezeigt wird, dass er eine schwa- 
che Lösung darstellt. In einem zweiten Schritt geht es um die Untersuchung der 
Regularität dieser schwachen Lösung, d.h. um deren Stetigkeits- und Differen- 
zierbarkeitseigenschaften. 


4 Die Schrödinger-Gleichung 


(a) Der Bewegung eines Teilchens der Masse m unter dem Einfluß eines Poten- 

tials V in der klassischen Mechanik entspricht in der Quantenmechanik folgen- 

de Grundaufgabe. Gegeben ist eine hinreichend glatte Funktion do : R? — C 

mit [ |%o(x) |” d’x = 1. Gesucht ist eine komplexwertige Lösung ı(x,t) der 
R3 


Schrödinger-Gleichung 


xt) = - 2 Aula) + VER) urt) 


(&) ih an 


mit ı)(x,0) = bo(x). Durch Umskalierung der Orts- und Zeitkoordinate können 
wir h=m=1 erreichen. 
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(b) Die mit (*) und mit ähnlichen Gleichungen der Quantenmechanik verbun- 
denen Fragestellungen führen uns in die Theorie der linearen Operatoren im 
Hilbertraum. Für (x) legen wir den Raum 


LI? = L’(R?) = {u:R?>C| [lu d’x < 00} 
R3 


zugrunde, versehen mit dem Skalarprodukt 
(s,0)= [ uWWul)d’x. 
R3 


Der Raum L? ist vollständig, d.h. ist ein Hilbertraum, wenn wir den Lebesgue- 
schen Integralbegriff verwenden. Das Lebesgue-Integral und seine Eigenschaften 
werden in 88 kurz vorgestellt; die Beweise und die Konstruktion weiterer Hil- 
berträume der Quantenmechanik sind in 820 zu finden. 


Mit den Abkürzungen 


via ußnt), des Fan) 


erhält die aut h=m=1 skalierte Schrödinger-Gleichung (*) die Form 
(=) de = IH; 
dabei ist H der durch 

Hu = - 3 Au + Vu 


gegebene Hamilton-Operator. Da Hu nicht für alle u € L? Sinn macht, ist eine 
Teilmenge des Hilbertraums L? als Definitionsbereich D für H festzulegen, 
z.B. die Menge aller C”°-Funktionen u, für de u, Au, Vu für ||x|| > © 
rasch abfallen und zu L? gehören. H erfüllt dann die Symmetriebedingung 


(u, Hv) = (Hu,v) für uveD. 


(c) Das Anfangswertproblem für (**) lautet: Gegeben sei eine Funktion do € D 
mit |[%oll” = (%o, %o) = 1. Gesucht sind Funktionen ı; € D mit 


lim 
h—0 





Bert - Como 





[= für alle tER 


(Lösungen von (**) im Hilbertraumsinn). Besitzt dieses Problem eine eindeu- 
tig bestimmte stetige Lösung t > dr, RD für alle tE R, so heißt H ein 
Schrödinger-Operator oder wesentlich selbstadjungiert. Dies trifft z.B. für das 
Coulomb-Potential V(x) = ||x||”" und für V(x) = 3 x]? zu. Eine Grund- 
aufgabe der mathematischen Quantenmechanik besteht darin, Kriterien für we- 
sentliche Selbstadjungiertheit des „Energieoperators“ H und anderer Hilber- 
traumoperatoren anzugeben. 
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(d) Zu jedem Schrödinger-Operator H gehört eine Schar von unitären Abbil- 
dungen U(t):D— D, die definiert ist durch +; = U(t)ıo, wobei ıı die 
Lösung zum Anfangswert ıo ist. Für diese Schar läßt sich zeigen, dass 


U(s+t) = U(s)Ult), U(0) =1, U)" = UN). 


Wir sprechen von einer unitären Zeitentwicklungsgruppe. 


(e) Die Wellenfunktion bt beschreibt den Zustand eines spinlosen „Teilchens“ 
der Masse m unter dem Einfluß des Potentials V zur Zeit t. Dies ist so zu 
verstehen: Über das zeitliche Verhalten eines einzelnen Elementarteilchens sind 
prinzipiell keine Voraussagen möglich, wohl aber über das statistische Verhalten 
eines Teilchenstrahls bzw. der Messergebnisse bei hohen Versuchszahlen unter 
identischen Versuchsbedingungen. Die Gruppeneigenschaft (d) besagt gerade, 
dass die Kenntnis des Zustandes ı,s zu irgend einem Zeitpunkt s das zeit- 
liche Verhalten der Zustände für alle Zeiten festlegt (Determinismus für die 
Zustände). 


(f) Wie schon der Name sagt, können mit Hilfe der Funktionen ı; Wellen- 
eigenschaften einer Gesamtheit von Elementarteilchen wie Interferenz und Beu- 


gung beschrieben werden; dies wird durch die Komplexwertigkeit von ı; ermög- 
licht. Im Korpuskelbild kann [ |yı(x) |?d?x als Wahrscheinlichkeit gedeutet 
9 


werden, ein Teilchen bei einer Ortsmessung im Raumgebiet N vorzufinden. 


In Kap. VI wird sich zeigen, dass (+, Hıbı) zeitunabhängig ist und als stati- 
stischer Mittelwert (Erwartungswert) der Energie über die Teilchengesamtheit 
zu deuten ist. Den mathematischen Hintergrund für solche Aussagen liefert die 
Wahrscheinlichkeitstheorie, mit der wir uns in 819 befassen. 


(g) Neben der Energie werden auch weiteren Observablen wie Ort, Impuls 
und Drehimpuls in der Quantenmechanik (wesentlich) selbstadjungierte Hil- 
bertraumoperatoren zugeordnet. Die Theorie solcher Operatoren wird in den 
Paragraphen 8 18-8 22 entwickelt. Im Mittelpunkt steht dabei der Begriff Spek- 
trum und dessen physikalische Deutung als Menge der möglichen Messwerte der 
betreffenden Observablen. 


Kapitel II 


Gewöhnliche Differentialgleichungen 
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1 Das allgemeine Anfangswertproblem 


1.1 Zielsetzung 


Im ersten Band wurde eine Reihe von Differentialgleichungsproblemen behan- 
delt, u.a. die Schwingungsgleichung Y + ay + by = f, die separierte Differen- 
tialgleichung y’ = a(x)b(y) und lineare Systeme y = By mit symmetrischer 
Matrix B, jeweils mit geeigneten Anfangsbedingungen. 


In allen Fällen ergab sich die eindeutige Lösbarkeit des Anfangswertproblems 
aus dem Lösungsverfahren: Das Differentialgleichungsproblem konnte auf ein- 
fachere Aufgaben zurückgeführt werden wie Aufsuchen einer Stammfunktion, 
Auflösung einer Gleichung F(x,y) = 0, Bestimmung von Polynomnullstellen, 
oder Diagonalisierung einer Matrix. 


Nicht für jeden Differentialgleichungstyp gibt es solche Lösungsverfahren. Au- 
ßerdem wollen wir Aussagen über qualitatives Verhalten und Gesetzmäßigkeiten 
der Lösungen machen, ohne diese explizit bestimmen zu müssen. Aus beiden 
Gründen bedarf es einer Theorie, welche für geeignet formulierte Anfangswert- 
probleme die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung sicherstellt und ihr Ver- 
halten beschreibt. 





1.2 Die allgemeine Form des Anfangswertproblems 


(a) Es sei f:0 — R” eine stetige Funktion auf einem Gebiet Q des R”*!, 
dessen Punkte wir mit 


(2,y) = (2,13: .- ,Yn) oder (&,n) = (&,M1,. Im) 


bezeichnen. 


Unter einer Lösung der Differentialgleichung (DG) y’=f(x,y) verstehen 
wir eine C!-Kurve u: — R” auf einem nicht einpunktigen Intervall / mit 


(z,u(z))EN und u’(z) = f(z,u(x)) für alle x ET, 
in Komponentenschreibweise 


ur (x) z— Filz, une), ae ‚Un(X)), 


ee ee, 
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Wenngleich es sich im Fall n > 2 um ein System von Differentialgleichun- 
gen 1. Ordnung handelt, werden wir doch meist von einer Differentialglei- 
chung (DG) sprechen. Die Funktion f heißt traditionsgemäß die rechte Seite 
der Differentialgleichungen. Differentialgleichungen der betrachteten Art wer- 
den explizit genannt im Gegensatz zu impliziten Differentialgleichungen 
der Form F(x,y,y’) =0. 


Wie wir gleich zeigen, lässt sich jede explizite DG höherer Ordnung in ein äqui- 
valentes System 1. Ordnung überführen. Bei den folgenden grundlegenden Aus- 
sagen über Lösungen betrachten wir daher durchweg Systeme 1. Ordnung. 


(b) Das Anfangswertproblem (AWP) besteht darin, für einen gegebenen 
Anfangspunkt (&,n) € eine Lösung u auf einem € umfassenden Intervall 7 
mit u(&)=n zu finden. 


Für diese Aufgabe schreiben wir kurz 


y=fay), y=n- 
Das Anfangswertproblem heißt eindeutig lösbar, wenn Folgendes gilt: 
Ist (£,n) ein beliebiger Punkt aus 2 und sind 

un:h—R”, w:Rh—R” 
Lösungen des AWP y’=f(z,y), y(£) = n, so ist 

u(z)= url) fü zehn. 


Wir interessieren uns hier nur für eindeutig lösbare Anfangswertprobleme und 
fassen die Voraussetzungen über die rechte Seite entsprechend. 


1.3 Differentialgleichungen n-ter Ordnung als Systeme erster Ord- 
nung 


Eine explizite DG n-ter Ordnung hat die Form 


y z fe, Y%, Y, ce ‚yr»d) “ 


Dabei sei f eine auf einem Gebiet  C R”*! stetige Funktion. Von einer Lösung 
u in einem nicht einpunktigem Intervall / verlangen wir: 

(a) wecr), 

(b) (2, u(@),w(x),..., u ®ee))EN fürzet, 

() u”(x) = f(x,u(z),wW(x),...,u""„’(e)) fürzel. 


Satz. Für jede Lösung u € C"(T) der DG y”) = f(z,y,Y,...,y""») liefert 


y:=(Yı,...,Yn) mit yı:=u, y2'=U,..., Yn = ur» 
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eine C!-differenzierbare Lösung y: I — TR” des Systems 


yı = y2 
(5) B. 

YUn-ı = Yn 

Yn = flz,y1,..-,Yn): 
Ist umgekehrt u = (u1,...,Un): I — R” eine C'-differenzierbare Lösung von 
(5), so ist u := uı eine C"-differenzierbare Lösung der Differentialgleichung 


y” = fa,y,y\,...,y») [öAl. 


Daraus ergibt sich die adäquate Form des Anfangswertproblems für eine 
DG n-ter Ordnung: 


way), ng rem 


für einen gegebenen Punkt (&,m1,...;m)=(&n)E€®. 


Satz. Dieses AWP ist eindeutig lösbar genau dann, wenn das AWP (5) mit 
der Anfangsbedingung y(£) = n eindeutig lösbar ist. Es handelt sich also um 
äquivalente Problemstellungen. 


Denn für u,v € C*(T) gilt u=v > (uu,..., ud) = (v,vV,..., vr»). 


1.4 Systeme von Differentialgleichungen n-ter Ordnung lassen sich auf 
diesem Wege ebenfalls in Systeme erster Ordnung umwandeln. 


Führen Sie dies für ein System y = By mit einer 2x 2-Matrix B aus. 


2 Das Anfangswertproblem als Integralgleichung 


2.1 Integrale von vektorwertigen Funktionen 


Für eine vektorwertige Funktion at) = (aı(t),...,an(t)) mit reell- oder kom- 
plexwertigen Funktionen as € C(I) definieren wir das Integral komponenten- 
weise: 


8 ß ß 
fat) dt = (faılt)dt,..., [an(t)dt) 


(a, € I, auch für 3 < a). Bezüglich des kanonischen Skalarproduktes gilt 


(b, alt)) dt, 


Rum 


8 
%)  (b, fal)dt) = 
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wobei t > (b,a(t)) stetig ist. Auch |la(t)|| ist stetig in t, und es gilt die 
Integralabschätzung 


ß 


J 


a 


a 
Staoııa |. 








alt) dt | 2 





(Die Betragsstriche auf der rechten Seite tragen der Möglichkeit 8 < a Rech- 
nung.) 


Dies ergibt sich für & < 8 aus (x) mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 
[3 
und anschließendem Einsetzen von f a(t)dt für b [UA]. Diese Integralabschät- 


zung gilt auch bezüglich der Norm |la||_, = maxflaı|,...,|an|} [EA]. 


2.2 Das Anfangswertproblem in Fixpunktform 


Genau dann ist u: I— TR” eine Lösung des AWP 


v=fay), yd)=nm 


wenn u:I— TR” stetig ist und die Integralgleichung 


ul) =n+ [ra,ud))at 
g 


für alle x € I erfüllt. 


Schreiben wir für die rechte Seite dieser Gleichung T(u)(x), so haben wir das 
AWP auf eine einzige Fixpunktgleichung der Gestalt 


u = T(u) 


zurückgeführt, wobei nur nach stetigen Lösungen zu suchen ist. 


Das folgt sofort aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung für 
die Komponenten des Integrals [GA]. 


3 Die Standardvoraussetzung für DG-Systeme 


3.1 Die Standardvoraussetzung für die rechte Seite ist in diesem Para- 
graphen: f: R"+T5N — R” ist stetig, die partiellen Ableitungen Er 
existieren in 2 und sind dort stetige Funktionen, kurz 








f und Dyf sind stetig auf 0, wobei Dyf(x,y) := (38 en) : 
Yk 
Der Sinn dieser scheinbar unnötig komplizierten Voraussetzung ergibt sich dar- 
aus, dass die allgemeine Theorie zwei wichtigen Spezialfällen Rechnung tragen 
soll: 
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(a) Lineare Systeme y’ = A(z)y+b(x). Hier muss zugelassen werden, dass 
die Komponenten a;r,(x) der nx n-Matrix A(x) und die Komponenten b;(x) 
von b(x) auf einem offenen Intervall I stetig sind. Dann erfüllt die rechte Seite 
f(z,y) = A(z)y+b(z) auf Q=Ix R” die Standardvoraussetzung. 


(b) Autonome Systeme y’=g(y), bei denen die rechte Seite nicht explizit 
von x abhängt. Ist g: R" > 0’ — R” eine C!-Abbildung, so erfüllt die 
Funktion f(z,y) := g(y) auf 2:= Rx 0 die Standardvoraussetzung. Auf 
autonome Systeme gehen wir in 85 näher ein. 


3.2 Die Lipschitz-Bedingung 


(a) Die rechte Seite f erfüllt auf einer Teilmenge K von Q eine Lipschitz— 
Bedingung mit der Lipschitz-Konstanten ZL, in Zeichen 


feLip(K,L), 
wenn für alle (x,y), (x,z) € K die Ungleichung 
Ika,y)-f@,z)| <Lly-zl 


erfüllt ist. 


(b) Die Lipschitz-Bedingung für lineare Systeme y’ = A(z)y +b(x). 
Sind die Komponenten a; von A und b; von b stetig auf einem Intervall 7 
und setzen wir 


IA), = (DYanle)?)”, 


i=1k=1 
so gilt für f(x,y) = A(x)y + b(x) 
Ifa,y)-faz)ll < Alla Iy-zl, 


vgl. Bd.1, 821:7.2. Ist also J ein kompaktes Teilintervall von / und K = JxR”, 
so gilt fe Lip (K,L) mit Z = max{|| A(«)||, |x= € J}. 


(c) SAaTz. Unter der Standardvoraussetzung 3.1 erfüllt f eine Lipschitz-Be- 
dingung in jeder kompakten Menge K C N, die mit je zwei Punkten (x,y), 
(x,z) auch die Verbindungsstrecke enthält. 


BEWEIS. Wir setzen (vgl. (b)) 





Aa = (Ea)). 2= ms flamm ner}. 


Für (z,y), (x,z)€E K und be R” setzen wir p(t) := (b, f(x,z+t(y-z))). 
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Nach dem Mittelwertsatz gilt mit geeignetem d € ]0, 1[ 


(b,f(z,y) - f(z,2)) = p(1) - p(0) 

(b, Alz,z+V(y-z))(y-z)) 
Ib IA@,z+%(y-z))(y-z)| 
Ib ZIy-zl. 


IA 


IA 











Die Behauptung folgt jetzt mit b=f(xz,y) - f(x, z). 





(d) Eine Lipschitz-Bedingung für Graphenumgebungen. 
Sei u: |a, 8] — R” eine stetige Kurve, deren Graph 


Ga := {(a,u(2)) |a<2< 8} 
in N liegt. Dann gibt es ein 6 >0, so dass der ö-Schlauch 
Su) = {&y)la<z<Bß, |y-u(e)|| <ö} 


eine kompakte Teilmenge von N der in (c) genannten Art ist. 


Denn Gu ist als Bildmenge des kompakten Intervalls [«, 8] unter der stetigen 
Abbildung x ++ (z,u(x)) kompakt. Im Fall 0 = R"*! ist nichts zu beweisen, 
andernfalls setzen wir 6 := % dist (Gu, O0). 


4 Kontrolle und Eindeutigkeit von Lösungen 


4.1 Abstandskontrolle von Lösungen 
Seien u,u:/— R” Lösungen der Anfangswertprobleme 


1 


U = fo(z, uo), uo(&o) = no und u’ = f(x,u), u(£) = n. 


Gesucht ist eine Abschätzung für den Abstand o(x) := ||uo(x) — u(x)|| der bei- 
den Lösungen in Abhängigkeit von den Abweichungen der Ausgangsdaten 


Ifo-fl, l&-&|, |Ino nl. 


Wir setzen voraus, dass beide Lösungsgraphen in einer kompakten Teilmenge 
K von Q} verlaufen und dass fo € Lip (K,L) gilt. Ferner setzen wir 


M: 


max{|fo(z,y)|| | (,y)< K}, 
&ı := max {||fo(z,y) - f(z,y)| | (&,y)e K}. 


Dann ergibt sich aus der Fixpunktform 2.2 der beiden Anfangswertprobleme 
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o(2) = ||uo(z) - ute)]| = || mo + J fo, wol!) dt - n- [Elt,udt)) at | 
&o 3 
= || 99-n+ | ((£oti, wol‘) - Fott,ulı))) + (Folt,utt)) — Et, ugt)))) di 
€ 


£ 
+ [ fo(t, uo(t)) dt | 
&o 


[(Ellwolt) - ud) +1) de H|&o—EIM. 
3 





< Im - nl + 








Daher gilt mit eo := ||no — n| + |&o -— E&|IM 





(*) e(z) < &o+ f (Lo(t) + ı) dt | : 


3 





Um daraus eine Abschätzung für o(x) zu gewinnen, dient uns 


4.2 Das Lemma von Gronwall 


Genügt eine stetige Funktion 0:I— R.+ der Integralungleichung (x) mit Kon- 
stanten eo,eı Z0 und L>0, so gilt für ze I 


Lle-8| &1 („Lle-8l 
o(z) < oe + Ee -1). 


BEWEIS. 


[ (Lett) +cı) dt | r 
& 
Die Funktion h ist stetig und es gilt o(z) < h(x). Zwar existiert h’(£) nicht, 
aber die Einschränkungen von h auf {ve I|x<&} und {reI|x>£} sind 
C!-differenzierbar. Für x <E& gilt 


Wir setzen h(x) := &0o + 





h’(z) = -Lo(x) — cı > -Lh(a) - &ı, 





(en) = Letr(t) teitn(i) > -cıe®. 


Integration von x bis & ergibt 
eco —e"”h(x) = e"th(£) -e””h(x) > = (e"* _ e"*) . 
Daraus folgt 


o(x) < Kia) < enet""9 + In (ere-9) _ 1). 
d 


Der Fall x > & ergibt sich analog (Integration von 4(e”""h(t)) von £ bis x). 
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4.3 Der Eindeutigkeitssatz 


Unter der Standardvoraussetzung 3.1 hat das Anfangswertproblem 
y=fay), y)=n 
höchstens eine Lösung. 


BEWEIS. 


Angenommen, für zwei Lösungen uw: I—>R”, u: J—> R” dieses AWP gibt 
eseinseI/NJ mit uo(s) Z u(s), 0.B.d.A. s > £. Dann existiert 


zo := inf {2 >iE | uo(z) Z u(z)} ; 
und es gilt uo(xo) = u(xo) =: yo- Wir wählen eine Graphenumgebung 
K = {(w,y)| le- 20 <r, Iy-w@)l<ö} cn 
für uo, wobei wir r >00 so wählen, dass 
e(z) := ||uo(z) - ulz)|| < 6, d.h. (z,u(x)) CK für e»-zo|<r. 


Nach 3.2 (d) gibt es eine Lipschitzkonstante L für f in K. Aus 4.1 folgt mit 
E=6:=%, n=m:=yo und fo:=f (also ıı = co = 0) 








ex) < [ Lett) dt für vo <e<moHtr. 
zo 


Nach dem Gronwallschen Lemma ergibt sich hieraus o(z) = 0, d.h. u(x) = 
uo(z) für zo <xz<xo+r, was im Widerspruch zur Wahl von xo steht. 














5 Existenz von Lösungen 


5.1 Das Iterationsverfahren von Picard-Lindelöf 


Unter der Standardvoraussetzung 3.1 gibt es zu jedem Punkt (£,n) € N eine 
lokale Lösung des Anfangswertproblems 


y=fay), y)=n 


d.h. es gibt eine eindeutig bestimmte Lösung u: IT — R"” auf einem Intervall 
I = [£E-6,€ +6] mit 6 > 0. Diese ist gleichmäßiger Limes der Picard-— 
Iterierten u;, gegeben durch die Iterationsvorschrift 


we) =n, 
uUHılz) = n+ Te, ud)) at für k=0,1,.... 
€ 
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BEWEIS. 
(a) Wahl von 6. Wir bestimmen zunächst r > 0, R>0 so, dass der Zylinder 


Z={(&,y)| I2-8|<r, |y-nl|<R} 


ganz in 0 liegt. Ist M = max{||f(x,y)|| | (x,y) € Z}, so wählen wir 6 > 0 so, 
das ö<rund Ö6M<R. 


Nun setzen wir 
K:={(a,y) | |2-8&|<ö, |y-nl<R} 
und wählen eine Lipschitzkonstante L für f auf K gemäß 3.2 (c). 


(b) Durchführbarkeit des Iterationsverfahrens. Wir zeigen per Induktion, dass 
der Graph der Iterierten u, in K liegt. Für uo ist das richtig. Liegt (x, ur(x)) 
für [2 -E|<6 inK, so folgt 


Irre) mil < 





Se@ wid | <Me-EI<Mö<R. 
€ 


(c) Die gleichmäßige Konvergenz der Picard-Iterierten u;. 


Zunächst ist nach (b) ||uı (x) — wo(z)|| = ||uı (2) — n|| < R. Allgemein gilt 








url) -ule)ll = || Fee) - Emo) a | 


< 





IE, un) - Ft, @)ldt | 


7 





Hg 
3 
a 


() -urıl)l|dt | 
Daraus ergibt sich sukzessive 


Iu2(@) -w(e)|| < L 





u) -weilldt| < RZ Ie-81, 
€ 


Ius(e)-us(e)|| <s L 





n En 
frzie-eia| =. RI? I IL, 
R 2 


Durch Induktion erhalten wir für k = 0,1,... 


Lie =8]) 


k k 
- <R (L6) 


k! 





@) Mur <urll < R 
Also konvergiert jede Komponente von 


N = oe) 
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gleichmäßig auf I = JE — 6,& + 6], denn die Komponenten der Reihe 





oo es) 3 
> (u;+1(2) _ u;(z)) haben nach (*) die Majorante R ), 2) i 
j=0 j=0 7 


(d) u := „im u. löst das Anfangswertproblem auf I. Denn die Komponenten 
>00 
von u sind stetig als gleichmäßige Limites stetiger Funktionen. Da K abgeschlos- 
sen ist, liegt der Graph von u in K. Aus 
IF, ult)) - Ft, ur) < 2 ul) - urle)]| 
folgt die gleichmäßige Konvergenz f(t,ux(t)) — f(t,u(t)), somit 


u(z) = lim ux+ı(z) = lim (n+ [ f(t, ux(t)) dt) 


ko k-oo € 
z 


n+ | Jim f(t,u,(t))dt = n+ [f(t,u(t)) dt. 
er & 














Damit ist u:7— R” eine Lösung des AWP nach 2.2. 


5.2 Aufgaben 

(a) Sein=1und f(z,y) = zı/|y| m Rx R. Warum kann f in [-1,1]x [-1,1] 
keine Lipschitz-Bedingung erfüllen? 

(b) Das Anwachsen der Lösung. Mit den Bezeichnungen des Beweises 5.1 
gilt ||u(x) — nl| < Re? !*"2|. Begründung? 

(c) Führen Sie die Picard-Iteration für das AWP 


n 2 n 1 
—_ Ze 1)=2 1)=1 
yı 272 Y2 Ir. yı, Yıll) ;: all) 


in R>o x R durch. Es ergibt sich ein einfaches Resultat. 


(d) Fehlerabschätzung für das Iterationsverfahren. Zeigen Sie mit Hilfe 
der Fixpunktgleichung für die Lösung u und mittels Induktion, dass für die 
Picard-Iterierte u, unter den Voraussetzungen 5.1 (a) Folgendes gilt: 


oo gjk+1 
ale] a KIT je, 





(e) Sei u die Lösung des AWP y’ = 1+ 32? + 4y?, y(0) = 0 auf dem Intervall 
= I-3; 3]. Geben Sie ein Polynom p an mit |u(xz) — p(x)| < 0.02 für ze I. 

Anleitung: Um die Fehlerabschätzung (d) anwenden zu können, ist zunächst 
ein Rechteck Kr = I-3; 3] x [-R,R] so zu bestimmen, dass die Graphen 
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aller Picard-Iterierten dort verbleiben. Nach 5.1 (a) lautet die Bedingung dafür 
3M(R)<R, wobei 


M(R) = max {1 +32? +4y? | |a|< #3, |yI<R}. 


Wählen Sie R passend und bestimmen Sie die Lipschitz-Konstante für Kr. 
(f) Führen Sie das Iterationsverfahren für das Anfangswertproblem 
yı = &yı - 32, yı(0)=2, 
% = 3Yı + 392, 92(0) = 0 
durch. Nach wenigen Schritten erkennen Sie das Bildungsgesetz der Reihe für 


ya; es ergibt sich eine einfache Formel für ya. Aus der zweiten DG erhalten Sie 
dann yı. Vergleichen Sie den realen Fehler mit der Fehlerabschätzung (d). 


BEMERKUNG. Die dem System zugrundeliegende Matrix A = > =) ist 


nicht diagonalähnlich; der Entkopplungsansatz von Bd.1, 8 18:5 führt hier nicht 
zum Ziel. Weiteres zu linearen Systemen siehe $3 Abschnitte 1 und 2. 


5.3 Der globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz 


Unter der Standardvoraussetzung 3.1 hat das Anfangswertproblem 


y=fay), yo)o=n 


für jeden Startpunkt (£,n) € 2 genau eine Lösung x > p(z,&,n) auf einem 
maximalen Intervall J(£,n). Dieses Existenzintervall J(£,n) ist offen. 
Für jede andere Lösung u: T— TR" des Anfangswertproblems gilt also 


Ic J(E,n) und u(z) = yl(x,&n) für allexel. 


Wir nennen 


z>rols&n), J&EmM)-R" 


die maximal definierte (maximale) Lösung des AWP. 


BEWEIS. 


Wir definieren J(&,n) als Vereinigung aller Lösungsintervalle, d.h. aller Inter- 
valle /, für die & innerer Punkt ist und die Definitionsintervall einer Lösung 
des AWP y’ = f(z,y), y(£) = n sind. Nach dem lokalen Existenzsatz gibt 
es solche, und nach dem Eindeutigkeitssatz bestimmt jedes Lösungsintervall / 
eindeutig eine dort definierte Lösung ur. Der Durchschnitt und die Vereinigung 
zweier Lösungsintervalle /,.J ist wieder eines, Letzteres wegen & € IU J. Daher 
ist J(&,n) ein Intervall, d.h. für a,8e J(&,n) mit a<Pß ist [8] C J(&,n) 
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(Bd.1, 88:4.7). Sind nämlich I, J Lösungsintervalle mit € I, Be J, so gilt 

[a,ßB] C IUJC J(&,n). Wegen des Eindeutigkeitssatzes dürfen wir definieren 
p(z,&n) := ur(x), falls x im Lösungsintervall I liegt. 


Dann ist 2 p(x,€,n) eine nach Konstruktion maximal definierte Lösung. 


Das Existenzintervall J(£,n) ist offen. Denn zu jedem zo € J(&,n) gibt es 
nach 5.1 ein mit ö > 0 und eine lokale Lösung z : [zo — 6,20 + 6] > R” des 
AWP 


y =f(z,y), y(20) = pl(20,&,n). 


Als maximale Lösung muss % eine Fortsetzung der lokalen Lösung z sein, somit 
ist [xo — 6,20 +6] in J(&,n) enthalten. 














5.4 Beispiele und Aufgaben 


(a) Bestimmen Sie die maximalen Lösungen und deren Definitionsintervall für 
das AWP y’ = f(x,y), y(0) = yo mit den rechten Seiten 


2 


fa) = — bzw. fa) = a in 2=]-1,1[xR. 





(b) Zeigen Sie: Die Lösung y(x) = yo exp((x — 1)sinlog(1— x)) des AWP 
y = y(sinlog(1- x) + coslog(1-x)), y(0) = yo > 0 


in 2 =]- ©,1[xR existiert für x <1 und besitzt für £ — 1—- einen Grenz- 
wert, während lim y’(x) nicht existiert. 
z—1- 


6 Zum Definitionsintervall maximaler Lösungen 


6.1 Der Fortsetzungssatz 


Für die DG y’ = f(z,y) auf Q C R”*! sei die Standardvoraussetzung 3.1 
erfüllt, und u sei eine Lösung. Dann gilt 

(a) Liegen alle Punkte (z,u(x)) für x € Ja,b| in einer kompakten Teilmenge 
von N, so kann u zu einer Lösung auf einem größeren Intervall Ja— e,b-+el 
(e > 0) fortgesetzt werden. 


(b) Ist u maximal definiert, so verlassen die Punkte (x,u(x)) sowohl für wach- 
sendes als auch für fallendes & schließlich jede kompakte Teilmenge von D. 


Da sich N durch kompakte Mengen ausschöpfen lässt (Bd.1, 823:4.7), können 
wir für (b) auch sagen: „Der Graph von u läuft in © von Rand zu Rand.“ 
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BEWEIS. 
(a) folgt unmittelbar aus (b). 


(b) Sei u eine maximale Lösung auf dem nach 5.3 offenen Intervall /, deren 
Graph die kompakte Menge K CO trifft. 


Dann ist A := {x € I | (x,u(x)) € K} nicht leer und beschränkt, da K 
beschränkt ist. Also existiert 8 := sup A. Haben wir ß € I gezeigt, so gibt es 
Zahlen x € I mit x > ß, und für alle diese x gilt (x,u(x))£K. 


Zum Nachweis von 8 € I geben wir anschließend ein ö > 0 an mit 
(x) [E-E+6]) C J(E,n) für jeden Punkt (&,n)EeK; 


dabei ist J(&,n) gemäß 5.3 definiert. Da es nach Definition von ß einge A gibt 
mit B-6<E<Pß, also BE [EE+Ö6[, folgt dann BE J(E,u(E)) = 1. 


Nachweis von (*): Für 0 := %dist (K,0N) bzw. 0:=1 im Fall Q=R”*! ist 
K° = [ze R"*! | dist(z,K)< o} 


eine kompakte Teilmenge von ©. Wir setzen M := max{||f(z,y)|| | (x,y) e K°} 
und wählen 6 > 0 so, dass Mö < o//2. Für (&,n) € K gilt 


2e(&,n) := [(&,y) | 2-1 <o/V2, |y-nl<o/vV2} C K,(&n) C K*. 


Dem Teil (a) des Existenzbeweises 5.1 entnehmen wir die Aussage (x). 











Entsprechend schließen wir, dass a:=infAeEI. 





6.2 Zur Anwendung 

Sei u: I = [aß] > R” stetig, und 
der ö-Schlauch 

K={@y)lzel, |y-u@)l<6} ya 
liege ganz in ®. Läßt sich für die in 
(E,n) € K startende Lösung p(z,&,n) 


zeigen, dass sie den Schlauchmantel 
nicht trifft, d.h. 


Ipl@,&;n) - ut) < 6 


für ze IN J(&,n), so folgt [@,f] C 
J(£,n). Denn nach 6.1 (c) verlassen die 9 
Punkte (x, p(x,&,n)) für wachsendes 
bzw. fallendes x € J(&,n) die kom- 
pakte Menge K. Da dies nicht durch 
den Schlauchmantel geschehen kann a & B & 
(o(&) = |\e(&,&,n) - u()|| ist stetig), 

müssen sie die Schlauchenden x = ß, 

x = a durchstoßen. 


Nor 
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6.3 Anwendung auf autonome Systeme 


Autonome Systeme haben nach 3.1(c) die Form y = g(y), wobei g in einem 
Gebiet OD’ CR” stetig differenzierbar ist. Wir deuten hier im Hinblick auf die 
Anwendungen die unabhängige Variable als Zeit und bezeichnen sie mit t. 


Als Startzeitpunkt dürfen wir immer & = 0 wählen. Denn gilt 
u(t) = g(u(t)) für teI und u() = n, 
so löst v(t) = u(t + £) im verschobenen Intervall I —& das AWP 
vd) = ev), v()=n, 
und für jede Lösung v des letzteren AWP löst u(t) = v(t-£) das ursprüngliche. 
Wir bezeichnen die maximale Lösung des AWP 
ye=sy), yO)=n 
mit t+> pl(t,n), ihr Definitionsintervall mit J(n). 


Der Fortsetzungssatz für autonome Systeme 


(a) Bleibt p(t,n), soweit definiert, für wachsendes t > 0 in einer kompakten 
Teilmenge K’ von ©’, so existiert p(t,n) in aller Zukunft, das heißt, es gilt 
R+cJ(n). 

(b) Bleibt p(t,n) für fallendes t<0 in einer kompakten Teilmenge K’ von, 
so existiert p(t,n) in der vollen Vergangenheit, d.h. R<o C J(n). 


(c) Sind beide Voraussetzungen erfüllt, so existiert p(t,n) für alle Zeiten. 


BEWEIS. 

(a) Si A=RxN und f:2-R”, (L,y)+s(y). 

Angenommen, g(t,n) sei nicht für alle £ > O definiert, also J(n)NRı+ = [0,T!. 
Dann bleiben die Punkte (t, p(t,n)) für 0 <t <T in der kompakten Teilmenge 
K = |0,T] x K’ von Q, und nach 6.1 (a) ließe sich g(x,n) auf ein Intervall 
[0, T + ö| fortsetzen im Widerspruch zur Wahl von T. 


(b) ergibt sich analog; (c) folgt aus (a) und (b). 














6.4 Die logistische Differentialgleichung 


Vermehrt sich eine Population mit konstanter Wachstumsrate & > 0, d.h. gilt 
für den Populationsstand u(t) zur Zeit t die DG 


so wächst die Population nach dem Exponentialgesetz u(t) = u(0)e°®. Ein sol- 
ches Wachstum ist unrealistisch, denn mit wachsender Populationszahl gehen 
irgendwann die Ressourcen zu Ende. 
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Das einfachste Modell einer von der 


Population abhängigen Wachstumsrate AY 
liefert die DG 
ü=Pß(K-u)u 


mit Konstanten 8, K > 0 (gedämpftes 
Wachstum mit Sättigungsgrenze K). 
Die Umskalierung 


vo ru(sk) 
führt auf die logistische DG 


NY 
N 





y=y(l-y) 
Diese hat die konstanten Lösungen 0 
und 1. 


Startet eine Lösung mit einem von 0 oder 1 verschiedenen Anfangswert, so kann 
diese wegen des Eindeutigkeitssatzes keinen dieser beiden Werte annehmen. 


Für n € ]0, 1[ bleibt also a(t, 7), soweit definiert, immer in [0, 1] (sogar in ]0, 1[). 
Nach 6.3 existiert also o(t,n) für alle Zeiten. 


Für n>1 bleibt aus den obengenannten Gründen g(t,n) > 1, soweit definiert. 
Also gilt dlt,n) = plt,n)(1 - olt,n)) < 0, d.h. y(t,n) fällt monoton und 
bleibt für wachsendes t im Intervall ]1,n]. Somit existiert p(t,n) nach 6.3 für 
alle £ > 0. Entsprechend ergibt sich, dass o(t,n) im Falln < 0 für allet < 0 
existiert. 


Für 0<n<1 folgt aus der DG, dass y(t,n) monoton wächst. Also existiert 
ce := imo p(t,n). 

Daraus folgt lim ö(t,n) = c(1 - c), andererseits muss dieser Limes Null sein. 

Damit ergibt Sich ‚lim o(t,n) = 1für allen >0. 

Betrachtungen dieser Art sind typisch für die qualitative Behandlung von Dif- 

ferentialgleichungen, vgl. 85 


Aufgabe. Bestimmen Sie p(t,n) und J(n) nach dem Verfahren Bd.1, 8$13:3. 
Es ergibt sich für n > 1, dass p(t,n) nicht in der vollen Vergangenheit existiert. 
Für n < 0 existiert p(t,n) nicht für alle t>0. 
6.5 Beispiel 
Wir betrachten für r= /z2?+y?>0 das System 

= -y+2ll-r), y=a+2l-r). 
Eine leichte Rechung zeigt 

ae 1 (2# Fyj) = 1-r” längs jeder Lösung t+> (z(t),y(t)). 
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DieDG #=1-r? besitzt die konstante Lösung r = 1, und tatsächlich ist 
t> ult) := (cost,sint) eine Lösung des Ausgangssystems. 


Jede mit 0 < r(0) < 1 startende Lösung v kann die Einheitskreislinie nicht 
treffen: Aus v(t2) = u(tı) würde folgen v(t+t2) = u(t+tı) für alle t, vgl. 6.3. 
Wegen F >0O existiert sie daher nach dem Fortsetzungssatz 6.3 mindestens für 
teRı+ 


Aufgabe. (a) Zeigen Sie, dass auch die außerhalb des Einheitskreises star- 
tenden Lösungen für alle t > 0 existieren. (Beachten Sie: r(t) < 0.) 


(b) Zeigen Sie analog zu 6.4, dass lim r(t) =1. 
too 


6.6 Linear beschränkte Systeme 


Die rechte Seite f:Ix R" — R” heißt linear beschränkt (von linearem 
Wachstum), wenn I ein offenes Intervall ist und wenn es stetige Funktionen 
a,b:I— R,} gibt mit 


If») < at@llyi + 52) 


für ale zeI, yeR”. 
Für linear beschränkte Systeme gilt immer J(&,n) = I, d.h. die Lösung ist so 


weit definiert, wie es die rechte Seite überhaupt zulässt. 


BEWEIS. 
Für u(z) = p(@,&,n) gilt 








Iuaıı = | m+ Studer | < Im+ | Fire wonıa 
< Iml+ Kt Oaco)l +50) de 
< B(& ld 
mit 
31a) = Im + | Juae|, At) = max{aie-el<ie-e}. 





Sei [&, 8] ein kompaktes Teilintervall von /. Wir zeigen [&, 8] C J(£, n). Offenbar 
ist 


Aa) < AB), B(a)< B(ß) für € <m<ß. 
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Wir setzen C(B) := B(ß) exp a (B - &)). Aus 


Iu@z)Il < B(B 





Olldt| für ze K&.01n sem) 


folgt nach dem Gronwallschen Lemma mit eo = B(ß), L= A(ß), dass 


lu) <s CP) für ze EP IE m). 


Angenommen, 8 £ J(&,n). Dann bleiben die Punkte (z,u(x)) für alle x € 
J(€,n) mit x > £ in der kompakten Menge 


K:={(a,y)|E<z<Bß, |y|| <c(B)} - 


Nach dem Fortsetzungssatz 6.1 (a) ließe sich dann die Lösung über das rechte 
Intervallende von J(£,n) hinaus fortsetzen, ein Widerspruch. Somit liegt jedes 
kompakte Teilintervall [&,3] von I in J(&,n). Es folgt I = J(E,n). Entspre- 
chend ergibt sich, dass jedes kompakte Teilintervall [a, €£] von I zu J(£,n) gehört 


OD 


BEISPIEL. Jede maximale Lösung der inhomogenen Pendelgleichung 


sd) + sinylt) = FÜ) 
mit fe CR) existiert für alle Zeiten [UA]. 


6.7 Lineare Systeme y’ = A(z)y + b(x) 


(a) Nach 3.2 (b) ist die rechte Seite linear beschränkt. Sind also die Kompo- 
nentenfunktionen von A, b auf einem Intervall / stetig, so sind die maximalen 
Lösungen jeweils auf ganz I erklärt. Dies gilt auch für abgeschlossene Intervalle 
I, die wir bei linearen Systemen zulassen. Um diese in die bisher entwickelte 
Theorie einzuordnen, brauchen wir die Koeffizientenfunktionen nur stetig auf 
ein / umfassendes offenes Intervall fortzusetzen. 


(b) Die Lösungsvektoren y: IT — TR” der homogenen Gleichung bilden einen 
Vektorraum der Dimension n über R. 


BEwEIS. 

Für ye C!(I,R”) sei Ly = y’- Ay. Dann ist L: C!(I,R”) > C(I,R”) eine 
lineare Abbildung, also ist Lo = KernZL ein Vektorraum. Für festes & € I ist 
die Abbildung 


T:Lo>R”, um u(g) 


ebenfalls linear. Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz und nach (a) gibt 
es zu jedem n € RR” genau ein ue £o mit u(£) = n. Also ist T: Lo > R” 
bijektiv und damit dim£o =n. 
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(c) Ein System von n linear unabhängigen Lösungen yı,..:,yn € Lo heißt 
Fundamentalsystem oder Lösungsbasis für die DG y’ = A(z)y. 


Ein spezielles Fundamentalsystem ist gegeben durch 
y.(&) — p(x,&,er) (k=1,...,n), 


wo & ein fester Punkt in I ist, e; die kanonischen Basisvektoren des R” und 
x > p(z,&,er) die maximale Lösung des AWP 


y =Ala)y, ylö)=er. 


Die Matrix Y(x,£) mit den Spalten y, (2),...,y„(x) wird die kanonische Fun- 
damentalmatrix an der Stelle & genannt. Offenbar gilt 


(d) Weiteres zu linearen Systemen finden Sie in 83:1. 


7 Differenzierbarkeitseigenschaften von Lösungen 
7.1 Differenzierbarkeit der Lösung nach den Anfangswerten 
Wir betrachten das Anfangswertproblem 

y=fay), yO=n 


unter der Standardvoraussetzung, dass f und Dyf stetig im Gebiet 2 C Rt 
sind. Die maximale Lösung bezeichnen wir wieder mit 2 > op(z,£&,n), ihr Defi- 
nitionsintervall mit J(&,n). Als Funktion sämtlicher Variabler besitzt p(x,£&,n) 
den Definitionsbereich 


= [WED |EMER, EHEM} CR". 


SATZ. (a) N ist ein Gebiet. 
(b) @ ist dort C!-differenzierbar nach allen. Variablen x,&,n 
(c) Die partiellen Ableitungen von p nach den Anfangsdaten 


vl) = een, wo) = las) für kl... 


erfüllen die lineare homogene Differentialgleichung 
(L) y'’=A(a)y mit A(a) := Dyf(z,p(2,&,n)) 
und besitzen die Anfangswerte 


v($)=-f(&,n),, mr)=er für k=1,...,n 
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(d) Sind f und Dyf nach allen Variablen CF -differenzierbar, so ist p nach 
allen Variablen C**!-differenzierbar. Ist insbesondere f nach allen Variablen 
C° -differenzierbar, so auch 2. 


BEMERKUNGEN. (i) Der langwierige Beweis wird im Anschluß an die Formu- 
lierung der Sätze 7.2 und 7.3 in drei Schritten geführt: 


— 1n 7.4: Gebietseigenschaft von Dr und Stetigkeit von p. Der hierbei anfallende 
Satz über die Kontrolle der Lösungen ist von eigenem Interesse. 


— In 7.6: C!-Differenzierbarkeit von p und Bestehen der Variationsgleichung 
L). 

— In 7.7: Beweis von (d). 

ii) Die lokale Existenz von Lösungen einschließlich ihrer differenzierbaren bzw. 
analytischen Abhängigkeit lässt sich auch mit Hilfe des Satzes über impliziten 


Funktionen auf Banachräumen zeigen, siehe CHOW-HALE [27] III, 81, ZEIDLER 
73] Vol.1, Thm.4.D. 





7.2 Differenzierbare Abhängigkeit der Lösung von Parametern 


Wir nehmen an, dass die rechte Seite der DG von Parametern Aı,...,Am ab- 
hängt, die wir zu einem Vektor A = (Aı,...,Am) zusammenfassen. f(x, y,A) sei 
stetig in einem Gebiet N C R"+"+1 und besitze dort stetige partielle Ableitun- 
gen Of /Oyr, öf/OA;,. Die maximale Lösung des AWP 


v-teyA, Meoen 


bezeichnen wir mit 2 > p(z,&,n,A), ihr Definitionsintervall mit J(x,n,A). 


Sarz. (a) = {(n&,mA)ER""| (,mA)EN, ze Ia,m,A)} ist 
ein Gebiet, und 


(b) p(a,&,n,A) ist dort C!-differenzierbar nach allen. Variablen. 


(c) Hängen f, Dyf und Dyf in CF -differenzierbarer Weise von allen Variablen 
ab, so ist p(x,&,n,A) sogar C**!-differenzierbar. 


Das ergibt sich unmittelbar aus 7.1, wenn wir das erweiterte AWP 
y-fay2, yO)-n, 
z=0, z()=A 


betrachten. (u(x),v(x)) ist genau dann Lösung dieses Problems, wenn u das 
Originalproblem löst und v(x) der konstante Vektor A ist. 
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7.3 Analytische Lösungen linearer Differentialgleichungen 


Lineare Differentialgleichungen 


u" + f(z)u' + g(2)u = h(x) 





mit analytischen Koeffizienten f, g, h treten bei Separationsansätzen für partielle 
Differentialgleichungen auf; diese werden in 83:3 ausführlich behandelt. Der 
Beweis des folgenden Satzes wird in 7.8 geführt. 


Satz. Besitzen die Funktionen f,g,h für |x — xo| <r konvergente Potenzrei- 
henentwicklungen, so lässt sich jede Lösung u der obengenannten Gleichung in 
eine für |v — zo| <r konvergente Potenzreihe entwickeln. 


7.4 Zur stetigen Abhängigkeit der Lösung von den Anfangswerten 


Als ersten Beweisschritt für 7.1 zeigen wir unter den Standardvoraussetzungen: 
(a) Dr ist ein Gebiet. 

(b) p ist stetig in Ne. 

Kernstück des Beweises ist die Kontrollierbarkeit im Kleinen: 

(c) Gegeben seien ein Anfangspunkt (0,19) € N und ein kompaktes Teilintervall 


I von J(&0,nn,) mit &0 € I. Dann gibt es Zahlen r,R,x > 0, so dass für alle 
Anfangspunkte (&,n) mit |&E- &| <r, |n-no|| < R Folgendes gilt: 


FEIN): 
Ip(&,&; 7) - Plz, &, no) < #(lE-El+Im- mol) für zel. 


BEMERKUNG. Dass auf nicht kompak- 
ten Intervallen i.A. keine Kontrollier- 
barkeit der Lösung gegeben ist, zeigt yı 
das Beispiel der DG y’ =y. Hier ist 

pla,&,n) = ne®*. z 
Die beiden Lösungen %(2,0,0) = 0 
und p(z,&,n) mit n # 0 entfernen sich Not 
für £ — oo beliebig weit voneinander, 
ganz gleich, wie nahe (&,n) bei (0,0) 





liegt. Q 
BEWEIS. 

Wir beginnen mit (c). Sei I = [aß] 

und w(2) = Pla,Enmo). Da Im) 77 Ey E 


offen ist, gibt es ein ö > O mit 
J:=[a-6,8+6]| C J(&,no): 
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(1) Nach 3.2 (d) gibt es ein 00 > 0, so dass der o0-Schlauch um u über dem 
Intervall J ganz in © liegt: 

K={ay)lzeJ, |Iy-uß@)|<o} 9, 
und es gibt Zahlen Z, M > O0 mit 

feLip(K,L), ||f(z,y)|<M für (x,y)eK. 
(2) Wir setzen y := B-a +26, R := 300e "7 und r := min {#,6}. Sei 


jetzt |E-£o| < r und |In—no|| < R. Dann ist & e J, |n-no|| < 300 und 
&0:= Im noll + ME - 0] < 00. 
(3) Für o(x) := ||p(x,&,n) — ulz)|| folgt aus der Fixpunktgleichung für u 








ed) = In ul < Im noll+ MIE-£0| = &o < 00, 


also (&,n) = (& p(z,&,n)) € K. 


(4) Solange die Punkte (x, p(x,&,n)) in K verbleiben, ergibt das Prinzip der 
Fehlerkontrolle 4.1 (mit &ı = 0, eo wie oben) 


oe) <eo+| er 
{3 


’ 





also nach dem Gronwall-Lemma 4.2 wegen |e —&| <Y für ze J 
oz) <enet "El < zne?? < (R+Mr)e??! < 2Rel? < m. 


Das heißt aber: Entfernt sich x von £, so können die Punkte (x, p(x,&,n)) 
die Mantelfläche von K nicht treffen. Nach dem Fortsetzungsprinzip 6.2 folgt 
Em) DJDT. 


Der Rest von (c) folgt aus o(x) < coe”” mit &o = |m—no| + MIE -£o|- 





(5) Nr ist offen, und p ist dort stetig. Sei (20,&0,19) € Nr. Wir wählen ein 
kompaktes Intervall I = [a,8] C J(&0,n0) mit xo,&o € I und dazu ö,r,R,« 
wie oben. Für |e-xo| < r, |&£-&| < r und |n—no|| < R ist zunächst 
(&,n)EK CN nach (3) undze JC J(&,n) nach (4); somit ist (z,&,n) € Nr. 
Ferner gilt 





Ip(a,& 7) = Plzo, 80,0) S (etz; 8,7) - ulz)|| + |ule) — ulwo)|| 





< &oe"? + Mlx-zo| = M|x-z0| +e*7 (MIE-&£o| + Im- mol) 


(6) Nr ist wegzusammenhängend. Für (z,&,n) € De gilt z,& e J(&E,n), also 
liegt die Verbindungsstrecke zwischen (z,&,n) und (&,&,n) in Dr. 
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It t+ (u(t),v(t)) ein Weg, der die Punkte (&,n), (&1,n,) in © verbindet, 


so liefert t > (u(t), u(t),v(t)) einen Verbindungsweg in Dr von (&,&,n) nach 
(&1,81, 9). 














(d) Zusatz. (Bezeichnungen wie in (c)). Für alle (&,n) mit |&E-&| < 
Im -moll < # und alle (k,h) mit |k| < 5 und |Ihl] < & gilt 


JE+k,n+h)>J>1I 


yi 
FE 


und 
Ie(&&+k,n+h)- Pam <#(ikl+llhll) für zer. 
Ersteres folgt aus (c) wegen |n+h-no|| < R, |E+k-&]| <r. Für die zwei- 


te Behauptung betrachten wir w(xz) = ||p(xz,£+k,n+h) - p(z,&,n)||. Dann 
ergibt sich wie in (3) 














we) = |P&E+kn+h)< nl = IPs +khn+b)- (n+b)+hl 
= |pl&&+k,n+h)-plE+k,&ö+k,n+h)+hl 
< MIk| + |Ihll < 3@0 
und nach 4.1 und 4.2 ([ÜA]) 


w(z) < (hl + MIkl)et""® < (hl) + Mk|)e"®. 


7.5 Die Variationsgleichung 
(a) Zu gegebener Lösung x > u(x) von y' = f(x,y) heißt die homogene 
lineare DG 

y’=A(x)y mit der Matrix A(x) := Dyf(x,u(«)) 
die linearisierte Differentialgleichung (Linearisierung, Variationsglei- 
chung) der gegebenen Differentialgleichung längs der Lösung u. 


Diese kommt in natürlicher Weise ins Spiel, wenn sich zwei Lösungen u und v 
von y = f(x,y) nur wenig unterscheiden. Denn dann gilt nach dem Mittel- 
wertsatz für y:=v-u 


ya) = Filz, v(o)) - Film ule)) # Yaxla) yn(®). 


(b) Existieren die partiellen Ableitungen 


va) = as), we(2) := EACH) ii 
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in 2 und sind diese dort stetig, so erfüllen sie die Variationsgleichung längs 
x > p(xz,&,n) mit den Anfangsbedingungen 


v(d) z -f(&n), 
w.(d)=& (k=1,...,n). 


Denn aus der Fixpunktgleichung 


PH 


p(lz,&,n) =n+ [flt,plt,&,n)) dt 
& 


folgt nach dem Satz über Parameterintegrale und der Kettenregel 
dp r op 
—_ (z,&,n) = & + [ Dyflt,elt,&,n)) ——(t,E,n) dt 
a, Em) = J een), GEM 


und 


© 


ö [0] 
(a, & n) _ m f(x, pl, 8, n)) + ii Dyftt, plt,E, Mt, & n) dt. 
ö& R ö& 
7.6 Beweis der C'-Differenzierbarkeit von p 
(a) Zum Vorgehen. Falls die partiellen Ableitungen Ip/dE, dp/On, existieren 
und stetig sind, genügen sie nach 7.5 der linearisierten DG 
y’ = Dyf(a,&,m)y- 


Bezeichnen wir die zugehörige kanonische Fundamentalmatrix mit Y(z,£&,n) 
(vgl. 6.7), so muss nach 7.5 gelten 


am) — Y(z,&,n)er, tn) — -Yae,n)f(&n)- 


Wir haben also für einen festen Anfangspunkt (€, n) zu zeigen, dass 


pla,&,n + h) — plx,&,n) — Y(z,&,n)h = r(z,h) ’ 


p(w,&+k,n)- plaE,n)+Ym,ö,m)f(&,n) = s(z,k) 
mit 

. r(&h) _ .. s(&k) _ 

Fo u Te = a ee 





Lässt sich noch zeigen, dass die Limites gleichmäßig in einem noch zu präzi- 
sierenden Sinn existieren, so sind die partiellen Ableitungen von % stetig. 
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(b) Festlegung eines Arbeitsbereichs K. Sei (20, &0,n0) € Nr gegeben. Wie im 
Beweis 7.4 wählen wir ein kompaktes Intervall J D J(&0,nn,) der Länge Y, in 
welchem zo und &o innere Punkte sind und Konstante 00, L, M>0 mit 


K:={(z,y) |v& J, |y- pl&,&,no)l| <eo}c 9 
und 
|f(&,y)| < M, |Dyf(«,y)z| < L|z||, also fe Lip(K,L). 


Nach dem Zusatz zu 7.4 gibt es Zahlen r, R, x > 0 folgender Art: 


Für |E-&0|< 5 und |m- mo] < & sowie |k| < 5, |Ihll < & gilt 


JCJ(E+k,n+h), 
für x € J liegen die Punkte (x,p(z,E+k,n+h))inK, 


Ie(z,&+k,n+h) - pla,&;n)|| < k(|k| + hl) - 


(c) Abschätzung von R(x,y,z) := f(x,z) - f(xz,y) — Dyf(z,y)(z-y). 
Wir zeigen, dass es zu jedem e > 0 ein ö > 0 gibt mit 





IR, y,z)|| < ellz-yli für alle (@,y), (@,2) € K mit |z<yl| < 6. 


Denn nach dem Mittelwertsatz für die k-te Komponente Rx von R gibt es zu 
je zwei Punkten (x, y),(x,2) € K ein d e ]0, 1| mit 


Rx(2,y, 2) = Ir, 2) — fr(2,y) - (V fr, y),2z-y) 
= (VR@&,y+92-y)-VRBy),2-y)- 


Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von V fr auf K gibt es zu jedem e > 0 ein 
ö € ]D, o0|, so dass für (x, w),(x,y) € K mit |w-y|| < 6 


|V/r@w)-VRk@y)|| < Im (k=1,...,n). 


Nach Cauchy-Schwarz folgt |Rx(xz,y,z)| < —l2-yl für (x,y),(z,z2) € K 


mit ||z — y|| < ö und daraus die Behauptung für R. 


(d) Differenzierbarkeit von p bezüglich n. 
Sei (&,n) ein fester Punkt mit JE -&| < 
|k| <3r, |h|| <4R und ze J. 


sr, |m-no|| < $R, ferner sei 


Wir verwenden folgende Abkürzungen: 
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1) ua) =pm&n), also u(z) =n + [ f(t,u(t))dt, 


2) v(@a):=plw&n+h), also v(a) =n+h+ [fl,v()dt, 
8) Al) := Dyflz,u(e)), 
(4) Y«(x) :=Fundamentalmatrix für y’= A(z)y bezüglich der Stelle &, 
(5) w(a2):=Y(x)h, also w(z)=h+ [ Alt)w(t)dt, 
& 
(6) r(z,h) := v(z) - u(z) —- w(x), vgl. (a). 
Nach dem in (a) beschriebenen Programm gilt es, zue>0O ein A > 0 und eine 
Konstante © zu finden mit ||r(z,h)|| < eC'||h||, sobald ||h]| <A < 3R. Nun ist 


mit den Bezeichnungen (c) und wegen der Darstellungen (1), (2), (5) 


r(z,h) = [ (ft, v(t)) - f(t,u(t)) - A(t)w(t)) dt 





R(t,u(t),v(t))dt + [A rt,h) dt. 
& 


Gemäß (c) gibt es zu gegebenem & > 0 ein ö > 0 mit 

Riz,y,z)|| < elly-zll für |y-zi < 6. 

Setzen wir A := min {$R, ö/rk}, so folgt für ||h|| < A zunächst nach (b) 
v@)<uß)|| < Kllhll < 6 

und dann nach (c) 


R(t, ut), v@))| < erlihl, 








also 
r(z,h)|| < erylihl| + | IA: Ir, h)ll dt | 
E 
< erylihll + | [Zllr(s,h)lldt |. 
€ 


Mit dem Gronwall-Lemma 4.2 folgt schließlich 


Ir(&, bl] < erylihlle"” =: eC|jhl| für |h| < A. 


(e) Stetigkeit von ge. Die zuletzt gegebene Abschätzung gilt für alle (x,&,n) 
ei 
mit |2- zo| < 3r, |E-&|< dr, |m-no|| < 3R gleichmäßig. Setzen wir 
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fm) =m (plain + 4) -plR,En)) für L<A, 


so sind die fm im genannten Gebiet stetig und konvergieren dort gleichmäßig 
gegen Dyf(xz,&,n)ej, was die Stetigkeit dieses Limes in genannten Bereich zur 
Folge hat. 


(f) Die C!-Differenzierbarkeit von p bezüglich € ergibt sich analog. Für festes 
(€E,n) aus dem obengenannten Bereich setzen wir diesmal 





via) := pl,£+km)=n+ [ flt,vi) 
&+k 
w(2) = -kY(a)f(&,n) = —kf(&,m) + [ Alt) wit) dt 
3 


und wollen jetzt für s(x,k) := v(x)—-u(x)—-w(x) zeigen, dass es zu gegebenem 
e>0ein ö6>0 und Konstanten C}, Ca gibt mit 


(*)  s(z,k) < (Cıe+Cak)k für |e-8|<6. 
Wir wählen dabei ö > 0 gleich so klein, dass 
() REM) - Elm <e für je] <6. 
Wir erhalten (x) durch Abschätzung von 


(x,k) = fs f(t,v(t)) dt — ra, u))ar+ k£(E,n) - ’ A(t) w(t) dt 
€ 


E+k € 
= f R(t,u(t),v(t))dt + 1 A(t)s(t,k) dt + Ie« ‚n) — f(t,v(t))) dt. 
€ 


Die beiden ersten Integrale an wir wie in (d) v für das dritte beachten 
wir, dass 


IE m - tv) < REM) - m) + Llm- voll 
> 2 + Jul) - ul) + ale) - vE)l 
e+L(M +r)k. 


* 








ANA 


(Detaillierte Ausführung als .) Die Stetigkeit von Ip/ödE ergibt sich wie in 
(e). 














7.7 Beweis des Satzes über C*t!-Differenzierbarkeit von p 


Sind f und Dyf C*-differenzierbar im Gebiet Q, so ist X nach allen Variablen 
C*+!_differenzierbar in Nr. Wir zeigen dies durch Induktion, wobei wie üblich 
C’-Differenzierbarkeit einfach Stetigkeit bedeutet. Für k = 0 ist also die Be- 
hauptung richtig nach 7.6. Angenommen, die Behauptung ist für k > 1 schon 
richtig, und f, Dyf seien C**+!_differenzierbar. Wir betrachten das System 
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y'=f(z,y), y(d)=n, 
zZ = Dyf(z,y)z, z(E) u &; 


wobei F(r,y,z) := (f(2,y); Dyf(z,y) z) auf Ox R” C*-differenzierbar ist. 
Die Lösung bezeichnen wir mit 2 > ©(z,&,n,G); sie ist nach Induktionsvor- 
aussetzung C**!-differenzierbar in allen Variablen. Nach 7.1 ist aber 


®(x,&,n,ei) = (2,8), 52 (2,&n)) für = 1.4.59; 
©(x,&,n,-f(&,n)) u (ea,& 7), (&,&7)) E 


Also sind Op/dE und dp/öm (i = 1,...,n) nach allen Variablen Cr+!- 
differenzierbar; dasselbe gilt für E(a,E, n)= f(x, p(x,&,n)). 














7.8 Beweis von 7.3 


Wir betrachten die DG zweiter Ordnung u” + f(x) w + g(x)u = h(x), wobei 
0.B.d.A. f,g,h in ]-r,r| konvergente Potenzreihenentwicklungen 





fa) = Doys*, ge) = Dr, Aia)= rar, 
k=0 k=0 k=0 


besitzen. Diese DG wandeln wir in ein System y’ = A(z)y+b(x) um mit 


(a) Nach Bd.1, $10:2.2 konvergieren die Potenzreihen 
= Yaz, 9) = ße, Ahle) = nz 
k=0 k=0 k=0 


für alle ze C mit |z| < r und stellen dort holomorphe Funktionen dar (Bd.1, 
827). Mit diesen Funktionen bilden wir A(z), b(z). 


(b) Das komplexe Kurvenintegral einer für |z| < r holomorphen Funktion v 
ist wegunabhängig, da die Kreisscheibe K,.(0) ein einfaches Gebiet ist (Bd.1, 
827 : 2.2). Nach Bd.1, 827:2.6 liefert daher 


V(z) = a6) dw = z [ v(tz) dt 
0 0 


(Integration längs der Strecke von 0 nach z) eine holomorphe Stammfunktion 
V für v. 
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(c) Statt der Picard-Iterierten für das AWP 


y' = Ala)y +b@), yO)=n:= (MR), 


d.h. statt 
ul) = N, Unrılz) = + (Ad) unlt) +b(t)) dt 
0 
betrachten wir jetzt die mit vo(z) =n beginnende Iterationsfolge 


Vn+1(2) =n+ z [ (A (tz) vn(tz) dt + b(tz)) dt dt 
0 


mit komplexen Argumenten z. Offenbar gilt 
(2) =W(r) für -r<e<e. 


Nach (b) ergibt sich durch Induktion, dass die Komponenten der v„ holomorph 

sind für |z| < r. Wir zeigen in (d), dass die Komponenten der v„ auf jeder kom- 

pakten Teilmenge K von K,(0) gleichmäßig konvergieren. Nach Bd.1, 827:7.2 

sind dann die Komponenten u(z), v(z) von v(z) = lim vn(z) holomorph für 
Nn—OoO 


|z| < r, insbesondere besitzt dann u eine Potenzreihenentwicklung 
u(z) = Yarz* für |z2|<r 
k= 
(Bd.1, 827:5.3). Für -r <x <r löst aber u(x) nach 5.1 das AWP 


u" + fa)u +g(e)u = ha), u(0)=m, W(0) = m. 


Es bleibt also nur noch zu zeigen: 





(d) Die v„ konvergieren gleichmäßig in jeder kompakten Teilmenge K von 
K,(0). Denn K liegt in einer kompakten Kreisscheibe |z]| < oe mt O<o<r. 
Setzen wir 


L := max { [Alla | Iz1<o}, M:= max{ vi) -nl|l2I< eo}; 


so erhalten wir wie im Beweis von 5.1 die Abschätzung 


vn) = vn m für |el<o. 


Daraus folgt wie dort die komponentenweise gleichmäßige Konvergenz von 


vne)=n+ > (vr+1(2) _ vx(2)) : 
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83 Allgemeine lineare Theorie 


1 Lineare Systeme 


1.1 Die Struktur des Lösungsraums 


Lp bezeichne die Gesamtheit der maximalen Lösungen des linearen Systems 
y'=Al@)y+bi(e), 


bei dem die Koeffizienten a;;(x) der nx n-Matrix A(x) und die Komponenten 
b2(x) von b(x) in einem Intervall I stetig seien. Nach 8 2: 6.7 sind die maximalen 
Lösungen auf ganz I definiert. (I braucht nicht offen zu sein.) 


Satz. (a) Die Lösungsmenge Lo des homogenen Systems 
y'=A(g)y 


ist ein n-dimensionaler Teilraum von C!(I,R"). Jede Basis von Lo wird ein 
Fundamentalsystem genannt. Lösungen u1,...,Un von y’ = A(x)y bilden 
genau dann ein Fundamentalsystem, d.h. sind als Vektorfunktionen linear un- 
abhängig, wenn für ein beliebiges € € I die Vektoren uı(£),...,un(£) des R” 
linear unabhängig sind. 


(b) Die Lösungsmenge Ly des inhomogenen Systems 
y’=A(2)y+b(e) 


ist ein affıner Teilraum von C!(I,R”): Ist v eine spezielle (partikuläre) Lösung 
des inhomogenen Systems, so gilt 


Lp =v+Lo:={v+ulue£ot. 


BEwEIS. 
(a) Die Abbildung T:£Lo > R”, ur u(£) ist linear und nach dem Existenz- 
und Eindeutigkeitssatz bijektiv. Daher werden durch T und T”! jeweils Basen 
auf Basen abgebildet. 

(b) Die Abbildung L: CH(I,R") > C(I,R"), y+> y’— Ay ist linear. Daher 
folgt die Behauptung aus der Theorie linearer Gleichungen, wenn noch berück- 
sichtigt wird, dass die Gleichung Ly = b nach 82:6.7(a) eine auf ganz I 
definierte Lösung hat. 














1.2 Fundamentalmatrizen und Lösungsdarstellung für die homogene 
Gleichung 


(a) Für jedes Fundamentalsystem (uı,...,un) nennen wir die Matrix U(x) 
mit den Spalten uı(z),...,Uun(x) die zugehörige Fundamentalmatrix. 


(b) Die Matrix Y(x,&) mit den Spalten p(x,&,eı),... , P(x,&,en) nennen wir 
die kanonische Fundamentalmatrix an der Stelle & € I. 
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(c) Die Lösung des AWP 

y =Ala)y, yd=n 
ist gegeben durch 

ya) = Yen 


(d) Jede andere Fundamentalmatrix ist von der Form U(x) =Y(x,£)C, wobei 
C=U(E) invertierbar ist. Also gilt für die Lösung y des AWP (c) 


y(z) = U(e)U(E) 'n. 
BEWEIS. 


(c) ergibt sich aus Y(z,&)n = m pl(z,&,e1)+ ... + 1m p(x,&, Een). 


(d) U(x) habe die Spalten uı(x),...,un(x). Nach 1.1 (a) ist U(£) invertierbar. 
Sei U(£)"'e; =a= (aı,...,an). Dann ist die k-te Spalte von U(z)U(E)"!, 


U(z)U(E) "er =aıuıl®)+... +anUn(k), 


eine Lösung des homogenen Systems. Diese nimmt für x = & den Wert e; an. 
Somit ist U(z)U(E) Tex = p(z,&,er). 














1.3 Wronski-Determinante und Fundamentalsysteme 


(a) Für Lösungen yı,...,y„, von y = A(xz)y heißt 
W (2) := det(yı(®).---,yn(®)) 


die Wronski-Determinante. 
(b) Die Wronski-Determinante genügt der DG W’(xz) = (Spur A(z))W (x). 
Nach Band 1, 813:1.2 gilt daher 


z 


W(«) = ) exp (S (au(t)+... + Ann(t)) dt) für zsgEER. 


m 


(©) Yıs---;Y„ bilden genau dann ein Fundamentalsystem, wenn W(£) #0 für 
wenigstens ein &€ I. Nach (b) ist das äquivalent mit W(x) #0 für alle ze I. 


BEWEIS. 
(b) Es gilt 


= Y Wie) 
k=1 


wobei W;. (x) aus W (x) durch Differentiation der k-ten Zeile entsteht. Fürn = 2 
folgt das mit der Produktregel. Der Schluss von n auf n + 1 geschieht durch 
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Entwicklung nach der ersten Zeile Al. Bezeichnen wir die i-te Komponente 
von y„(x) mit yır(x), so folgt aus der DG (wir lassen die Argumente fort) 


aııyıı + --.- + A1nYnı --. A1lYınTt ... + AinYnn 
yaı sun Yan 
Wı = i . 
Uni ... Unn 
Wir multiplizieren für k = 2,...,n die k-te Zeile mit aı, und subtrahieren sie 


von der ersten. Da Wı sich hierbei nicht ändert, erhalten wir 


a1ııyıı -...  A11Y1n 
y2ı .. Yan 
Wı = 5 . = auW. 
Uni ... Unn 


Die Beziehung Wr = akkW ergibt sich ganz analog. 
(c) folgt aus 1.1 (a) oder aus (b). 














1.4 Die inhomogene Gleichung y’ = A(z)y + b(z) 


Für die vollständige Lösung dieses Systems stehen nach 1.1 zwei Aufgaben an: 
Bestimmung des Lösungsraums Lo des homogenen Systems und einer speziellen 
Lösung v des inhomogenen. Für beide reicht es, eine Fundamentalmatrix U (x) 
zu kennen. Nach 1.2(d) hat jede Lösung des homogenen Systems die Form 
u(x) = U(x)c. Für v machen wir den Ansatz 


v(2) = Ula)e@) 


mit einer C!-Funktion ce: I— R" (Variation der Konstanten, vgl. Bd.1, 
$13:1.3). Eine leichte Rechnung zeigt: Genau dann liefert dieser Ansatz eine 
Lösung, wenn U(x)c’(z) = b(x). Daher ist durch die Formel 


v(x) := U(2) UL) "ı) dt 
3 


eine Lösung des inhomogenen Systems mit v(£) =0 gegeben. Da diese eindeu- 
tig bestimmt ist, hat die rechte Seite dieser Formel für jede Fundamentalma- 
trix denselben Wert. Insbesondere gilt für die kanonische Fundamentalmatrix 
Y(x,£) von 1.2 (b) 


v(x) = Y(z,E) vie t)dt = [Y@oya,o nt) dt 
g 


& 


Zusammen mit 1.2 (c) erhalten wir den 
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Satz. Die Lösung u des AWP 
y = Ala)y+b@), yO=n 


ist gegeben durch 
u(2) = Ula)(UMEm + | U!) Ei) ar) 
€ 


mit einer beliebigen Fundamentalmatrix U(x), insbesondere mit der kanoni- 
schen Fundamentalmatrixz Y (x, £). 


1.5 Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten, die Matrix e‘* 


Hat die nx n-Matrix A konstante Koefhizienten, so ist das zugehörige homogene 
System autonom. Wie in 82:6.3 vereinbart, bezeichnen wir die unabhängige 
Variable mit t statt x. Es genügt, das AWP 

y=Ay, y0)=-n 
zu lösen. Die Lösung t > pf(t,n) existiert nach 1.1 für alle Zeiten t. Das 
Iterationsverfahren $2:5.1 von Picard-Lindelöf liefert für die Iterierten 


DD yk 
un(t) = % TArn. 
k=0 


Aus dem Beweis 8$2:5.1 ergibt sich ||p(t,n) — un(t)|| — 0 gleichmäßig auf 
jedem kompakten Intervall I = |-6, 6]. Dies folgt, wie ein kurzer Blick zeigt, 
wenn wir im dortigen Beweisteil (c) L := ||A||, und R := max{||uı (x) — n|| | 
x € I} setzen. Wählen wir n = e;, so erhalten wir als Lösung die i-te Spalte 
(t,e;) der kanonischen Fundamentalmatrix an der Stelle 0. Damit haben wir 


oo k n k 


plt,ei) = %, EA; = lim % Are. 


Somit gilt der 
SATZ. (a) Auf jedem kompakten Intervall konvergiert die Reihe 


gleichmäßig und liefert die kanonische Fundamentalmatrix Y (t,0). (Konvergenz 
wahlweise zu verstehen als Konvergenz der Spalten oder der Koeffizienten.) 


(b) Das AWP y=Ay, y(&)=n hat die für alle t definierte Lösung 
yi) = et ®An. 
(c) Es gilt das Exponentialgesetz 


era für steR, e’*= E = Einheitsmatrix. 
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Aus (c) ergibt sich (ey =e#, 


BEWEIS von (b) und (c). 


(b) Genau dann liefert y eine Lösung des genannten AWP, wenn u(t) = y(t+£) 
das AWP ü=Au, u(0)=n löst, d.h. wenn uft) =e'*n. 


(c) Sei u(t) = e'*n. Wir halten t,n fest und setzen 
v(s):=ettNin=u(ls+t), w(s) = e*e!n=e“uft). 

Sowohl v als auch w lösen das AWP y= Ay, y(0) = iA n], stimmen also nach 

dem Eindeutigkeitssatz überein: 


sA tA 


etAn = v(s) = w(s) = een für alle seR. 


Da dies für allet ER, ne R” gilt, folgt e(*+NA = eAetA für s,te R. Durch 
Vertauschen der Rollen von s und t ergibt sich der Rest. 














1.6 Beispiele und Aufgaben 


(a) Die Matrix A= (= 1) ist nicht diagonalähnlich [BA]. Durch Induktion 
erhalten wir 


Ar AR kart ie a a &() N 
AD, 2, ee 01, 
(b) Bestimmen Sie e'* für A = ( a : 


-1.0 
(c) Wir erinnern an die Aufgabe 8 2:5.2 (f). 


(d) Zeigen Sie e!*? = efe? für vertauschbare Matrizen A,B (AB = BA). 
Gehen Sie dabei wie im Nachweis von 1.5 (c) vor. 


2 Zur algebraischen Bestimmung von e?* 


2.1 Homogene Systeme mit komplexen Koeffizienten 


Die Reihendarstellung der Lösungen in 1.5 läßt sich ohne Probleme auf komplexe 
Matrizen A übertragen: 


(a) Für jeden x n-Matrix A mit komplexen Koeffizienten besitzt das Anfangs- 
wertproblem y=Ay, y(0))=n für alle nm € Ü” eine eindeutig bestimmte 
Lösung 2:R— U". Diese ist gegeben durch 
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wobei die Reihe 


tA ti or 

e = va A 
k=0 

auf jedem kompakten Teilintervall von R. gleichmäßig konvergiert. 


(b) Es gilt das Exponentialgesetz 
eltBA edel fürssteR, et=E. 
(c) Für jedes AEC gilt 


et = rt EA) fürteR. 


BEWEIS. 

(a) Eine Durchsicht des Existenzbeweises ($2:5.1) und des Eindeutigkeitsbe- 
weises ($2:4.3) zeigt die Übertragbarkeit auf den komplexen Fall [A]. 

(b) verläuft wörtlich wie der Beweis von 1.5 (c). 


(ec) uft) = et{ATA#) n löst das AWP ü(t) = (A- AE)u(t), u(0) = n. Ferner 
gilt für v(t) = e* ut) 





v(t) = Av(t) te (A-AEB)uft) = Avft), v()=n 











und somit v(t) = e'* n nach dem Eindeutigkeitssatz. 





2.2 Einsetzen von Operatoren in Polynome 


(a) Im folgenden seien V ein Vektorraum über K=R oder C und Z£(V) der 
Vektorraum der linearen Operatoren T:V—V.Für Te Z£(V) setzen wir 


T’:=1, T?:=ToT und rekursiv T"*!:=ToT”. 
Ein einfacher Induktionsbeweis zeigt 
T"” - T"T” = T"”T" für nme No = {0,1,2,...}. 
(b) Für plz) =ao+aır +... +qn2” mit ao,...,Adn € K definieren wir 


EN En PP +HAT+..4. 





Dann gilt für Polynome p,q 
(p+a)(T) = p(T)+a(lT) = alT)+o(T), 


Pa)(T) = p(T)a(T) = a(T)p(T). 
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2.3 Das Minimalpolynom 


Im folgenden seien V ein Vektorraum der endlichen Dimension n > 2 über K 
und TE .Z£(V) ein linearer Operator. 

Satz. (a) Es existieren annullierende Polynome für T, d.h. nichtkonstante 
Polynome p mit Koeffizienten aus K und mit p(T) =. 


(b) Es gibt ein eindeutig bestimmtes annullierendes Polynom von kleinstem po- 
sitiven Grad und höchstem Koeffizienten 1. Dieses Minimalpolynom bezeich- 
nen wir mit MT. 


(c) Das Minimalpolynom teilt jedes annullierende Polynom. 











BEWEIS. 
(b) Der Vektorraum .Z(V) hat die Dimension n? über IK. Wegen TP=1y #0 
gibt es eine kleinste natürliche Zahl m, so dass T°,..., T”"! linear unabhängig 
sind. 7”” ist dann eine Linearkombination von T°,..., T'""!; wir schreiben 
T” = -»T-... - m-ıT"" 
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten ao,...,@m-ı. Das Minimalpolynom ist 
daher 
mr(z) = @w+aX +... +am-ı2" "+2" 


(c) Seip ein T annullierendes Polynom. Division mit Rest liefert Polynome q,r 
mit 

p=mrq+r, Grad(r) < Grad (mr). 
Mit 2.2 folgt p(T) = mr(T)q(T) + r(T), also r(T) = 0. Wegen der Minima- 
litätseigenschaft von mr muss r konstant sein, also ist r das Nullpolynom wegen 
r(T)=0. 














BEISPIELE. (i) Für den Nulloperator O gilt mo(z) = x; 
für die Identität 1 = 1v gilt mı(2)=x -1. 


(i) Hat T die Matrix A= (3 u) ‚so ist mr(x) =? [GA]. 


SATZ. Ist T diagonalisierbar und o(T) = {Aı,...,Ar} die Menge der paar- 
weise verschiedenen Eigenwerte von T, so ist mr(z) = (2 — Aı) :-- (© — Ar). 


BEWwEIS. 
Da es eine Basis für V aus Eigenvektoren von T' gibt, ist 
p(z) = (8 A) (Ar) 
= (a1) 9 (@ Ar-ı)(® = Aryı) © Ar)(@ — Ar) 
ein annullierendes Polynom: Für jeden Eigenvektor v zum Eigenwert Ar ist 


p(T)v = (T-Xı):-- (T-A)T-Ar)v = 0. 
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Also wird p von mr geteilt. Lassen wir in p einen Linearfaktor weg, z.B. den 
ersten, so ist das Restpolynom nicht mehr annullierend: 


Es sei z.B. q(x) = (x — Aa): (E—- Ar) und v ein Eigenvektor zum Eigenwert 
Aı. Dann ist 
a(T)v = (T- Aal) --- (T-Aıl+ (Aı - Ar)1)v 


= (T- Aal) --- (T-Ar-ıl)(Aı — Ar)v 
(Ar Aa) (AL -Ar)v #0. 














2.4 Direkte Summen und direkte Zerlegung eines linearen Operators 


(a) Ein Vektorraum V über K heißt direkte Summe der Teilräume Vi,...,Vr, 
V=V®8--®Vr, 
wenn jeder Vektor v € V eine eindeutige Darstellung 


v=Vvıt... + tr 
mit 

vı € Vi,...,Ur € Vr 
besitzt. 


(b) Ist Te £(V) ein linearer Operator, V=Vı® --- ® Vr, und sind alle 
direkten Summanden V; T-invariant, T(V;) C Vkr ‚so sind die Einschränkungen 
T, von T auf V. lineare Operatoren T; : Vk — Vr. 


T wird so in kleinere Bausteine T1,...,7, zerlegt. 
BEISPIEL: Drehungen im R°. Ist Vi = Span {u} die Drehachse und V2 der zu 


u orthogonale Teilraum, so gilt V = Vı ® V>, und 71 ist die Identität auf Vi, 
während 73 eine ebene Drehung ist. 


2.5 Der Zerlegungssatz 
(a) Ist p ein annullierendes Polynom für TE £(V) und 
p=p'Ppr (r22) 


eine Zerlegung in nichtkonstante, paarweise zueinander teilerfremde Polynome 
Pr, so gibt es eine korrespondierende Darstellung 


V = Kernpı(T) ® --- © Kernp.(T) 


in T-invariante Teilräume Vr = Kernpx(T). 

(b) Ist insbesondere p das Minimalpolynom von T, so sind alle V, echte Teil- 
räume: Vk # {0}, Vk # V. Die Einschränkung T; von T auf Vr hat dann das 
Minimalpolynom pr. 


2 Zur algebraischen Bestimmung von e'* 63 


BEWEIS. 
(i) Es gilt p= pıq, wobei pı und q=pa :-: pr teilerfremd sind. Nach Bd.1, 
83:7.9 gibt es also Polynome r und s mit 1=qr-+pıs, somit folgt nach 2.2 


9) 1v = alP)r(T)+Ppu(T)s(T) = r(T)a(T) + s(T)pı(T): 
Jeder Vektor v € V besitzt also eine Zerlegung 
v = g(T)r(T)v+pı(T)s(T)v = vı + va 


mit pı(T)vı = (pig)(T)(r(T)v) = p(T)(r(T)v) = 0, q(T) v2 = p(T)(s(T)v) = 0, 
d.h. es gilt vı € Vi := Kernpı(T) und v2 € W := Kerng(T). 

(i) vı und va sind durch v eindeutig bestimmt: 

Aussv =u +Uu2 = vı + va mit u1,vı € Vı und u2,v2 € W folgt vı - u = 
u2 — va € W, also un - ur €VıNW. Aus (x) folgt 


vı - u = r(T)g(T) (vi - u) + s(T)pı(T) (vı - wu) = 0, 


also vı = uı und damit auch va = un. 

(ii) Vı und W sind T-invariant. 

Aus g(T)v = 0 folgt z.B. q(T)Tv = Tq(T)v = TO = 0, entsprechend ergibt 
sich: p (T)v=0 — p(T)Tv=Tp(T)v=0. 

(iv) Ist p das Minimalpolynom, so gilt W # V, also Vı # {0}, denn sonst 
wäre q ein annullierendes Polynom für 7, im Widerpruch zur Definition des 
Minimalpolynoms. Entsprechend folgt Vı #ZV. 


Für die Einschränkungen 71 von T auf Vı, $ von T auf W sind pı bzw. q 
annullierende Polynome. Wäre pı nicht das Minimalpolynom von 7}, so gäbe 
es ein Polynom mı, das Tı annulliert und ein echter Teiler von pı ist (2.3 (c)). 
Dann wäre aber schon mı q ein annullierendes Polynom von 7. Entsprechend 
folgt g= ms. 


(v) Für die Einschränkung $ von T auf W ist q ein annullierendes Polynom. 
Im Fallr >3ist qg= 92 (g3 ... Qr), und wir verfahren wieder wie oben. Nach 
endlich vielen Schritten sind wir am Ziel. 














2.6 Eigenwerte und Nullstellen des Minimalpolynoms 


(a) Das Minimalpolynom mr und das charakteristische Polynom pr besitzen 
dieselbe Nullstellenmenge in K. 


(b) Satz von Cayley-Hamilton. Das Minimalpolynom teilt das charakte- 
ristische Polynom. Insbesondere ist die geometrische Vielfachheit eines Eigen- 
werts höchstens gleich der algebraischen. 


(ec) T ist genau dann diagonalisierbar, wenn das Minimalpolynom die Gestalt 
mr(x) = (@—Aı) :-: (E-Ar) hat mit paarweise verschiedenen Aı,...,Ar EK. 
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BEWEIS. 
(a) Ist A eine k-fache Nullstelle von mr, so gilt 


mr(z) = (z- A)" q(a) mit q) #0. 
Das ist eine Zerlegung in teilerfremde Faktoren. Nach 2.5 (b) folgt 
V = Kern (T- A1)" ®Kerng(T), 


wobei (2 — A)® das Minimalpolynom der Einschränkung Tı von T auf den inva- 
rianten Teilraum Vı = Kern (T — A1)* ist. Wegen (T —- Alyv,)"! #0 gibt es 
ein vı € Vı mit 


v:= (T-Al) tv £0 und To-A\v= (T-A)vı = 0, 





d.h. v ist Eigenvektor zum Eigenwert A. 


(c) Die Richtung „—> “ wurde in 2.3 (iii) gezeigt. Die Richtung „=“ ergibt 
sich wie folgt: Aus 


mr(z) = (© Aı) -: (@- Ar) folgt mit 2.5 
V = Kem(T-Aıl)® :--- BKem(T- rl), 
d.h. jeder Vektor v € V ist Linearkombination von Eigenvektoren. 
Sei umgekehrt Tuv=Xv mit v £ 0. Division mit Rest ergibt 
mr(z) = (e—-A)g(z)+r mit geeignetem reK, also 
0= mr(T)v=g(T)(T-M)w)+tru=rv, 
somit r=0. 
(b) Sei A eine beliebige n x n-Matrix. Wir gehen ins Komplexe und betrachten 
y > Ay als Operator T des ©”. Hier zerfällt das Minimalpolynom in Line- 


arfaktoren: mr(z) = (x — Ar)" --- (x — Ar)*" mit paarweise verschiedenen 
Aly...,Ar € ©. Sei 


0" =N®---®V, mit V;=Kerm(T - A;1)® 


die nach 2.5 existierende zugehörige direkte Zerlegung. Wir betrachten einen 
Summanden V;, schreiben zur Abkürzung A = X, k=kj, V = Kern (A-AE)*. 
Aus (a) folgt, dass die algebraische Vielfachheit von A gleich der Dimension von 
V ist. Wir zeigen k < dimV, indem wir k linear unabhängige Vektoren in V 
angeben, nämlich wie oben einen Vektor vn eV mit w:= (T — Al)Fto, #0 
und 
= (T-Mu,...,% = (T- Mu = (T-A) "u. 
k 
Aus dem Verschwinden einer Linearkombination v= ), ajvj ergibt sich dann 
j-1 
0 = (T- A)"Tv = aıw, 0 = (T-A1)"?v = ow usw., also aı = 0, 
a2=(, eaee ‚xr=0. 
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2.7 Zerlegung von e** 


Wir fassen wie oben y ++ Ay als Operator T des ©” auf und betrachten einen 
zur Zerlegung mr(x) = (x — Aı)"q(x) mit q(A) # 0 gehörenden direkten 
Summanden V = Kern (A - AE)*. Dann gilt: 


(a) V ist invariant unter e'* für TER. 


(b) Für ne V ist die Lösung des AWP y= Ay, y(0)=n gegeben durch 


k-1 
yet) = en — eXt (e+na- AE)+...+ ET A- 12). 
Denn in der nach 2.1 bestehenden Reihenentwicklung 
An A) (A- AH)" n 
m=0 " 


gilt 

(A-AE)"n=(A-AE)”" *(A-AE)'n=0 für m>k, 
also bleibt nur die angegebene endliche Summe. Für ne V = Kern (A - AE)* 
folgt (A-AE)"neV für O<m<k wegen 

(A- AE)*(A- AE)”"n = (A-AE)"(A-AE)"n = 0. 


2.8 Zur algebraischen Lösung des allgemeinen Anfangswertproblems 


(a) Das Minimalpolynom erhalten wir auf folgende Weise: Ist für einen Eigen- 
wert A € © die Dimension des Eigenraums (in C”) kleiner als die algebraische 
Vielfachheit v, so tritt nach dem Satz von Cayley-Hamilton x — A im Minimal- 
polynom mindestens in der zweiten, und nach 2.6 (b) höchstens in der v-ten 
Potenz auf. Für das Minimalpolynom bleiben so endlich viele Möglichkeiten; 
die richtige können wir durch Probieren finden. 


(b) Das Minimalpolynom sei mr(x) = (2 — Aı)"t --- (2 — Ar)". Wir setzen 
q;(&) := mr (x)(2—X;) "5 . Dann gibt es Polynome sı,...,sr mit Grads; < kj 
und 1 = qısı+ ... + Q$r. Das ergibt sich aus Bd.1. 83:7.9 durch Induktion 
bzw. durch Partialbruchzerlegung 


LEENBEGEE: ES BIRSERR > 


mr) (= Aı)kı Arne 
Es folgt 
1= q(T)sı(T)+... +@(T)s(T), 
also für ve C" 
v=qalMNs(T)v+... +r(T)sr(T)v = viı+t... + vr. 


Offenbar gilt (T — A,;)"iv; = 0. Also haben wir hiermit eine und damit die 
einzige Zerlegung im Sinne des Zerlegungssatzes gefunden. 
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Setzen wir P; := q(T)s;(T) (j=1,...,r), so erhalten wir die Lösung des 
AWP y=Ay, y(0)=n wie folgt: 
Mit der Zerlegung n=Pın+t...+Pn=n,+...+n, erhalten wir 
ye) = yYı!) +... +yr@); 
wobei sich y,(t) = Se n, wie in 2.7 ergibt. 
Für ne R” folgt y(t) € R” aus dem Eindeutigkeitssatz. 





2.9 Aufgabe (Jordansche Normalform einer 2 x 2-Matrix) 

Es sei A eine reelle, über © nicht diagonalähnliche 2 x 2-Matrix. Zeigen Sie: 
(a) A hat genau einen reellen Eigenwert A. 

(b) Der lineare Operator x > Ax des R? hat das Minimalpolynom (x — A)”. 


(c) Es gibt eine Basis B= (vı,v2) des R? mit 
ı 1 
Ms(T) = & 
a ( x) 

(d) Stellen Sie e'* in der Form 2.7 dar: e* mal Polynom in A. Zeigen Sie mit 
Hilfe von (b), dass y(t) = e'!n das AWP y = Ay tatsächlich löst. 
BEMERKUNG. Hat der Operator 7' des C” das charakteristische Polynom 

pr(2) = (a <A)" 3 (a Ar)", 


so läßt sich die Existenz einer Basis B des ©” zeigen, für welche gilt 


Meg(T) = Eu mit Js = 


0 


Die Untermatrizen J; enthalten in der Diagonalen den Eigenwert A;, in der 
oberen Nebendiagonalen entweder Nullen oder Einsen und sonst nur Nullen 
(Jordansche Normalform). Näheres zur Jordanschen Normalform finden Sie 
in FISCHER [145] 5.4. 


Bunde 
0 X 


m,xm; 


2.10 Folgerung für das Abklingen der Lösungen 
Genau dann gilt lim e'!n = 0 für jedes n € R", wenn alle (komplexen) 
t—00 


Eigenwerte von A negativen Realteil haben. 


Das folgt direkt aus 2.8 und 2.7 wegen le** | =. eek, 


Dieses Ergebnis dient als Grundlage für die Theorie der asymptotischen Stabi- 
lität autonomer Systeme. Hierfür ist folgender Sachverhalt wesentlich: 

Gilt ReA< p für alle (komplexen) Eigenwerte X der reellen n x n-Matrix 
A, so gibt es eine Konstante c > 1 mit 


tA 


le''nl| < ce*]|n]| für alle JeR” und t>0. 
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3 Die lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung 


3.1 Umwandlung in ein System 
Gegeben sei eine lineare DG n-ter Ordnung für ve C"(T) 
Lu := )% au) = f 
k=0 
mit gegebenen stetigen Funktionen ao,...,Qn-ı, f auf einem Intervall I und 
da—.1; 


Um über die Lösungsgesamtheit £; der Gleichung Lu = f eine Übersicht zu ge- 
winnen, verwenden wir die Korrepondenz mit dem Lösungraum £p des gemäß 
82:1.3 zugeordneten linearen Systems y’ = A(z)y + b(x), ausgeschrieben 


u = Yy2 
OR 
UYUn-ı = Un 
m = aYyı -MY-— ... -An-ı1Yn + f- 





Zwischen den Lösungsräumen Ly und Ly mit b= fen besteht eine bijektive 
Zuordnung J: Ly — Lp, gegeben durch 


u yı 
uw 1 ya 
Ju := : mit J "y=yı für y= . € Lp: 
(n-1) j 
u Yn 


Im homogenen Fall f = 0 sind die Lösungsräume jeweils Vektorräume, und die 
Abbildung J ist eine bijektive, lineare Abbildung von KernL auf den Lösungs- 
raum von y' = A(x)y. Dieser läßt sich durch y — y(&) (€ € I) wiederum 
bijektiv auf den R” abbilden (1.1(a)). Daraus ergibt sich die folgende 


3.2 Lösungstheorie 


(a) Das Anfangswertproblem 


Lu = F u(£) = N, --+5 urdee) = M-1 


besitzt für gegebene Anfangsdaten & € I, no,...,Im-ı ER eine eindeutig be- 
stimmte Lösung u e C*(T). 


(b) Der Lösungsraum Lo = KernL der homogenen Gleichung Lu = 0 ist ein 
n-dimensionaler Teilraum von C”(T). 
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(c) Genau dann bilden die Funktionen uı,...,un ein Fundamentalsystem 
für Lu = 0, d.h. eine Basis für Lo, wenn die Vektoren Juı,..., Jun (siehe 3.1) 
ein Fundamentalsystem für (S) bilden, d.h. wenn ihre Wronski-Determinante 


u(z) Un (x) 
W(e) = 
Du el) 


wenigstens an einer Stelle von Null verschieden ist. 


(d) Für beliebige Lösungen u1,...,un der homogenen DG Lu=0 gilt 
We) = Wie)exp (- Fan-ılt)dt), ugl. 13. 
3 


(e) Kennen wir ein Fundamentalsystem für Lu = 0, so lassen sich die Lösun- 
gen der inhomogenen DG Lu = f mit Hilfe der Variation der Konstanten (1.4) 
explizit darstellen. 


3.3 Die homogene DG n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 


Sind die Koeffizienten ao,...,4dn-ı des Differentialoperators L konstant, so 
können wir uns ein Fundamentalsystem mit Hilfe des Exponentialansatzes 
u(t) = e** verschaffen. Dieser liefert genau dann eine (ggf. komplexwertige) 
Lösung, wenn X die charakteristische Gleichung 


pA) = w+aA+...+mA” =0 mit m =1 
erfüllt. Hat das Polynom p lauter einfache Nullstellen Aı,...,An € C, so liefern 
zı(lt) = et, ..., z(t) = er! ein komplexwertiges Fundamentalsystem. Das 
ergibt sich aus folgenden 
Satz. (a) Zu jeder Nullstelle A der Ordnung k von p liefern 
wer, 


über C linear unabhängige Lösungen von Lu = 0. Ist X reell, so sind wı,..., Wk 
natürlich auch linear unabhängig über R. 


(b) Ist A nicht reell, so sind wı,..., Wk, Wı,...,Wr linear unabhängig über C, 
und 


u = Rewı,...,u = Rewe, vı = Imwiı,..., % = Imwx 
sind linear unabhängig über R. 


(c) Alle genannten reellwertigen Lösungen zusammen bilden ein reelles Funda- 
mentalsystem für Lu = 0. 
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BEWEIS. 


(a) Die Gesamtheit Lo = KernZ aller komplexen Lösungen von Lu = 0 ist 
ein n-dimensionaler Vektorraum über © ([üA] mit 3.2(b)). Für u € Lo gilt 
offenbar u € C"*!(R) und Lu’ = 0, also ist durch u> Du = u’ ein linearer 
Operator D: Lo — Lo gegeben. Statt Lu = 0 können wir auch p(D)u = 0 
schreiben. Somit ist p ein annullierendes Polynom für D. Wir zeigen, dass p das 
Minimalpolynom von D ist. Denn für ein Polynom q vom Grad m<n ist der 
Lösungsraum von q(D)u = 0 nur m-dimensional. Sei 


pl) = (= A)" (a An)” 
mit Aı,...,Ar € ©. Dann folgt nach dem Zerlegungssatz 2.5 (b) 
Lo = Kem(D-Aı1)" 8 --- @Kem(D- Al)". 


Es genügt also, die DG (D - Al)"u = 0 zu betrachten. Für k = 1 sind alle 
Lösungen von der Form u(t) = uo e”*. Wir nehmen als Induktionsvoraussetzung 
an, jede Lösung von (D- A1)*v = 0 sei von der Form 


At 





v(t) = (w+at+... +-ıt""")e 


Dann bedeutet (D- A1)"*!u = 0, dass v := u’ — Au von der Form 








u (t) Au(t) = (co ct-+... +1" *) ei 


ist. Wie im Reellen ergibt sich u durch Variation der Konstanten [üA]: 





t 
„At —As 2 RE Ck-1 ,k 
u(t) = e Sec ds) = e (w+ot+...+ Pr ): 
Dieser Induktionsschritt zeigt, dass die in (a) genannten wı,...,wr ein Erzeu- 


gendensystem des k-dimensionalen Lösungsraums von (D — A1)* u = Obilden, 
also linear unabhängig sind. 


(b) ergibt sich daraus, dass mit wr auch Rewr und Im wr die homogene Glei- 
chung Lu = 0 erfüllen, dass ferner 


Span fur, ..,urs0n,... 0b = Span {wı,... 08, @ı,..., m} 


über © gilt, und dass dieser Aufspann 2k-dimensional ist üAl. 











(c) ist, wie im Beweisteil (a) zu sehen war, eine Folge des Zerlegungssatzes. 
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84 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


1 Problemstellung 


(a) Gewöhnliche lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung treten typi- 
scherweise bei Separationsansätzen für die Lösung von partiellen linearen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung auf, z.B. der Wellengleichung, der Wärme- 
leitungsgleichung und der Schrödinger-Gleichung. 

Wir skizzieren dies am Beispiel der Gleichung für die stationäre Temperaturver- 
teilung in der Einheitskreisscheibe, ohne auf rechnerische und beweistechnische 


Details einzugehen. In Polarkoordinaten (r,p) ergibt sich folgende partielle DG 
für die Temperatur U(r, op) (vgl. 86:5.1, 5.2) 


U LU 1 ®U 


D pe _ — oo 1 2m). 
(D) Eye: ur v2 8 0  <r<1,0<p<2r) 


Von Interesse sind nur 27-periodische, für r — 0 stetige Lösungen. Die Sepa- 
rationsmethode besteht darin, zunächst alle Lösungen in Produktgestalt 


U(r,p) = u(r) v(p) 


zu bestimmen und dann zu zeigen, dass sich jede beliebige Lösung von (D) aus 
solchen Produktlösungen durch eine Reihe aufbauen lässt. Für nicht verschwin- 
dende Produktlösungen ergibt sich aus (D) 


ru") trufr) _ 0”) 
ur) 2%) 





bis auf Nullstellen der Nenner. Beide Seiten der Gleichung müssen offenbar 
konstant sein, d.h. es muss 


ru (r) +ru(r) -Aufr) = 0, v”(p)+Av(p) = 0 





mit einer Konstanten A gelten. Damit haben wir die partielle Differentialglei- 
chung (D) in zwei gewöhnliche lineare Differentialgleichungen „separiert“. 


Wegen der notwendigen 2rr-Periodizität von v(p) hat die DG für v genau dann 
nichttriviale Lösungen, wenn A\= n? mit ne No = 10,1,2,...}. Die DG für u 
hat, wie sich in 2.4 ergibt, für A = n? die allgemeine Lösung 


a+Pßlogr fürn=0, 
u(r) = 


ar" +ßr" fürn=1,2,.... 


Dauin r =0 stetig sein muss, ist 8 = 0 zu wählen. Somit haben die gesuchten 
Produktlösungen von (D) die Gestalt 


U(r,p) = r” (an cosnp + bn sinnp) mit Konstanten an,dn (n=0,1,...). 
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(b) Wichtige Beispiele von solchen bei Separationsansätzen auftretenden Dif- 
ferentialgleichungen sind: 
(1-2°)u” (2) -2x2u(x)+Au(z) = 0 in ]-1,1[ (Legendresche DG), 


v 


u (x)+ u + (A _ T)u@) =0 in Rso (Besselsche DG), 
eo x 
u (2) -2zu(z)+Aule)=0 nR (Hermitesche DG). 


(c) Wir betrachten im Folgenden Differentialgleichungen der Form 
(*) au +aU +wu+iu=0in F; 


wobei / ein offenes Intervall ist und ao, aı,a2 gegebene stetige Funktionen auf 
I mit aa > O sind. Nach Untersuchung einiger Eigenschaften von Fundamen- 
talsystemen in Abschnitt 2 behandeln wir in Abschnitt 3 Reihenentwicklungen 
für die Lösungen. 

Die zentrale Frage ist das Eigenwertproblem: Gesucht sind alle Zahlen A, für 
die es nichttriviale Lösungen u von (x) mit zusätzlichen Eigenschaften gibt, z.B. 
beschränkte Lösungen oder Lösungen mit beschränktem Integral. Die Bestim- 
mung der stationären Zustände des quantenmechanischen harmonischen Oszil- 
lators lässt sich beispielsweise auf die Frage nach Lösungen u # 0 der Hermite- 
schen DG zurückführen, für die er ?u(x) quadratintegrierbar ist. 


2 Sturm-Liouville-Form und Fundamentalsysteme 

2.1 Sturm-Liouville-Form und Lagrange-Identität 

(a) Satz. Jede DG der Gestalt (x) lässt sich in die Sturm-Liouville-Form 
— (pu’) + qu = Aou 


bringen, wobei p,q, o bis auf einen gemeinsamen, von Null verschiedenen Vor- 
faktor eindeutig bestimmt sind. Nach Vorgabe von zo € I ergibt sich durch 


Koeffizientenvergleich 


ee) e= ı=-. 


20 





Diese DG können wir als Eigenwertproblem o !Lu = Xu mit 
Lu := - (pu‘)’ + qu 


auffassen. Solange wir A als einen gegebenen Parameter betrachten, ersetzen wir 
q durch q — Ag und schreiben die DG in der Form Zu = 0. 


Die drei Differentialgleichungen in 1(b) lauten in der Sturm-Liouville-Form 
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(c) Für beliebige Funktionen uı,u2 € C?(T) gilt die Lagrange-Identität 
(Bezeichnungen wie in 2.1 (a)) 


u2Luı = uı Lua = (pW), 


wobei 


u Uu2 


W= 


ı ı 
= Ua — UU2 








1 (4 
u u 


die Wronski-Determinante von uı und ua ist. 
Für je zwei Lösungen uı,u2 der Gleichung Lu = 0 ist also der Ausdruck 


pW = p(uuz — uju>) 
konstant. 


Denn es gilt 


ı 


(pW) = (u(pu;) — u(pur)) = u(pws)' — ua(pu)' 


= u2(-(pur)' +qu1) — u(-(pu5) +qu2) = ua Lu — u Luna. 





2.2 Fundamentalsysteme 


Der Lösungsraum Lo der homogenen Differentialgleichung Lu = O ist ein zwei- 
dimensionaler Teilraum von C?(T). 

Zwei Lösungen uı,u2 bilden genau dann ein Fundamentalsystem, wenn pW 
eine von Null verschiedene Konstante ist. 


Das folgt aus $3:3.2 zusammen mit dem oben Gesagten. 


2.3 Ergänzung einer Lösung zu einem Fundamentalsystem 

Jede nullstellenfreie Lösung un von Lu= 0 lässt sich durch den Produktansatz 
u2 = puı zu einem Fundamentalsystem u1,u2 ergänzen: ua = puı ist genau 
dann eine von uı linear unabhängige Lösung von Lu = 0, wenn 


4 


dt 
ROErEuFE e 


pu] 
zo 


wobei a,b, xo Konstanten mit zo € I, b#0 sind. 


(Reduktionsverfahren von d’Alembert). 


BEWEIS als [üA]: Zeigen Sie pW = 1. 
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2.4 Aufgaben 
(a) Gegeben sei die Eulersche Differentialgleichung 


2°’uw (x) + zu (x) = n’u(z) für 2>0 (n=0,1,... ein Parameter). 
(i) Berechnen Sie das in Abschnitt 1 angegebene Fundamentalsystem durch 
den Ansatz u(x) = v(log). 
(ii) Ein im Hinblick auf die kommende Theorie systematischerer Weg zur Auf- 
stellung eines Fundamentalsystems uı,u2 besteht darin, zuerst eine Lösung uı 
der Eulerschen DG in Potenzreihenform zu suchen, dann die DG in Sturm- 
Liouville-Form 2.1 zu bringen und das Reduktionsverfahren anzuwenden. Führen 
Sie das durch! 


(b) Zeigen Sie den folgenden Vergleichssatz: Seien u,uo > 0 C?-Funktionen 
auf einem offenen Intervall / mit 





-(pu) +qu20, - (pw) +gouo = 0, g<o, 
uo(E) = ulE), uolE) = u/(E) für ein gET. 
Dann gilt 


ulz) <uo(x) für alle ze I. 


Hinweis: Zeigen Sie mit Hilfe der Lagrange-Identität (u/uo) (x) >20 für 2 <{& 
und (u/uo)’(z) <0 für 2 >E. 


2.5 Einfachheit von Nullstellen 

Ist u #0 eine Lösung der homogenen DG Lu = O0 auf I, so sind alle Null- 
stellen von u einfach und besitzen keinen Häufungspunkt in I, d.h. es gibt keine 
konvergente Teilfolge mit Grenzwert in I. 


BEWEIS. 
(a) Jede Nullstelle zo € I von u ist einfach, weil das Anfangswertproblem 
Lu = 0, u(zo) = u (zo) =0 nur die Lösung u = O0 besitzt. 


(b) Gäbe es eine Folge von Nullstellen xx # zo mit Grenzwert xo € I, so folgte 
die nach (a) unmögliche Beziehung 





=0. 











u(xo) = lim u(zr)=0, w(zo) = lim ver) — ul2o) 
ko k—oo Ik = %o 


2.6 Nullstellenvergleichssatz 


Seien u,v Lösungen der Differentialgleichungen 


(pu) +qu=0, -(pV) +gv=0 in I 





und es gelte g(z) < go(x) für alle x € I. Sind dann « < B aufeinander Folgende 
Nullstellen von v in I, so hat u eine Nullstelle in ]a, ß|. 
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FOLGERUNG. Jede Lösung u # 0 der DG —u” + qu = 0 in ]|r,oo| mit q < -w? 


(w > 0) besitzt dort unendlich viele Nullstellen. 
Das ergibt sich durch Vergleich von u mit der Lösung v(x) = sinwx der DG 


-v" -wv=0. 

BEWEIS. 

Wir setzen W := uv’ - u'v und Lw := —-(pw’)’' + gow. Angenommen, u 
hat in ]a, | keine Nullstellen. Dann können wir 0.B.d.A. u,v > 0 in Ja,ßl| 
annehmen und erhalten u(a),u(ß) > 0, v’(a) > 0, v’(8) <O nach 2.5, woraus 
(pW)(a) = p(uv’ — u'v)(a) > 0 folgt. Die Lagrange-Identität liefert 





(pW) = vLu-ulv = (o-gq)uv >0 in |wßl. 


Hieraus folgt 0 < (pW)(B) = p(uv’ - w'v)(B) = (puv’)(B), was u(ß) > 0, 
v’(8) < 0 widerspricht. 














Mit geringen Modifikationen der eben gemachten Schlüsse ergibt sich: 


2.7 Trennung der Nullstellen 


Bilden ur,u2 ein Fundamentalsystem von Lu = 0, so trennen sich die Null- 
stellen von u1,u2 gegenseitig, d.h. zwischen je zwei aufeinander folgenden Null- 
stellen von uı liegt genau eine von ua und umgekehrt. 


2.8 Aufgabe 


Schätzen Sie den Abstand aufeinander Folgender Nullstellen einer Lösung u # 0 
der DG —u” +(2”?—-1)u = 0 im Intervall ]r,oo[ (r > 1) nach oben und unten 
ab. 





3 Potenzreihenentwicklungen von Lösungen 


3.1 Reihenentwicklungen um innere Punkte 


Wir betrachten die Differentialgleichung (*) in 1(b) mit festem Parameter A 
und bringen diese in die Form 


uw +GwWw+Hu=0 ımn/T, 


wobei jetzt vorausgesetzt wird, dass die Koeffizienten G und H analytische 
Funktionen in / sind. Nach 82:7.3 lässt sich jede Lösung u um jeden beliebigen 
Punkt xo € / in eine Potenzreihe entwickeln. Ihr Konvergenzradius ist minde- 
stens r = dist (x0, 9/), bzw. r = oo für I=R. In vielen Fällen ist es praktisch, 
die Reihe in der Gestalt 


oo 


ul) = 7 | 2 —- 20)" 
k=0 
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anzusetzen. Die a, ergeben sich durch Koeffizientenvergleich, wie wir an zwei 
Beispielen ausführen. 


3.2 Die Legendresche Differentialgleichung 
(1-2°)uU"-2zW +iu=0 auf I=]-11|. 





(a) Wählen wir als Entwicklungspunkt zo = 0, so wissen wir nach 3.1, dass 
jede Lösung u eine für |x| < 1 konvergente Potenzreihenentwicklung besitzt, 
die wir in der Form 


oo 


Ak _k 
u(x) = u 
k=0 


schreiben. Gliedweise Differentiation ergibt 








Sa k—1 = k—2 > £ 
x c Mn 
no) Dorn, we Dre Ya = Dank 
k=1 k=2 t=0 
Setzen wir dies in die DG ein, so erhalten wir 
> (ar+2 k(k 1)ar 2kar + Aax) Er =:(i 


k=0 
Das Verschwinden aller Koeffizienten ergibt die Rekursionsformel 
ar+2 = (k(k+1)-A)ar für k=0,1,2,..., 
insbesondere 
a2 = Aa, as = (2 -A)aı. 
Damit sind aa, aa, ae,... durch ao = u(0) und as, as, a7,... durch aı = w’(0) 


eindeutig bestimmt. Aus 3.1 und der eindeutigen Lösbarkeit des AWP folgt: 


Geben wir ao und aı vor und bestimmen aa2,as,... aus den Rekursionsformeln, 
so konvergiert die Reihe 


>> k 


u(x) = 3 Ak = 


k=0 


für |x| < 1 gegen die eindeutig bestimmte Lösung der Legendreschen DG mit 
den Anfangsbedingungen u(0) = ao, uw (0) = aı. 


(b) Nichttriviale Polynomlösungen existieren genau dann, wenn A=n(n +1) 
mit ne {0,1,2,...}. 


Darstellungen für diese geben wir in (c) an. 
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BEWEIS. 

Ist u eine Polynomlösung mit Grad (u) = n, so folgt aus an+2 = 0, an # 0 
sofort 0 = an+2 = (n(n +1) — A)an, also A = n(n +1). Aus 0 = an+ı = 
(n(n — 1) - A)an-ı mit A=n(n +1) folgt n-ı =0 fürn >21. 


Durch Rückwärtsverfolgen der Rekursionsformeln erhalten wir 








ao #0, ar =az as Qn-ı =0 für gerades n, 








aı #0, w=aa a QAn-ı =0 für ungerades n. 





Umgekehrt: Ist A=n({n+1) mit ne No, so liefern die Anfangsbedingungen 


u0)=a=-1, w(0)=aı =0 für geradesn bzw. 


u0)=ao=0, w(0)=aı =1 für ungerades n 


jeweils Lösungen der Gleichung 





(1-2°)u" - 22uU +n(n+1)u=0 











in Form von Polynomen n-ten Grades. 





(c) Wählen wir für die Polynomlösung n-ten Grades als höchsten Koeffizienten 
An = (7). so ergibt sich 


Di = = „ re) ie en: 


n 
0<2k<n 


Wir zeigen in 815:3.4, dass dies die in Bd.1, 819: 3.3 eingeführten Legendre— 
Polynome sind, gekennzeichnet durch die Orthonormalitätsrelation 

1 

[ P(&) Pa(a) de = (1+2) " Smn. 


-1 
Es gilt die Formel von Rodrigues: 


1 d” 


2 n en 
Inn! den («” -1)" (n=0,1,...). 


Pı(x) = 





Nachweis als mit Hilfe der Binomialformel. 


(d) Die Legendre-Polynome besitzen eine erzeugende Funktion: Es gilt 
2\-1/2 = rn En 
(1-22t+1?) =), Pala)t” für || <ı, El <1. 
n=0 
Nachweis als [A]: Verwenden Sie die Binomialreihe (Bd.1, $10:1.7) 


+92 = Dame” (EI<1) mit am = I (FR), 


2m 
m=0 2 m 
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entwickeln Sie &” = (t? — 2rt)”” nach der Binomialformel, und ordnen Sie die 
entstehende Doppelreihe nach Potenzen t"”. Beachten Sie, dass definitionsgemäß 
(3) =0 für BEND,aeZ,a<Pß. 


(e) Es gelten die Rekursionsformeln 

(n +1) Pn+ı(a) = (2n+1)2ePa(a)-nPn-ı(le) für n=1,2,.... 
Ausgehend von Po(xz) =1, Pı(x) = x ermöglichen diese eine einfache Berech- 
nung der Legendre-Polynome. 


Beweis als [EA]: Differenzieren Sie die Reihe in (d) nach t, multiplizieren Sie 
dann die entstehende Gleichung mit 1— 2rt+t?, und nehmen Sie Koeffizien- 
tenvergleich vor. 


Durch Induktion folgt unmittelbar P„(1) =1. 


3.3 Die Hermitesche Differentialgleichung 
(a) Nach 3.1 besitzt jede Lösung u des Anfangswertproblems 


(&) wW-22W+Au=0, u(0)=ao, w(0) = aı 


eine für alle x € R konvergente Reihenentwicklung 


= k 


u(x) = Ya 


k=0 
Gliedweise Differentiation und Einsetzen in die DG ergibt wie in 3.2 
ur k 


> (anı2 + A-2k)ar) TG = 0, 


k=0 
und durch Koeffizientenvergleich die Rekursionsformel 
ar+2 = (?k —- A)ar (k=.0,1,2,..): 
Bei gegebenen ao = u(0), aı = w‘(0) sind dann aa,as,... eindeutig bestimmt. 
Die zugehörige Reihe liefert die Lösung des AWP (x) auf R. 


(b) Polynomlösungen vom Grad n gibt es genau für A = 2n,n = 0,1,2,.... 
Jede Polynomlösung ist durch ihren höchsten Koeffizienten eindeutig festgelegt. 
Setzen wir diesen gleich 2", so ergibt sich das n-te Hermite-Polynom 


Hn(@)= ), N 
0<2k<n 


(c) Die Hermite-Polynome besitzen eine erzeugende Funktion: Es gilt 


—t?+2tx — Ha(&) n . 
art > en t" für zeR, It <1. 





n=0 
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BEweEIS als [üA]: Mit &:=t- 2 gilt et »(-9” = i 

m=0 
Entwickeln Sie €?” = (t— x)”” nach der Binomialformel, und ordnen Sie die 
entstehende Doppelreihe nach den Potenzen t”. 


(d) Es gelten die Formel von Rodrigues 


und die Rekursionsformeln 
Hra+ı(z) = 22 H„(z) —-2nH„-ı(e) für n=1,2,.... 


BEWEIS als [UA]: Beachten Sie für die Formel von Rodrigues, dass nach (c) mit 
€E=t-r 
3: _e 


Hula) = Let | = 


10 D”e 


gilt. Die Rekursionsformeln ergeben sich durch Differentiation der Reihendar- 
stellung (c) nach t und Koeflizientenvergleich. 


(d) Satz. Eine Lösung u der Hermiteschen DG ist genau dann ein Polynom, 
wenn 


Fer ue) ? dx < ®. 


BEWEIS. 

(i) Zu jeder Polynomlösung u gibt es eine Konstante C' mit e 3” u(n)? <Cc 
für alle x € R. Also liefert Ce” 2°” eine Majorante für den Integranden. 

(i) Die Lösung u sei kein Polynom. Aus (b) folgt A # 2n für n = 0,1,.... Wir 
zerlegen u in den geraden und den ungeraden Anteil, 


akt 


- Yan A)! + > ak a” = uo(z ) + zu(®). 


k=0 





Im Fall ao #0 folgt aus der Rekursionsformel für die Koeffizienten 


n—1 
aan = a ]| (4k-A) #0 fürn=0,1,2,.... 
k=0 


Wir zeigen, dass es in diesem Fall eine Konstante co > 0 gibt mit 


1,2 
(*)  e”?2” Juo(z)| > 3co für || >1. 
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Wir fixieren ein NEN mit 2N > A+2.Für k> N gilt dann Ak—A > 2(k+1), 
und wir erhalten für n>N-+1 


N-1 n—1l 
al =el = 


n—1 
Ak—A 
= Io [Sa Haw+ = 0 Tann 
k=0 


(2n)! 
un! 








= o2n(2n—2)---2> © 


Da die aa, für k > N alle dasselbe Vorzeichen haben, folgt 


N a a m 
|uo(z)| In | B 2k ak Je y, 2k 














IV 
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8 
= 


mit einem Polynom po. Hieraus folgt die Abschätzung (x). 


Nun zeigen wir, dass es im Fall aı #0 eine Konstante cı > 0 gibt mit 


(++) 3° ula)| > 4cı für || >1. 


Da A nicht geradzahlig ist, liefert die Rekursionsformel für die Koeffizienten 


n—1 
QAan+ı = a1 II 4x +2-%) #0 für k=0,1,2,.... 
k=0 


Sei 2N>A.Für k>N gilt 4k+2—-A>2(k+2); fürn > N +1 ist daher 


N-1 n—1 
lasn+ı| > Jaıl I] (dk +2-X) I] 2(k+2) 
k=0 


k=N 


jan] u en IE (k +2) 


! 
> cı (2n + 2)2n(2n — 2) -:-4 > Fe lunl)). 


rn! 


Hieraus ergibt sich wie oben die Abschätzung 


122 
un(a)| > cre}”” - pıla) 
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mit einem Polynom pı und damit die Abschätzung (**). 


Im Fall aı = O gilt ao # 0, und aus (x) folgt 

u lu(z)|? = e" juo(e)]? > 436% für | >1. 
Entsprechend folgt im Fall ao = 0 aus (**), dass e*ju(e)]? nicht integrierbar 
ist. Im Fall ao #0, aı #0 haben uo(x) und u (x) für |x| > 1 nach (*) bzw. 
(**) jeweils festes Vorzeichen. Da uo(x) eine gerade und zuı(x) eine ungerade 
Funktion ist, haben beide entweder für 2 > 1 oder für 2 < —1 dasselbe 
Vorzeichen. Es gilt also |u(z)| = |uo(z)| + |vuı(z)| > |uo(z)| entweder für 
x >1 oder für c< -—1, so dass eu)? nicht über R integrierbar ist. 














4 Reihendarstellung von Lösungen in singulären Randpunkten 
4.1 Schwach singuläre Randpunkte 

Wie in Abschnitt 3 betrachten wir die DG (x) mit gegebenem X und schreiben 
diese in der Form 


wW“+GwW+Hu=0 in I=]aßl. 


Wir betrachten den Fall, dass die DG im linken Randpunkt «& von / schwach 
singulär ist, d.h. dass «ER ist und Folgendes gilt: 

(i) G ist analytisch und besitzt in a einen Pol höchstens erster Ordnung, 

(i) H ist analytisch und besitzt in a einen Pol höchstens zweiter Ordnung. 


Entsprechend definieren wir schwache Singularitäten im rechten Endpunkt 
von I. 


Im folgenden betrachten wir stets den linken Endpunkt als schwach singuläre 
Stelle. Die hierfür gewonnenen Aussagen übertragen sich durch die Spiegelung 
x a@+ß- x auf den rechten Randpunkt ß von I, falls I beschränkt ist. 


BEISPIELE. (a) Die Besselsche DG, die wir in der Form 
„ 1, v” 2 
u(z)+-u(e)+ A u) =0 in 7=]0, | 
x x 
schreiben, ist schwach singulär im Nullpunkt. 


(b) Die Legendresche DG in der Form 
A 


1-ı2 


2x 


Fu l@)+ 





u (x) - 1 ua) =0 in /=]-11| 


ist in beiden Randpunkten schwach singulär, da 1-2?= (1+zx)(1- x) dort 
jeweils eine Nullstelle erster Ordnung hat. 
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4.2 Ein Beispiel für das Lösungsverhalten nahe singulärer Punkte 
Für die Eulersche Differentialgleichung 


2_ 1 


zu (2) +azxu(x) +bu(z) = 0 für 2>0 (abEeR), 


ist 0 ein schwach singulärer Randpunkt. Der Lösungsansatz 


17 nlogx 


ul) =ı" = e 
liefert genau dann eine (evtl. komplexwertige) Lösung, wenn u die Gleichung 
*) alu-1)tau+b=0 
erfüllt [UA]. Wir haben drei Fälle zu unterscheiden: 


a) (x*) hat zwei reelle Wurzeln yı # ya. Dann liefern un (x) = e*!”, ua = et?” 
ein reelles Fundamentalsystem, denn ihre Wronski-Determinante hat an der 
Stelle 1 den Wert ua — uı #0, vel. 2.1(c). 


b) (*) hat genau eine Wurzel u = 3(1-a) € R. Dann liefert u (x) = x" eine 
Lösung ohne Nullstellen in ]0, oo[. Das d’Alembertsche Verfahren 2.2 ergibt als 
zweite Fundamentallösung 





u2(z) = ı" loge. 


(c) (x) hat zwei nichtreelle Wurzeln uı =A+ iw, 2 = I, mit w > 0. Dann 


liefert u(x) = x#! = 2°2® = rXe'@!°8® eine komplexwertige Lösung, also 


liefern Real- und Imaginärteil 

u(x) = 2*cos(wlogx), u2(x) = x" sin(wlogr) 
reellwertige Lösungen. Diese bilden ein reelles Fundamentalsystem, denn die 
Wronski-Determinante an der Stelle 1 ist W(1)=w#0 [üa]. 


Das Auftreten von Termen (x — a)" und (x - a)" log(x — a) im Fall eines 
schwach singulären linken Randpunkts «& ist typisch, wie sich im Folgenden 
zeigen wird. 


4.3 Der Reihenansatz von Frobenius 


(a) Normalisierung der Differentialgleichung. Die Untersuchung der Lö- 
sungen von W +Gw+Hu= 0 auf I = Ja,ß| in der Nähe des schwach 
singulären Randpunkts a kann auf das Studium der Gleichung 


N) a?v” (x) +2A(z)v’(z) + B(x)v(x) = 0 in ]O,r[ 


mit r = ß — a zurückgeführt werden, wobei A und B in einer Umgebung des 
Nullpunkts analytisch sind, also Potenzreihenentwicklungen 


Al(z) = Dana“, B(x) = Ss Br" 
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mit Konvergenzradius r > 0 besitzen. Dies geschieht wie folgt. 


Nach Voraussetzung können wir die Ausgangs-Differentialgleichung durch Mul- 
tiplikation mit (x — a)? in folgende Form bringen 


(2 - a)” uw” (x) + (x - a) Alz - a)uw (x) + B(x- a)u(x) = 0, 
wobei 


A(z) = -xzG(z+o), B(x) = a’H(x+o) 


in einer Nullpunktsumgebung analytisch sind. Genau dann ist u eine Lösung in 
ja, $[, wenn v(x) := u(z +) eine Lösung von (N) in JO, r[ liefert. 

Ist 8 ein schwach singulärer rechter Randpunkt, so bringen wir die Differential- 
gleichung u” +Gw + Hu = 0 in die Form 


(B - 2)’u" (2) - (B - 2) A(B - z)w (x) + B(B - z)u(e) = 0 





mit 
Alz)=-2G(8ß-z), B(e)=2?’H(ß-ne). 


Genau dann ist u eine Lösung in |a, ß[, wenn durch v(z) := u(ß— x) eine Lösung 
von (N) in ]0, 8 — a| gegeben ist. 


(b) Reihenansatz. Wir suchen komplexwertige Lösungen v von (N), die sich 
für 0 <x<r (r wie oben) durch eine verallgemeinerte Potenzreihe 


v(2) = a"), nz" (oF0, vEeC) 
n=0 


oo 

darstellen lassen, wobei die Potenzreihe )) cnx” für |®| <r konvergiert und 
n=0 

x" für © > 0 durch e*!°®* definiert ist. Für solche Funktionen gilt 


oo 00 00 
vl) = urn taVYnnat! art) (nto)onz”, 
n=0 n=0 n=0 


S 
Fa 
S 
Z 
l 


ar? (n+u)n+u- 1m”. 
n=0 


Setzen wir das in (N) ein, so erhalten wir nach Division durch x" 


I (n+u)ln+n- Done” + (ae) D(k+Wera*) 


n=0 j=0 k 


I) 


Il 
o 





GE 


Cr") =); 


= 
Il 


0 
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Wir multiplizieren die Reihen nach der Cauchy-Produkt-Formel Bd.1, 87:7.1, 
ordnen nach Potenzen von x und erhalten durch Koeffizientenvergleich 


(n+uln+u-D)on+ D (k+may+B)e =0 (n=0,12..). 


j+ken 





Mit der Abkürzung 
DA) := AA -1)+amA+ Bo = A? + (ao —1)A+ Bo 





folgt für n = 0 wegen co # 0 die Indexgleichung oder charakteristische 
Gleichung 


9) DW)=0, 


ferner die Rekursionsformel 





n—1 
(**) D(in+u)on + % ((k + 1) an k + Pn x) Ck =0 (n=12....): 
k=0 
Damit ergeben sich nach Vorgabe von co alle Koeffizienten cı,ca,..., sofern die 
Auflösebedingungen 
D(in+u) #0 fürn=1,2,... 
erfüllt sind. In den folgenden drei Abschnitten legen wir co = 1 fest. 


(cl) Satz von Frobenius (1873). Ist u eine Lösung der charakteristischen 
Gleichung D(k) =0 mit D(n+u) #0 fürn =1,2,..., und sind die Koef- 


fizienten cı,c2,... aus der Rekursionsformel (xx) bestimmt, so konvergiert die 
oo 

Reihe , cnx” für |x| <r, und 
n=0 


v(E) = ar Doonz" 
n=0 
ist eine Lösung der Differentialgleichung (N) für Oo <ı<r. 


Der Konvergenzbeweis für die Reihe besteht in der Aufstellung einer geeigneten 
Majorante; wir verweisen auf HEUSER [9] 828, JOERGENS-RELLICH [111] 87. 


Die Verwendung von verallgemeinerten Potenzreihen geht schon auf EULER 

(1766) zurück. 

4.4 Bestimmung von Fundamentalsystemen in der Nähe singulärer 
Randpunkte 

Wir gehen von der normalisierten Form 

N) a°v”(z) + xA(a)v’(x) + B(x)o(z) = 0 

der DG aus mit 


As)= Yan, B)=Y he’ fi lel<r: 
k=0 k=0 
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Dabei setzen wir voraus, dass die charakteristische Gleichung D(a) = 0 nur 
reelle Wurzeln 1,2 besitzt, was der für die Anwendungen wichtigste Fall ist. 
Wir nehmen yı > ua an. 


Satz. Die normalisierte Gleichung (N) besitzt auf dem Intervall JO, r| ein Fun- 
damentalsystem vı,va der Gestalt 


v1 = 2" Io =", vola) = a? Y, dna” + Yvılz) lege. 
n=0 
Dieses ist eindeutig bestimmt durch co = 1 sowie 
y=0, do=1, wenn yı — u» keine ganze Zahl ist, 
y=1, do=0, im Fall uı = ua, 
do=1, dm =0, wenn uı — u2 eine natürliche Zahl m ist. 


Die Lösung vı ergibt sich in jedem der drei Fälle mit der Methode von Fro- 
benius 4.3, da die Auflösebedingungen D(n+ u) #0 für all ne N erfüllt 
sind. Im Fall yı — v2 £ No ergibt sich auch va nach der Methode 4.3 wegen 
D(n+ye) #0 fürneN. 

Wegen 4.3 (c) bleibt im Fall yı — 2 £ No nur zu zeigen, dass vı und va ein 
Fundamentalsystem bilden. Die Bestimmung der noch fehlenden Koeffizienten 


im Fall wı — v2 € No wird anschließend beschrieben. 


Machen wir die Transformation 4.3 (a) rückgängig, so erhalten wir für die Ori- 
ginalgleichung aaw” + aıu’ + aou = 0 im Fall eines schwach singulären linken 
Randpunkts «& die Fundamentalsysteme: 


ulz) = (2 -a) De I cnl (2 - a) 


a en de En ON 


Im Fall eines schwach singulären rechten Randpunkts ß ergibt sich 


u(z) = (B- 2)? Y, dn(B- 2)" + Yuılz)log(d - =), 


wobei die Koeffizienten cn, dn,Yy dieselben wie oben sind. 


Dieser Satz gestattet es in den meisten Fällen, durch bloßes Lösen der quadra- 
tischen Gleichung (x) das Verhalten der Lösungen in Umgebung schwach sin- 
gulärer Randpunkte zu beschreiben. Eine Ausnahme bildet der Fall uı—yu2 € N, 
bei dem nicht von vornherein zu sehen ist, ob der Logarithmusterm auftritt oder 
nicht. 
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Bestimmung der Koeffizienten im Fall m := yuı — u2 € No. 
Wir machen den Ansatz 


v2(2) = w(z) + yvı(z)loge mit w(x) = a"? Y) dnz”. 


(Die Begründung dieses Ansatzes wird im Beweis gegeben.) 


Ein kurze Rechnung zeigt [EA]: Genau dann ist v2 ein Lösung von (N), wenn 
(1) z°’w”’(x) +2 A(z)w'(x) + B(x)w(x) = (a — A(z))vı (2) — 22 v1 (z)) ; 


oo 
Wir entwickeln die rechte Seite für |x| <r in eine Reihe yatı Y)Arz". 


k=0 
Wegen vi(z) = a! "1 (n+yı)cnz” (vgl. 4.3) und co = 1 wird dabei Ao = 
n=0 


(1- a0) — 21 . Aus (x) folgt 1— ao = uı + 2 nach dem Vietaschen Satz, also 
2) od=m-m=-m. 


Setzen wir die Reihe für w in (1) ein, so erhalten wir wie in 4.3 


oo nl oo 
Hr = [ D(n + u2)dn + % ((k + u2)an-r + Bn-r) dx | =” = van) Aue, 


Daraus folgt nach Division durch x? mittels Koeffizientenvergleich 


Kant, 0 fürn <m 
9 Din +umlan + I (iron tn)d= 0, nom 


(4) Im Fall u = ua setzen wir y=1, do =0. 


Nach (2) ist Ao = 0. Wegen do = 0 ist daher (3) für n = 0 erfüllt. Da die 
Auflösebedingungen D(n + u2) = D(n + uı) # 0 für allen € IN gelten, ergeben 
sich dı,da,... eindeutig durch Rekursion. 


Im Fall m = uı — u2 € N beachten wir, dass 
D(pu2) = D(m+ 2) =0 und D(k+ u) #0 für k=1,...,m-1. 


Daher bestimmen die Rekursionsformeln (3), beginnend mit do = 1, die Koeffi- 
zienten dı,...,dm-ı eindeutig. Für n = m erhalten wir 





(5) PX ((k + 12) On-k + Pn r)d k = YAo = my wegen (2). 


Dadurch ist Y festgelegt. Setzen wir dm := 0, so ergeben sich dm+1, dm+2,::- 
wieder in eindeutiger Weise. 
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Zu zeigen bleibt: Die mit den so bestimmten Koeffizienten gebildete Reihe 
va(x) = re cn x” + Yvı(lz)logxe konvergiert für 0 < x < r und liefert 


eine von vı Enear unabhängige Lösung va. 


BEWEIS des Satzes 4.4. 
(a) Im Fall uı — u2 & N setzen wir wı(x = Yona”, wa(x) >= Y,dnz”. 


Nach 4.3 konvergieren diese Reihen für || < r, und ” (2) = a"'wı(«), vo (2) = 
x"? wa(x) liefern Lösungen von (N) mit 














v1 U©2 = wı w2 
: \= z„pırk2 1 ß — 1)wıwa +2 j : | . 
u) 1% w W, 
Dabei ist lim [...| = v2 — wi # 0, also verschwindet die Wronski-Determinante 
z—0 


von vı und va für kleine positive x nicht und damit nirgendwo in JO, r|. Machen 
wir die Substitution 4.3 (a) rückgängig, so ergibt sich u (z)us (x) u (z)u2(z) # 


Oin]a,sl EA. 


(b) Sei ı - u2 = m € No. Nach 4.3 (c) hat die Reihe Y)cnz” den Konver- 
n=0 

genzradius r, definiert also eine für z € ©, |z| < r holomorphe Funktion wı. 

Wegen co = w(0) = 1 gibt es ein og > 0 mit wı(z) # 0 für |z| < o, also auch 

vı(z) = awı(le) >0 fürO <e<o<r. Daher können wir in ]0, o| das Verfah- 

ren von d’Alembert 2.3 anwenden: Setzen wir zo := 30 und für |e —-xo| < 30 


plz) := a mit plz) := (a) 


nach 2.1, so liefert v2(z) = c(p(x)+d)vı(z) für alle Konstanten sdeR mit 
c # D eine von vı linear unabhängige Lösung v2. Wir geben eine Reihenentwick- 
lung für va an. Wegen uı + 2 = 1 ao ist 


x 


p(x) = ( /(* + Yarıt ‘) dt) = = exp (alogx + f(x )) 


zo 


— we) — „Imrı=n2ofl®) , 


wobei die Reihe 


oo 


a a 
(x) = - a logxo — 3 © + >> ei 
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den Konvergenzradius r hat. Damit lässt sich f zu einer für |z| < r holomorphen 
Funktion z +> f(z) fortsetzen, und g(z) = wı(z)?e? ist eine für |z| < 
holomorphe Funktion ohne Nullstellen. Es gibt also eine für |z2| < o konvergente 
Potenzreihenentwicklung 


1 oo 
no — y werz” mit wo #0. 
k=0 


Für |e-xo| < 30 gilt p(xz)vı(x)? — ati a2e fl) Br y, (w)? = 2" tlg(e), 
also 





z dt Bu -m-1 > k BR = k—-m-1 
p(x) = F = fe Lot ) dt = Dur ft dt 
zo zo zo 
Wk k—-m k—-m 
wi, -2 ) + um logx — wm log zo 
km 


= ho + z””"h(xz) + wm logx 


mit einer geeigneten Konstanten ho und einer Funktion h, die sich für |x]| < o 


in der Form h(x) = )) Erz" mit &o #0 darstellen lässt. Wir erhalten so 
k=0 


va(z) = c (ho +d+ 2"”"h(x)) art wı(z) + cwmvı(x)logx 
= ca#? (h(&) wı(x) +2” (ho + d)wı (2)) +Yyvı(z) log. 
Durch passende Wahl von c und d erhalten wir wegen co = 1 eine Reihenent- 
wicklung va(x) = x? Ydnz” +Yyvı(z)logx mit do = 1, dm = 0. Dass diese 
n=0 


sogar im vollen Intervall |x| < r konvergiert, wird in JÖRGENS-RELLICH [111]87 
gezeigt. 














4.5 Die allgemeine Legendresche Differentialgleichung 





2 
(CA) (-2°)u” -2nu 4 ( 2)" =0 für -I<z<i 
mit Index m € INo fällt bei der Separation der dreidimensionalen Wellenglei- 
chung nach Einführung von Kugelkoordinaten an, siehe 815:3. In 3.2 wurde 
der Fall m = 0 behandelt. 


Durch Anwendung der Methode 4.4 kommen wir zu dem folgenden Satz, den 
wir der Übersichtlichkeit halber voranstellen. 
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Sarz. Für m = 0,1,... besitzt die Legendresche Differentialgleichung (LA) ge- 
nau dann eine in ]—-1,1[| beschränkte Lösung u # 0, wenn 


A=l(£+1) mit le{m,m+1,...}. 





Für A = ((L +1) ist jede beschränkte Lösung ein konstantes Vielfaches der 
zugeordneten Legendre-Funktion 


PP(a) = 1-9"? Pit), 
wobei Pı das l-te Legendre-Polynom ist, vgl. 3.2. 
Auf die Eigenschaften der Legendre-Polynome gehen wir in 815:3 näher ein. 
Für den Beweis benötigen wir folgenden 
Hinrssatz. Jede auf ]-1,1| beschränkte Lösung u von (LA) ist von der Form 


u) = e(1-a?)"? fe) 


mit einer für |z| < V3 holomorphen Funktion f und einer Konstanten c. 


Zum BEWEIS des Hilfssatzes gehen wir gemäß 4.4 vor. 


(a) Wir betrachten die Normalisierung zv” + 2A(x)v’ + B(x)v = 0 im linken 
Randpunkt & = —1. Es ergibt sich gemäß 4.3 (a) 


, -Mla-1) _ „2-1 _ . - a /a\k 
Auen Serge -1-)(5) 








k=1 
m? m? 
B(x) = a? A @=D?  _ AT gr m? — A(2x — x?) 
1-(2-12 2-22 (x — 2)? 
Az 1 m? Ü Az 1 m?’ d 1 
u _E 2\2 u _zE _E 
21 4 (1-8) 21 2 dal 
IE Un (a\* m? £ a\ 1 
= en ia u klZ 
rc) tik) 
k=0 k=0 
m? u m? k 
= —n- A+ —(k+1 - 
- k=1 " + nn | ) 


Die Indexgleichung lautet also 





0 = D(yu) = ula—-1)+aou + Bo = ulu-N)+u —-u gi 
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diese besitzt die Wurzeln 11 = % und 12 = —. Nach 4.4 finden wir für (LA) 
ein Fundamentalsystem vı, va mit den Eigenschaften: 


m/2 


vı(z) = 2” "w(z), wobei w(z) = I), ncenz" für |z| <2 
n=1 


konvergiert und v2(xz) unbeschränkt ist für x —> 0+. 


(KAl Im Fall m = 1,2,... ist zu beachten, dass x "/? für x — 0+ stärker als 
|logx| gegen Unendlich strebt.) 


Hiernach ist jede beschränkte Lösung der normalisierten DG ein Vielfaches der 
Funktion vı. 


(b) Gehen wir zur Originaldifferentialgleichung (£},) zurück, so erhalten wir 
aus (a) die Existenz einer für |]2+1| < 2 holomorphen Funktion wı, so dass jede 
beschränkte Lösung von (£L},) Vielfaches von (2 + 1)”"/?wı(x) ist; wir haben 
nur wı(z) = w(z-+1) zu setzen. 


Die analoge Betrachtung für den rechten Randpunkt 8 = 1 liefert die Existenz 
einer für |2—1| < 2 holomorphen Funktion w>, so dass jede beschränkte Lösung 
von (LA) Vielfaches von (1 - 2)”/?ws(x) ist. ([GA] Beachten Sie: Mit u ist 
auch x > u(-x) eine Lösung.) 

Liefert u(z) := (x + 1)”/?wı(x) eine beschränkte Lösung, so gibt es also ein 
ce R mit u(x) = c(1- 2)”/?wa(x). Setzen wir 


fi) = 1-2)""wilz), Jal2) := e(l+2)"""walz), 


so ist fı holomorph in der Kreisscheibe K2(—1), f2 holomorph in Ka(1), und es 
gilt für -1<re<I1 


fi) = (1-2)"1+2)" ul) = ell+2)"uole) = Fale)- 


Nach dem Identitätssatz für holomorphe Funktionen stimmen fı und fa im 
Bereich Ka(-1)N Ka(1) überein, welcher den Kreis Kr(0) mit R= V3 enthält 
(Skizzel). Sie dürfen daher zu einer auf K2(—1) U Ka(1) holomorphen Funktion 
f verklebt werden. Es ist dann 


ul) = (1-0)"/?(1+0)"/?fle) = (1 -2?"/2flo). 














BEWEIS des Satzes. 


Nach dem Hilfssatz geht es um die Frage, wann es beschränkte nichttriviale 
Lösungen u der Form u(z) = (1 - x?)”/? f(x) gibt. Solche Lösungen u erfüllen 
die Gleichung (£},) genau dann [EA], wenn 


RA) (-a?) fa) - Am+lYefle) + A-mim+1)) fa) = 0. 
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(a) Ist v eine Lösung von (R},), so ist v’ eine Lösung von (R},,1) [EA]. Nun 
erfüllt das Legendre-Polynom P; die Gleichung IR somit löst P5" die 
Gleichung (RD), 

Damit haben wir für A=£(£+1) die offensichtlich beschränkte Lösung 


u) = (1- a?) Pi" (a) 


von a, wie behauptet. 


(b) Sei A nicht von der Form £(£ +1) mit £€ No. Nach dem Hilfssatz ist jede 
beschränkte Lösung ein Vielfaches von u(x) = (1 x?)"/? f(x) , wobei 


Anx" (Konvergenzradius > V3 > 1) 


* 
E 
— 
a 

8 
= 

Il 
3 
1198 


die Gleichung (RA) erfüllt. Einsetzen der Reihe für f in diese DG und Koefh- 
zientenvergleich liefert für die a. die Rekursionsformel 





(m+n)m+n+1)—-A 


(n+1)(n +2) an (n=0,1,2,...). 


(**) An+2 = 
Wir zeigen, dass die Reihe (*) mit den nach (**) bestimmmten Koeffizienten 
nur dann für |x| < V3 konvergieren kann, wenn ao = aı = 0. Wegen (**) folgt 
dann a =a3 = s=(, d.h. jede beschränkte Lösung ist die Nullfunktion. 


Ist beispielsweise ao # 0, so folgt aus (**) wegen der Bedingung für A, dass 
aan #0 für allen € No und dass 


A2n+2 


lim = 
n—0o A2n 


Wir wählen ein r mit 1<r < v3. Dann gibt es ein N € N mit 

















a 1 
eur 2 — fürk2 N. Daraus folgt fürn > N 
A2k T 
a a 
laznr?" | = I a UN en 2N+2 2 2 
ao Q2N-2 Q2N A2n—2 
wo c=|[...]| > 0. Also ist (a3„r?") keine Nullfolge; die Reihe für f divergiert 














für 2=r. Entsprechend argumentieren wir im Fall aı #0. 


4.6 Die allgemeine Laguerresche Differentialgleichung 


(iM!) zu’ + (m+1=- DW +iu=0 fra>d, mel... 





tritt bei der quantenmechanischen Behandlung des Wasserstoffatoms auf, siehe 
HEUSER [9] V.33. 
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Hierbei sind nur beschränkte Lösungen u # 0 von Interesse, für die 
(*) [ze |ue)? dx < ©. 
0 


Durch Anwendung der Methode 4.4 und Übertragung der Schlüsse von 4.5 er- 
halten wir den folgenden 


Satz. (a) Für m=0,1,... besitzt die Gleichung (M},) genau dann nichttri- 
viale Lösungen u mit (x), wenn A=n mit n € No. Die Lösungen sind für 
m=0 konstante Vielfache der Laguerre-Polynome 


Lu) =) 





k=0 
und für m = 1,2,... konstante Vielfache der zugeordneten Laguerre-Poly- 
nome 
Le) = ("I Imtnla) 
n a dem m+n . 


BEMERKUNG. Die Normierung der Laguerre-Polynome ist in der Literatur nicht 
einheitlich. 


(b) Wie für Legendre- und Hermite-Polynome gibt es auch für die Laguerre- 
Polynome eine Darstellung als n-fache Ableitung (Rodrigues-Formel) 


m 1 e” d” n+m_ —z 
N ee Cal e ) (n,m € No). 


Letztere sei dem Leser als überlassen (Berechnung der linken und rechten 
Seite nach der Leibniz-Regel). 


BEWEIS. 


(i) Die normalisierte Gestalt von (M},) im linken Randpunkt a = 0 lautet 
mit den Bezeichungen von 4.3 


2?" + xA(x)v' + B(x)v = 0 mit Alx)=m+1-x, B(&) = Ar. 
Somit ergibt sich die Indexgleichung D (u) = ulm + u) = 0 mit den Wurzeln 
kı =0, ua = —m. Nach 4.4 erhalten wir ein Fundamentalsystem v1, ua durch 

u(2) = Dora”, ul) = 2" dee" + yuılz) logx 

k=0 k=0 


mitco=1,do =1 für m #0 und d =0,y=1im Fallm = 0. Die für x > 0+ 
beschränkten Lösungen sind Vielfache von uı. Denn es gilt im ul)=o=1, 
cz—0+ 
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und ua (x) ist nahe des Nullpunkts unbeschränkt. Für m = 0 verursacht dies der 
Logarithmus, für m € N wegen do = 1 der Vorfaktor 2" 


(i) Die Rekursionsformeln 4.3 (**) für die c, lauten wegen u = 0 
k-1-X 


———— C-ı für k=1,2,.... 
kim +k) r-1 ur a) 


(**) Cr = 


Somit existieren Polynomlösungen genau dann, wenn A=n mit ne No. Der 
Grad dieser Polynome ist n. Im Fall m = 0 ergibt sich mit o =1 


en © S- Bene 

Um den Fall m € N auf diesen zurückzuspielen, beachten wir: 
u löst (Mi) = u lit (Mi) WA. 

Durch m-malige Anwendung dieses Schlusses ergibt sich 
u löst (Md) — u”) löst (MA”). 


Da Ln+m eine Lösung von (MyT") ist, liefert LY® eine Lösung von (M7) 


n+m 
und spannt die für x — 0+ beschränkten Lösungen auf. 
Für Polynomlösungen ist die Bedingung (x) offenbar erfüllt. 


(ii) Ist A& No, so erfüllt keine Lösung u # 0 die Bedingung (x). Dazu haben 
wir nach (i) zu zeigen: Hat uı # 0 die durch (x**) bestimmten Koeffizienten 
(co = 1), so divergiert das Integral 


Ser *aula)’ de. 
0 


Zum Nachweis zeigen wir, dass es ein Polynom p und eine Konstante c > 0 gibt, 
so dass für x > 0 


lu(e)| > ce?” — plz). 


Dazu wählen wir ein NEN mit N>m+2+2|A|. Fürn > N gilt dann 





2(n-1-A)>2(n-1-[|A) > m+n, also ea, 
m+n 2 
Aus der Rekursionsformel (**) mit co = 1 folgt 
ont = [ -A 1-X N-A | N+1-A k-1-A a" 
"© T lm+1lm+2 m+N+1lm+N+2 mtk kl 
Für k > N haben diese Glieder ein festes Vorzeichen, und mit C=|[...]| gilt 


IN E-N-1 g# a\*1 ce (x\*® 
ee geh 
al 20 (5 ee 
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wobei c = 2C'2”. Daher ist 


N oo oo N 
|uı(2)| = | aa + 2» cr | > | >» re | - >) jor|e* 
k=0 k=N+1 k=N+1 k=0 
oo 1 ” k N 
> ec), (3) - Nlala* = ce"? - pie) 
k=N+1 k=0 














mit einem geeigneten Polynom p. 


4.7 Die Besselsche Differentialgleichung vom Index v > 0 


zu’ +azuW +(a-v’)u=0 für 2>0 
entsteht aus der allgemeinen Besselschen Differentialgleichung in 1 (b) mit Para- 
meter A > O0 durch Umskalierung: Ist v eine Lösung der allgemeinen Gleichung, 
so löst u(x) := v(zx/VA) die Besselsche DG mit A= 1 und umgekehrt [GA]. 


Wir bestimmen Fundamentalsysteme für den linken Randpunkt O nach der Me- 
thode von Frobenius. 


(a) Die erste Fundamentallösung nach Frobenius. Mit den Bezeichnungen 4.3 (a) 
ist 
A(z) =1, B(x) = 2? -v?. 


Also lautet die Indexgleichung D(z1) = u? - v?=0 mit Wurzeln v und -v. 

Die Rekursionsformeln für die Koeffizienten c„ von u(z) = x” % Cnt" lauten 
n=0 

nach 4.3 (x*) wegen D(n+v)= (n+v)’-v"=n(n+2v) und aı = ßı =0 





0 = (1+2v)cı + (vaı + ßı)co = (l+2v)cı, 


n(n+2V) cn + &n-2 =0 fürn=23,.... 





Hieraus folgt cı =63=c5=...=(0 und per Induktion 
(-1)"co 1 


Die Reihe > Cn2£ hat die Majorante 


n=0 


oo 2n 
1 z| 1 2 
old 4 (3) = |eol exp (121), 
n=0 


liefert also eine ganze Funktion. Wir erhalten so die für x > O0 definierte Lösung 


oo 
vi(e) = a”) on. 
n=0 
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(b) Satz. Im Fallv e R\INo ist 


oo 


DO MEVS Termurerit/ 


n=0 
eine für © > 0 definierte zweite Fundamentallösung der Besselschen Differen- 
tialgleichung. 


BEWEIS. 
Nach 4.4 gibt es im Fall 2v = yı — ua £ Nov eine zweite Fundamentallösung 


von der Form va(x) = x” »» d„x"”. Die Koeffizienten ergeben sich wie oben 
n=0 





durch Rekursion aus D(n — v)dn = n(n - 2v)dn = - dn-2 [ÜA]. 





Der Fall 2v € No, v No, also v=n+ - mit ne No bedeutet u — ua = 
2v € N. Nach Abschnitt 4.4 können in der Lösung logarithmenhaltige Terme 
auftreten. Der in 4.4 beschriebene Zugang führt auf langwierige Rechnungen. 
Wir umgehen diese, indem wir zeigen, dass durch den Reihenansatz (b) eine 
für alle x > O definierte Lösung v2 der Besselschen DG gegeben ist, und dass 
v1,va linear unabhängig sind, d.h. vıvy — viva #0. 


Die oben angegebene Reihe für va(z)x” mit v £ No besitzt die Majorante 


m % = (£)" mit 0 = dist (v,Z) > 0, konvergiert also auf ganz R. Gliedweise 
n=0 
Differentiation und Koeffizientenvergleich unter Berücksichtigung der Rekur- 


sionsformeln zeigt, dass v2 die Besselsche DG erfüllt BA]. 
Setzen wir vı(z) = x” g(x), va(x) = x”” h(x), so folgt 


vı(z)v2(R) - vil)v2le) = - > g(z)h(x) + g(a)h’(z) - g’(@) hie). 


Die rechte Seite hat wegen g(0)h(0) = codo # 0 einen Pol 1. Ordnung in 0, 
kann also nicht identisch verschwinden. 














(c) Die Besselfunktionen. Durch geeignete Festlegung der Koeffizienten co, 
do erhalten wir für vı, va die Darstellungen 


1.00) = (3) Den" ern (5) w2o, 


ZUEIOBS2EN rar) wer) 


Im Fall v No liefern also J,, J-, ein Fundamentalsystem für die Besselsche 
DG. Die Darstellung J, für vı erhalten wir mit der Wahl co = (’T(v +1))"!. 
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Die Gammafunktion und ihre Funktionalgleichung T(x +1) =xT'(x) für x >0 
wurden in Bd.1, 812:5.5 behandelt. Für v > 0 ist danach 


I(n+1+v) = (n+v)U(n+v) = (n+v)(n+v-1N!l(n+v-]1) 
=... = (n+v)(n+v-1)--v+1)U(w+1). 


Zu der Darstellung von J_, sei ohne Beweis mitgeteilt, dass sich die I’-Funktion 
unter Wahrung der Funktionalgleichung T(z + 1) = z[(z) zu einer auf 
C©\{0,—1,—2,...} holomorphen Funktion mit Polen 1. Ordnung an den Stellen 
0,-1,—2,... fortsetzen lässt und dass dabei 








M(z)I(1-2) = —— für zeO\z 


sin nz 





gilt (Ergänzungsformel). Für diese Hintergrundinformation sei auf BARNER- 
FLoHRr [141] 11.3, HEUSER [148] Nr. 150 verwiesen. Für unsere Zwecke genügt 
es, I‘(x) für xe ]-n,—n +1] durch 


T(z+n+1) 
@+1)n 


zu definieren. Es ist dann I(n+1-v) = (1-v)„T(1- v). Wir haben in der 
Darstellung (b) für v2 also do := 2”/T(1- v) gesetzt. 


T(x) := mit (A)n := AA+1)--(A+n-1) 


AUFGABEN. (ij) Zeigen Sie mit Hilfe der Darstellung (b) und den oben getrof- 


fenen Festlegungen von co, do, dass 
2 
(z) = en: cosm. 


2 . 
ı(®) — Nr sinz, J_ 


(ii) Berechnen Sie Jo(x) auf 3 Stellen genau. (Benützen Sie für die Fehler- 
abschätzung eine geeignete Majorante für die Reihe.) 


wir 


(d) Für nichtganzzahliges v > 0 liefert die Neumann-Funktion (Bessel-— 
Funktion 2. Art) 


Jı(x) cos vn — J_,(x) 


sin vm 


N,(x) = 


(auch mit Y,(x) bezeichnet) eine von J, linear unabhängige Lösung der Bessel- 
DG; ferner bilden die Hankel-Funktionen 

HH’ (x) := J(x)+iN,(e), HP (x) := J,(x) -iN,(z) 
ein komplexes Fundamentalsystem [üAl. 


(e) Eine zweite Fundamentallösung bei ganzzahligem Index. 
Für v=0 muss die zweite Fundamentallösung nach 4.4 von der Form 


u2(z) = Y) dnz” + Jo(z) logx 


n=1 
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sein. Ist ve N und m = 2v, so lauten die Gleichungen (3) von 4.4 


n(n-v)dn+dn-2 =0 fürn=2,...,m-1 
und 

d =YyAo mit dAo=-— 2 <oO 

un rein 


Wegen do =1 folgt dm-2 = daw-ı) # 0, also Y # 0. Daher gibt es eine zweite 
logarithmenhaltige Fundamentallösung. Eine längere Rechnung ergibt für die 
zweite Fundamentallösung die Darstellung (vgl. LENSE [107, S. 70]) 


Nn(z) = lim N,(z) = — Jn(z) log nz 
von 2 
n—1l oo 
1 (n-k-1)! Oo G ) ne ) 
" > rl \2 n 265 kn + k)! 
k=0 k=0 
Dabei ist 
n 1 . 
SE — und C=exp ( lim (sn — log )) ; 
k n—oo 


(f) Für jedes v > 0 besitzt J, abzählbar viele Nullstellen 


0 <jvı <a <... mit lim jur = ©. 
k—oo 


BEWEIS. 
Die Funktion u(z) := YxJ,(z) genügt der DG 


(**) —u”(2) + q(e)u(z) = 0 mit qg(x) = 2” (v? _ 4) 1. 


Wir wählen r >00 so, dass q(x) < 4 für > r gilt. Nach der Folgerung aus 
dem Nullstellenvergleichssatz 2.6 hat u und damit auch J, in ]r,oo| unendlich 
viele Nullstellen. Da die Nullstellen nach 2.5 in ]0,o0[| keinen Häufungspunkt 
besitzen, gibt es abzählbar viele. Wegen Jo(0) =1 und J,(0) =0, J,(0) > 0 
für v > 0 kann 0 kein Grenzwert einer Folge von Nullstellen sein, d.h. unter 
den Nullstellen in ]0,o0[ gibt es eine kleinste. 














BEMERKUNG. Durch Anwendung von Vergleichsargumenten auf die im Beweis 
verwendete DG (xx) für YzJ,(x) lassen sich folgende asymptotische Darstel- 
lungen herleiten 
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wobei 

rel <a, Sal < de” 
mit passenden Konstanten c,,d,, siehe BIRKHOFF-ROTA [8] Ch. 10.11, WATSON 
[110] 7.21, 15.53. 


Asymptotisch besitzen aufeinander Folgende Nullstellen von J, also den Ab- 
stand 7. 


(8) Es bestehen die Beziehungen 


hl) + Arıla) = 2H@), Irre) - Anika) = 200), 


= hle) + Klo) = h-ı@), = Ile) - Ale) = Aula). 


Die beiden ersten ergeben sich unmittelbar aus der Reihendarstellung (c). Aus 
diesen folgen die beiden letzten durch Addition und Subtraktion Al. 


Orthogonalitätsrelationen für die Besselfunktionen werden in 815:3.1 hergelei- 
tet. 


Für weitere Eigenschaften von Besselfunktionen verweisen wir auf COURANT- 
HILBERT [2], Kap.7, 82, LEBEDEV [106] Chap. 5, Warson [110]. 


4.8 Aufgabe 
Gegeben sei die hypergeometrische oder Gaußsche Differentialgleichung 





z(1-2)wW + (c-(a+b+1)e)wW +abu=0 in ]0,1[ 


mit Konstanten a,b, ceR, c€Z2. 


Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem uı,u2 in der Nähe des linken Rand- 
punktes & = 0 nach der Methode von Frobenius. Für die Darstellung der 
Lösung sind die Abkürzungen gebräuchlich: 


(Ar :=AA+D) --- (A+k-1), Fla,b,c;2) := u(z) 


für AER und die gemäß 4.4 festgelegte Lösung un. 
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85 Einführung in die qualitative Theorie 


1 Autonome Systeme 


1.1 Zielsetzung, grundlegende Sätze 


Ziel der qualitativen Theorie ist, das Verhalten von Lösungen zu beschreiben, 
ohne diese explizit angeben zu müssen. Aussagen über Lösungen werden also 
direkt aus der Differentialgleichung abgeleitet und nicht über den Umweg einer 
Lösungsformel gewonnen. 


Wir betrachten in diesem Paragraphen ausschließlich autonome Systeme 


y=fy, 
wobei f:N2 — R” in einem Gebiet N CR” C!-differenzierbar ist. 


Beachten Sie im folgenden die gegenüber 8$2:3.1(c) und 6.3 geänderte Bezeich- 
nungsweise! Insbesondere stellen wir Lösungskurven in der Form t > u(t) dar 
und interpretieren t meistens als Zeitkoordinate. 


Bei autonomen Systemen genügt es, das Anfangswertproblem in der spezielleren 
Form 


®) y=fy), y()=n 


zu betrachten. Dies ist durch die Invarianz der DG unter Zeitverschiebungen 
begründet: Ist u eine Lösung von (x), so löst £> u(t-to) das AWP y=f(y), 
y(to) = n und umgekehrt. 


Die grundlegende Theorie der Anfangswertprobleme von 8 2 liefert für autonome 
Systeme: 


(a) Existenz und Eindeutigkeitssatz. Zu gegebenem Startpunkt ne N hat 
das AWP (x) genau eine Lösung u: J(n)— N auf einem maximalen Intervall 
J(n). Das Definitionsintervall J(n) ist offen. 


Wir bezeichnen die maximal definierte Lösung mit t+> oft, n). 

Für jede andere Lösung v:I!— N dieses AWP gilt also 
Ic J(n) und v(t)=pft,n) für tel. 

(b) Differenzierbarkeitssatz. Der Definitionsbereich der Abbildung %p, 
= tm) | nen,teIm)}, 


ist ein Gebiet des R"+!, und op ist in Bezug auf alle Variablen C! -differenzier- 


bar. Für die partiellen Ableitungen w;(t,n) := 5e-(t,n) gilt 


we(t,n) = Alt)we(t,n), wr(0)=er mit Alt) := D£f(pft,n)), 


1 Autonome Systeme 99 


wobei Df die Jacobi-Matrix von f ist. Im Fall f € C(Q,R"”) mit k > 1 ist p 
nach allen Variablen C* -differenzierbar. 


(c) Kompaktheitssatz. Bleibt p(t,n) für wachsendes t > 0 in einer festen 
kompakten Teilmenge von N, so umfaßt J(n) allet > 0. Bleibt p(t,n) für 
fallendes t < O0 in einer festen kompakten Teilmenge von N, so umfaßt J(n) 
allet < 0. Kann eine in einer kompakten Teilmenge von N startende Lösung 
diese nicht verlassen, so existiert sie für alle Zeiten. 


BEWEIS. 


Um diese Sätze auf die grundlegende Theorie von 82 zurückzuführen, führen 
wir folgende Bezeichnungen ein: Wir setzen I! :=Rx(Q und 


(2,y) » g(a,y) := f(y), 8: ! —4R”. 


Die maximale Lösung des AWP y=g(z,y) =f(y), y(&)=n bezeichnen wir 
mit ab(x,&,n), ihr Definitionsintervall mit /(&,n), und den Definitionsbereich 
von % bezeichnen wir mit 


N = I (nn) | EmEer,zelgm}. 


Dann erfüllt g in ©’ die Standardvoraussetzung $2:3.1. Also ist /(&,n) of- 
fen (82:5.3). Nach $2:7.1 ist Qg ein Gebiet und »(x,&,n) dort nach allen 
Variablen C*-differenzierbar, falls f € C*(Q,R”) mit keN. 


Wegen der Invarianz autonomer Systeme unter Zeitverschiebungen gilt 
(1) oit,E,n) =elt-& m), IK&,n)=&+J(n), 

insbesondere 

(2) plt,n) = blt,0,n). 

Ferner gilt 

(3) (t,n) € Dr = (1,0, n) € Ne: 


Aus (1) folgt, dass J(n) offen ist. Zu (to,n,) € Dr, also (to,0,n,) € Dg gibt 
es ein ö > 0, so dass (t,0,n) € Dg, d.h. (t,n) € N für |t-to| < 6 und 
Im — no|| < d. Also ist Or offen und Y(t,n) dort wegen (2) nach allen Variablen 
C*-differenzierbar. Die Behauptung über w; folgt direkt aus der Variations- 
gleichung (L) in $2:7.1. Die Abbildung 


h:0g R, (t,&,n) — (t,n) 


ist stetig und nach (3) surjektiv, also ist 2 wegzusammenhängend (Band 1, 
$21:9.3). Der Kompaktheitssatz wurde in 82:6.3 bewiesen. 
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1.2 Integralkurven, Orbits, Phasenportraits 


In der qualitativen Theorie autonomer 

Systeme erweist es sich als fruchtbar, 

dieDG y=f(y) geometrisch zu inter- 
pretieren. Hierbei fassen wir die rechte 

Seite f als Vektorfeld auf 0 auf, d.h. [ / 
denken uns den Vektor f(n) an jeder 

Stellen € N angeheftet. Das Bestehen Ha 
der Differentialgleichung für die Kurve \ 

t > u(t) bedeutet nichts anderes, als Sr Br \ 
dass der Vektor f(n) in jedem Kurven- 
punkt n = u(t) mit dem Tangenten- 
vektor ü(t) übereinstimmt. 


Es ist üblich, die Differentialgleichung 
mit dem Vektorfeld f zu identifizie- 
ren und die Lösungen Integralkur- 
ven oder Trajektorien des Vektor- 
feldes zu nennen. In der Physik sind 
hierfür auch die Bezeichnungen Feld- 
linie, Flusslinie, Bahnkurve und Or- 
bit gebräuchlich, oft ohne deutliche Un- 
terscheidung zwischen der Abbildung 
t+> u(t) und ihrer Spur, also der Bild- 
menge {u(t) |te T}. 

Wir verwenden den Begriff Orbit für die Spur der maximalen Lösung, wobei 
wir diese mit der durch die Parametrisierung t > u(t) gegebenen Orientierung 
versehen (siehe Bd.1, $24:4.3), falls der Tangentenvektor ü(t) nirgends ver- 
schwindet. In 1.3 zeigen wir, dass dies stets der Fall ist, wenn der Orbit nicht 
zu einem Punkt entartet. 








Die Punkte n € Q mit f(n) = 0 heißen kritische Punkte, stationäre Punk- 
te, Gleichgewichtspunkte und in der Mechanik auch Gleichgewichtslagen. 
Nach dem Eindeutigkeitssatz sind die kritischen Punkte gerade die konstanten 
Lösungen, bzw. die einpunktigen Orbits. 


Die Invarianz unter Zeitverschiebungen und der Satz 1.1(b) haben zur Folge: 
Treffen sich zwei Orbits, so sind sie als Mengen gleich [5A]. 


Da durch jeden Punkt von Q) eine Lösung geht, ist der Phasenraum () die 
disjunkte Vereinigung sämtlicher Orbits. Wir weisen darauf hin, dass eine ange- 
messene Beschreibung von Phasenräumen in vielen Fällen den Begriff der Man- 
nigfaltigkeit erfordert. Hierauf gehen wir nicht weiter ein, machen aber in 3.6 
das Problem am Beispiel des Pendels deutlich und verweisen die interessierten 
Leser auf ARNOLD [151]. 
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Die Gesamtheit aller Orbits wird das 


YA 
Phasenbild genannt. Sal 

Eine grobe Übersicht über das Phasen- 

bild ebener Systeme erhalten wir durch 

ein Phasenportrait. Ein solches ent- 


steht, indem wir kritische Punkte und 
einige typische Orbits eintragen. 


x 
Die nebenstehende Figur zeigt ein Pha- 
senportrait für das System 
&=1-2, j=ay. 
Verifizieren Sie dieses Phasenpor- IN 


trait! 


— 8 — 





In Abschnitt 3 führen wir aus, wie wir uns durch rein qualitative Überlegungen 
ein Phasenportrait verschaffen können. Zahlreiche Beispiele von Phasenportraits 
finden Sie in ARROWSMITH-PLACE [7] und HIRSCH-SMALE-DEVANEY [10]. 


1.3 Die drei Orbittypen 


Satz. Jede Lösung t> u(t) = p(t,n) eines autonomen Systems ist von genau 
einem der folgenden Typen: 


(a) u ist injektiv, 
(b) u ist periodisch, d.h. es existiert eine kleinste Zahl T > 0 (die Periode 
von u) mit 


ut+T)=uft) für alle t. 


Der zugehörige Orbit ist also geschlossen. 
(c) u ist konstant. 


Im Fall (a) und (b) ist die Kurve u regulär, d.h. der Tangentenvektor ü(t) 
verschwindet nirgends. Im Fall (b) und (c) ist die Lösung für alle t definiert. 


BEWEIS. 
Ist ü(to) = 0 für ein to € J(n), so ist f(u(to)) = 0, also u(to) ein kritischer 
Punkt, und nach dem Eindeutigkeitssatz folgt u(t) = u(to) für alletEeR. 


Sei jetzt also u nicht stationär und auch nicht injektiv, etwa u(to) = u(tı) für 
zwei Parameterwerte to <tı aus J(n). Setzen wir v(t) = u(to +), so ist v eine 
auf I := J(n) — to definierte Lösung mit v(0) = v(r), r=tı -to > 0. Daher 
existiert 


T:=inffteI|t>0, v(t)=v(0)}. 
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Es gibt dann Zahlen t„ > 0 mit tn — T und v(t„) = v(0). Wäre T=0, d.h. 
tn — 0, so würde folgen 


(6) In — (Vin) - v(0)) 6, 


n—%X In 


also wären v und damit auch u stationär. Somit ist T >0 und 


v(T) = lim v(tn) = v(0). 
Nn—Oo 

Da I offen ist, ist y(£) := v(T + t) in einer Nullumgebung erklärt, und dort 
ist y(t) = f(y(t)), y(0) = v(T) = v(0). Nach dem Eindeutigkeitssatz folgt 
y(t) = v(t) = v(T +t) nicht nur in einer Nullumgebung, sondern auch auf I. 
Nunmehr können wir v zu einer 7-periodischen, auf ganz R. definierten Lösung 
fortsetzen ([üÜA], z.B. t + v(t- T) für T<t< 2T). Dies liefert eine T- 
periodische Fortsetzung von u. 














1.4 Hamiltonsche und dissipative Systeme 


(a) Ein Hamiltonsches System hat die Gestalt 


OH 
Ik = Kir = k=1;44:;, N 
Ik pr ——(q, »‚9N,P1, ‚PN) ( ’ ’ ); 
5 OH 
Pk = = 30 (Ar. »@N Pl)... PN) (k=1,...,N), 
Ik 


hierbei ist H:R?F!I>N-R eine C?-Funktion, die Hamilton-Funktion. 


H ist längs jeder Lösung t > (q(t),p(t)) = (q(t),...,pn(t)) konstant, 
denn nach der Kettenregel gilt 


Ha). P) =D (Fetat),P)) an) + Zap) ee) = 0. 


ze 0173 


Aus Sicht der Mechanik ist das der Energieerhaltungssatz; die Konstante E 
heißt Gesamtenergie der betreffenden Bahn. Allgemein nennen wir Funktionen, 
die auf den Lösungen einer DG konstant sind, erste Integrale oder Erhal- 
tungsgrößen. Der Fall N =1 wird in Abschnitt 3 diskutiert. 


Eine weitere Eigenschaft Hamiltonscher Systeme ist die Divergenzfreiheit des 
zugehörigen Vektorfeldes. Bezeichnen wir dieses mit f, so gilt wegen H € C?(9) 


N 
9° OH (0) OH 
div = fee leh 


Für divergenzfreie Systeme gilt der Satz von Liouville über die Volumentreue 
des Flusses, vgl. 6.3. 
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BEISPIEL: Das ungedämpfte Pendel. Die Winkelauslenkung yp(t) aus der 
unteren Ruhelage genügt der DG 


ö+w?sinp=0 mit w= /g/l. 


Durch Umskalierung q(t) := p(t/w) erhält diese die Gestalt {+ sing = 0; das 
zugehörige System 1. Ordnung lautet 9=p,P = —- sing. Dieses ist hamiltonisch 
mit der Hamilton-Funktion 


H(q,p) = 3p? —- cosq +c. 


Die Konstante c wählen wir so, dass minH = H(0,0) = 0 wird, setzen also 
c=1. Dann lautet der Energierhaltungssatz 


Sp? +1-cosq=const=E längs jeder Lösung t + (q(t),plt))- 
(b) Das gedämpfte Pendel wird bei einer zur Geschwindigkeit proportiona- 
len Dämpfung durch die DG d+D(gq)dg+sing=0 bzw. das System 

g=p, B=-D(qp-sing 


beschrieben. Dabei ist D(q) > 0 ein von der Auslenkung q abhängiger Dämp- 
fungsfaktor. Für das zugehörige Vektorfeld £f(q,p) = (p,-D(g)p - sing) gilt 


div f(q,p) = Dig) < 0. 


Allgemein heißt ein System y=f(y) mit divf<0 gedämpft oder dissipa- 
tiv. Gedämpfte mechanische Systeme werden häufig durch Differentialgleichun- 
gen 


R OH : ea, 
de = 7, =—(Q,P), Dr = 4 - Dada 


beschrieben. Für das zugehörige Vektorfeld f ergibt sich 


div f(q,p )=- I Dita )<0, 


falls Spur (D) > 0. Weiteres zu gedämpften Systemen in 5.5, 5.6. 


1.5 Linearisierung in Gleichgewichtspunkten 


Sei xo ein Gleichgewichtspunkt eines autonomen Systems 
ea ei: 
d.h. f(xo) = 0. Da f in xo differenzierbar ist, gilt mit A := Df(xo) 
f(xo+h)=Ah+R(h), wobei im R(h)/|ihll =D. 
—_ 


Verläuft die Lösungkurve t > u(t) nahe bei xo, so gilt für v(t) := u(t) — xo 
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v(t) = üft) = f(uft)) = f(xo + v(t)) = Av(t) + R(v(t)), 


d.h. mit guter Näherung v = Av. Dies legt es nahe, eine Verwandtschaft des 
Phasenbildes von (x) nahe xo mit dem Phasenbild des linearisierten Systems 


a) year 
nahe O zu vermuten. Eine allgemeine Auskunft gibt der 


Linearisierungssatz von Grobman-Hartman (1959/60). 


Es sei xo ein hyperbolischer Gleichgewichtspunkt des Systems (x); d.h. die 
Matrix A= Df£f(xo) besitze keine rein imaginären Eigenwerte. 


Dann ist das Phasenbild des Systems (x) nahe xo dem Phasenbild der Lineari- 
sierung (**) nahe O in folgendem Sinne ähnlich: 


Es gibt Umgebungen U von xo, V von O und eine bijektive, stetige Abbildung 
h:U- V mit stetiger Umkehrabbildung h”', so dass 


plt,m) =h"(e him) für ne U 
gilt, solange die rechte Seite Sinn macht. 


BEMERKUNG. Dass h ein Diffeomorphismus ist, ist ohne weitere Zusatzvoraus- 
setzungen nicht gesichert. Für Beispiele, eine Diskussion dieses Satzes und den 
Beweis verweisen wir auf HARTMAN [20], IX:7, IX:12. 


Der qualitative Verlauf der Lösungen von (*) in der Nähe hyperbolischer Gleich- 
gewichtspunkte läßt sich hiernach durch das Verhalten der Lösungen des linea- 
risierten Systems (**) beschreiben. Ein Beispiel wird in Abschnitt 3 gegeben. 


Anders steht es bei nicht hyperbolischen Gleichgewichtspunkten. Dazu ein 
1.6 Beispiel. Für das System 
iı=zo+ caı(ai +22) ‚, I =-cHt cx2(2} +22) R 


ist (0,0) der einzige Gleichgewichtspunkt. Das linearisierte System y = Ay hat 


die Matrix A= er 5) mit Eigenwerten i, —i; dessen nichtstationäre Orbits 


sind im Uhrzeigersinn durchlaufene Kreise mit Mittelpunkt (0,0) [EA]. 
Die nichtkonstanten Lösungen des Originalsystems besitzen Darstellungen 


zı(t) = r(t) cos&(t), xzalt) = r(t) sin Oft). 
Für solche, oft sehr nützliche Polardarstellungen gilt 
zsıdtı tmada =rr, ZTıda — Xaiı = r?ölt). 


Im vorliegenden Fall ergibt sich 








& n 4 3 3 2 
zııı Fo5opR =-e”, bo - ma = -, 
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also © = -1 und F = cr’. Lösen wir diese separierte DG, so erkennen wir 
[üA]: Für ce > 0 wächst r(t) monoton und wird in endlicher Zeit unbeschränkt. 
Für ce < 0 ergibt sich ‚im r(t)=0. 

Das Phasenbild des Eee een Systems besteht für jedes c #0 aus Spiralen, es 
besteht also keine Ähnlichkeit mit dem Phasenbild der Linearisierung. Die ge- 
schlossenen Orbits des linearisierten Systems brechen schon bei kleinen Störun- 
gen zu Spiralen auf! 


2 Phasenportraits linearer Systeme in der Ebene 


2.1 Transformation auf reelle Normalform 
Im Hinblick auf das Prinzip 1.5 der Linearisierung studieren wir als erstes die 
Phasenportraits linearer 2 x 2-Systeme y = Ay mit AZ0. Wir stellen im fol- 
genden die wichtigsten Typen vor. Um diese systematisch erfassen zu können, 
nehmen wir mit einer reellen, invertierbaren Matrix $ eine Koordinatentrans- 
formation 

y=5x, x=S"'y. 
vor. Das System y = Ay ist dann äquivalent zum System 


(*) *=Bx mit B=ST'AS. 


Wir zeigen anschließend: Durch passende Wahl von S läßt sich immer erreichen, 
dass B eine der drei Normalformen 


( Aı 3 ( A 1 ) -—0 -w 
0 Aa)’ 0 A)’ w -0 
mit reellen Einträgen annimmt. Skizzieren wir in jedem dieser drei Fälle die 


möglichen Phasenportraits für (*), so entstehen diejenigen für y = Ay als Bilder 
unter der linearen Abbildung x > Sx. 


2.2 Reell-diagonalähnliche Matrizen 
Sei A diagonalähnlich über R, also S1AS = (6: a) Das System (x) 


&ı = Aızı, ü2a=Aara2 hat die Lösungen zı(t) = &ı erıt ‚ z2(t) = &et2t. 


Für &-&#0 erfüllen die Orbits die Gleichung |xı|??|&]" = [za] &ı|??. 
(a) Für A2 <Aı < 0, also k := 2 > 1 lautet diese Gleichung 


|x2| = c|aıl* mit k:= 32 >; .e= l&l- l&al*. 


Beachten wir noch, dass zı(t)? + xa(t)? für t— 00 monoton gegen Null geht, 
so erhalten wir für x= Bx das linke und für y= Ay das rechte der folgenden 
Phasenportraits 
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x2 


xı 


Wir sprechen von einem echten oder 
zweitangentigen Knoten im Ursprung. 
(b) Im Fall Aı = Aa < 0 erhal- 
ten wir für (x) das nebenstehende Por- 
trait, das unter linearen Abbildungen 
unverändert bleibt. Wir sprechen von 
einem Sternpunkt. 

(c) Im Fall O<Aı < Aa erhalten wir 
dieselben Phasenportraits, nur mit um- 
gekehrtem Durchlaufsinn. Das ergibt 
sich durch Zeitumkehr iA]. 
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VL 
N 


N 





(d) Ist Aı <O und A2 = 0, so ergibt sich folgendes Phasenportrait für (x) und 


rechts daneben ein lineares Bild hiervon. 


k%T2 


ei yı 


ON 





Die kritischen Punkte bilden eine Gerade (entarteter Fall). Für 0 = Aa < Aı 
erhalten wir dasselbe Phasenportrait, nur mit umgekehrtem Durchlaufsinn. 
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e m Fa 2 <0O<Aı setzen wir —= -Z=.Ist &ı =17ı , so gilt für 
Im Fall \2 <0<A Be 2.1 0) #0 ilt fi 
die Lösungen 





2. = EC Izı|* mit k>0 undc = +& al". 





Bei den folgenden Phasenportraits wird der Ursprung ein Sattelpunkt genannt. 


FAN 


2.3 Nichtdiagonalähnliche Matrizen 





Ist A nichtdiagonalähnlich über C, so besitzt A nur einen einzigen und damit 
reellen Eigenwert A. Wir betrachten den Fall A < 0. Nach 83:2.9 gilt 


A 1 


—: _ 
© 15 = () A 


) mit einer geeigneten invertierbaren Matrix $. 


Die Lösungen des zu S”!AS gehörigen AWP 


&ı = Amı+z2, (0) = & 
x2 = Axa ’ x2(0) = & 


erhalten wir, indem wir erst die letzte Gleichung lösen und mit dieser Lösung 
in die erste Gleichung gehen. Variation der Konstanten ergibt 


zılt) = (ii t+&t)e”, malt) = &et. 
(Dasselbe Ergebnis ergibt sich aus $3:1.6 (a).) Im Fall & #0 ist 


1_Qı+&t M 1 
&2(t) x2(t) NE &2 >% 
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Für große Werte von t haben xı(t) und x2(t) dasselbe Vorzeichen, nämlich das 
von a. Ferner strebt &a(t)/&ı(t) für t— oo von oben her gegen Null. Das ergibt 
folgende Phasenportraits mit dem Ursprung als unechtem oder eintangentigem 
Knoten. 


== | 
m 


Der Fall A>0 ergibt sich durch Zeitumkehr. 
Diskutieren Sie den Fall A =0. 








2.4 Nichtreelle Eigenwerte 


Wir nehmen an, dass A = —o+iw mit w > 0 ein Eigenwert von A ist. Dann hat 
A zwei verschiedene komplexe Eigenwerte A, A, ist also diagonalähnlich über ©. 
Ist w=u+iv mit ,veR? ein Eigenvektor zum Eigenwert A, so ist u- iv 
ein davon linear unabhängiger Eigenvektor zum Eigenwert \, also gilt v0. 
Dann sind u,v linear unabhängig über R, denn im Fall u= av wären auch 
u-+iv Vielfache von v. Aus Aw = Aw folgt durch Vergleich von Real- und 


Imaginärteil 





Au = -ou-wv, Av=wu-ov. 


Bezüglich der Basis (u, v) des R? hat T:x— Ax also die Matrix 


ga “ 2) =: B, 
u 


wobei S die Spalten u und v hat. Die Matrix B ist also der Prototyp aller reellen 
2x 2-Matrizen mit nichtreellen Eigenwerten. 


Die Gleichung x = Bx für x = (xı,t2) bedeutet bei komplexer Schreibweise 
z(t) = ı(t)+ixa(t) einfach 2(t) = Az(t), also ist z(t) = z(0) e”*. Schreiben wir 
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z(0) = re‘, so erhalten wir als allgemeine reellwertige Lösung von x = Bx 


zı(t) = re” cos(wt+p), zalt) = re” sin(wt + p). 


Wir erhalten im Fall o = 0 die Phasenportraits einer periodischen Bewegung. 


ko A ya 


71 Yı 





Das ist neben dem entarteten Fall 2.2(d) der einzige, wo der Gleichgewichts- 
punkt (0,0) (hier Zentrum genannt) nicht hyperbolisch ist. Im Fall o > 0 
erhalten wir einen Spiralpunkt (Wirbelpunkt): 





x2 











Im Fall o< 0 drehen sich wieder die Richtungspfeile um. 


3 Die Differentialgleichung & = F(x) 
3.1 Physikalische Deutung 


Wir deuten die DG & = F(z) als Newtonsche Bewegungsgleichung eines Teil- 
chens mit einem Freiheitsgrad unter dem Einfluss einer nur vom Lageparameter 
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x abhängigen Kraft F. F sei C'-differenzierbar auf einem offenen Intervall I. 
Das zugehörige System 1. Ordnung 

A &2=y,ü=F() m2=IxR 


ist hamiltonsch mit der Hamilton-Funktion 
1,2 r 
H(z,y) = a3y° +U(e), U(e) = - [ F(e)ds. 
zo 


Für U und damit für 7 haben wir eine additive Konstante frei, demgemäß 
können wir über zo € I noch verfügen. 


3.2 Energieniveaulinien und implizite Lösungsformel 
Seit (z(t),y(t)) eine Lösung von (H) mit x(to) = zo. Der Energieerhaltungs- 
satz 1.4 liefert 

3 y(t)” + U(x(t)) = const =: E. 


Der Orbit liegt also in der Niveaumenge 
1 
N={@y)EIxR| Ha) zy’+U@)=E). 


Liegen auf N keine kritischen Punkte, (y,F(xz)) # (0,0) für alle (x,y) € N, 
so kann N lokal durch Gleichungen y = yp(x) bzw. x = ıb(y) mit geeigneten 
C°-Funktionen p bzw. ı) beschrieben werden (Satz über implizite Funktionen, 
Bd.1,822:5.5). Die Auflösung nach y ergibt y= ‚/2(E —- U(x)) in der oberen 
und y= — ‚/2(E — U(x)) in der unteren Halbebene. Somit erhalten wir 


&(t) = Y2(E-UV(z(t))) oder &(t) = -Y2(E-U(el))). 


Diese separierte DG führt nach bekanntem Muster (Bd.1, $13:3) auf die im- 
plizite Lösungsformel 


x(t) 
vo ds 
-u=+ ———  —,; 
2(E-U(s)) 





zo 


In den meisten physikalisch interessanten Fällen (z.B. beim ungedämpften Pen- 
del mit U(s) =1-coss) läßt sich für den Integranden keine Stammfunktion 
in geschlossener Form angeben, geschweige denn eine explizite Auflösung nach 
x(t). Dennoch können wir wichtige Aussagen über das qualitative Verhalten der 
Lösungen machen, wie im folgenden ausgeführt wird. 
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3.3 Periodische Bewegung in einer Potentialmulde 
Das Potential besitze im Intervall [a,b] C / eine Mulde: 

U(a) = U(b) =: E, 

U(x) <E füra<ı<b, 

U’(a) <0O und U’(b) >0. 
Gemäß 3.1 setzen wir U(xo) = 0 an einer Minimumstelle xo von U. Wir betrach- 
ten im folgenden Lösungen t > (xz(t),y(t)) des Systems (H) © =y, y = F(x) 
mit Gesamtenergie E. 
SATz. Jede auf dem Energieniveau E 
startende Lösung ist periodisch, besitzt 4 
die volle Niveaumenge E 
N={@y)|H(iay)=E, a<ı<sb} 


als Orbit und durchläuft diesen im Uhr- 
zeigersinn. Die Periode ist 


b 
T= an 
‚DE=VU). y y= Y2(E - Ua) 


Wir können uns die Verhältnisse veran- 
schaulichen, indem wir uns eine Kugel 
vorstellen, die auf der Konturlinie von ” 
U rollt und in der Höhe E losgelassen 
wurde. Abnahme der potentiellen be- 


wirkt Zunahme der kinetischen Energie y=-y2ME-U(e)) 
und umgekehrt. 





BEwEIS. 
Es genügt, die Lösung mit x(0) = zo, y(0) = V2E zu betrachten. Denn ist 
diese periodisch und durchläuft ganz N, so erreicht sie jeden auf N gelegenen 
Startpunkt. 
(a) Die Lösung existiert für alle Zeiten. Denn x(t) kann das Intervall [a,b] 
nicht verlassen, andernfalls wäre U(x(t)) > E wegen U’(a) < 0, U’(b) > 0, 
im Widerspruch zu (z(t),y(t)) € N. Also bleibt (z(t),y(t)) in der kompakten 
Menge [a, b] x [-V2E, vV2E], und die Behauptung folgt aus dem Kompaktheits- 
satz 1.1 (ec). 
(b) Offensichtlich liegt N symmetrisch zur x-Achse. 

b 
(c) Konvergenz des Integrals SE U(s))) ds. Nach Voraussetzung 


über U’ können wir 6 > 0 so wählen, dass U’(x) > 3U’(b) > 0 für 1-6 <x<b. 
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Daher ist 2(E —- U(s)) = 2(U(b) — U(s)) = 2(b - s)U’(9) > (b— s)U’(b) für 
s € ]b- 6,b[, und der Integrand hat in einer Umgebung von b die Majorante 
((b- s)U’(b)) 
gilt am linken Randpunkt a. 


(d) Der Teil von N in der oberen Halbebene y > 0 wird voll durchlaufen. 
Nach 3.2 gilt mit to = 0 


—1/2 5 —1/2 
. Daher existiert [ (2(E -U (s))) ds. Entsprechendes 


co 


z(t) 
ds 


zul 


zo 


et = 


solange &(t) = y(t) = /2(E - U(z(t))) > 0 gilt, d.h. solange die Lösung in der 
oberen Halbebene verbleibt. Nach (c) ist die rechte Seite von (*) beschränkt, 
solange xz(t) im Intervall Ja, b[ bleibt. Daher kann (x) weder für beliebig große 
noch für beliebig kleine t bestehen bleiben; irgendwann muss also die Lösung 
die obere Halbebene verlassen. Aus y(t) = 0 folgt U(x(t)) = E, also nach 
Voraussetzung über U entweder x(t) =a oder x(t) = b. Wegen &(t) > O für 
y(t) > 0 gibt es somit ein erstes t2 > 0 mit x(t2) = b und ein erstes tı <O 
mit xz(tı) = a. Nach dem Zwischenwertsatz nimmt x(t) in [tı,t2] jeden Wert 
aus [a,b] an und zwar genau einmal, denn nach Konstruktion von tı,t2 ist 
&(t) > 0 in ]tı,t2|. Da der obere Teil von N die Gleichung y= /2(E —- U(x)) 
mit a<xz<b erfüllt, wird dieser von der Lösung voll durchlaufen, und zwar 
wegen &(t) >0 von links nach rechts. 


(e) Periodizität der Lösung. Aus (x) folgt 


b 
ı-h = ST mit T:= 2 [ ((E-U(s))) "” ds,. 


a 


Nun liefern u(t) := x(2t2 — t), v(t) = —y(2t2 — t), wie leicht nachprüfbar ist, 
eine nach (a) für alle t definierte Lösung des AWP 


ü=v, d= F(u), ult) = xt), v(t2) = ylte) = 0. 
Nach dem Eindeutigkeitssatz folgt u(t) = x(t), v(t) = y(t), insbesondere 


xz(tı +T) = ultı +T) = z(tı), ebenso y(tı 


T) = -yttı) = y(hı). 


Wie im Beweis 1.3 (b) folgt, dass x und y beide T-periodisch sind. Nach Wahl 
von tı und ta ist 7’ die kleinste Periode. Aus Symmetriegründen (vgl. (b)) 
durchläuft (u(t),v(t)) für t? <t<t2+3T =tı+T den unteren Teil von 
N, diesmal von rechts nach links. 
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3.4 Phasenportraits in der Nähe von Gleichgewichtspunkten 


Sei (20,0) ein Gleichgewichtspunkt von (H), also U’(xo) = —F(xo) = 0. Ferner 
sei U”(xo) # 0. Wir setzen wieder das Potential an der Stelle zo auf Null. Dann 
gilt folgender, am Ende von 3.4 bewiesener 

Hınrssatz. Es gibt eine C!-dif- 

ferenzierbare Funktion h in einer Null- 

umgebung mit | U(x + x0) | = 4h(x)? U 


und h’(0) = Y |U”(xo)|. 


Wir betrachten die Orbits für Energie- 
werte O<|E| <1 ergibt sich in jedem 
Fall eine stationäre Lösung (zo, 0). 

(a) Im Fall U”(xo) > 0 kann es nur 
für E > 0 Lösungen geben. Für kleine 
E > 0 sind diese nach 3.3 periodisch. 
Die Niveaulinien erfüllen die Gleichung 


h(x- 2) +y = 2E, 





sind also für kleine Energiewerte diffeo- 
morphe Bilder von Kreisen. 


[\ 


(b) Im Fall U”(xo) < 0 ist der Graph 
von H in der Nähe von (x0,0) sattel- xo 
artig. Für Energiewerte 0 <|E| <1 
erfüllen die Orbits jetzt die Gleichung U 


8 


yY—-h(z- 20)” = 2E, 


sind also diffeomorph verbogene Hy- Ya 
perbeln. Die vier Linien mit den Glei- 


chungen y = h(xz - x), bzw. y = Su, 
h(z — xo) für 2 > xo, bzw. x < xo 
heißen Separatrizen. 


Verifizieren Sie den eingezeichne- . 
ten Durchlaufsinn der Orbits. 
Die Aussage (b) stellt eine schwache SP \ 


Form des Linearisierungssatzes 1.5 dar. 





Das an der Stelle (20,0) linearisierte System lautet 
L) ü=vü=w’u mit w= /-U”(xo); 


dessen Orbits wurden in 2.2 dargestellt. 
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Der Diffeomorphismus 


k 
Yy ® Yy 
bildet lediglich Orbitstücke von (H) als 


Mengen auf Orbitstücke von (£) ab. 


(c) Die nebenstehende Skizze fasst das 
Ergebnis der bisherigen Diskussion zu- u 
sammen. 








BEWEIS des Hilfssatzes. Es genügt, den 

Fall U”(z0) <0 zu behandeln; im Fall 

U”(xo) > 0 betrachten wir —U statt 

U. Wegen U’(xo) =0 gilt 7 
1 


U’(zo+2) = f ZU’(xo + tx) dt 
0) 





zU”(zo+tz)dt = x f(x), 


ou 


1 

wobei f(x) := [ U”(xo + tx) dt als Parameterintegral in einer Nullumgebung 
f) 

stetig ist und f(0) =U”(xo) gilt. en erhalten wir vn U(xz0) =0 


1 
U(xzo+2) = [ ZU(xo + tx) dt = [av (ur in)at= tft) dt 
0 0 0 


-t2?g(x) mit g(x) := after (tx) 


a 


Es gilt 
3(0) = - f(0) = -U”(z) > 0 und g(e) = 9(0). 
Wir wählen ein e>0 mit g(z) >0 für |x| <e und setzen 
h(x) := x /g(z) für Je|<e. 
Dann existiert h’(0) = un h(z)/x = Vs(0) = ,/-U”(xo). Nach Konstruktion 
gilt Ulzo+x) = -zhle )” <0 für 0<|x| < &, also ist h dort C?-differenzierbar. 
Aus h(z)h’(z) = -U’(xo +2) für O<|x| <e folgt schließlich 
een ei late _ leo) 
20 «0 h(x) x (0) 





= h(0). m 


AUFGABE. Drücken Sie für einen periodischen Orbit das Zeitmittel der kineti- 
schen Energie 4 f rn 2y(t)” dt über die Periode 7’ mit Hilfe von 7’ und der durch 


den Orbit umschlossenen Fläche F aus. (Beachten Sie, dass x(t) in [0, 3,T ] 
monoton wächst und verwenden Sie die Substitutionsregel.) 
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3.5 Beschränkte Potentiale 


Wir betrachten auf ganz R. definierte, nach unten beschränkte Potentiale U. Da 
es auf additive Konstanten nicht ankommt, dürfen wir min{U(z)|zeR} = 0 
voraussetzen. 


Es gilt: 


\ 


(a) Die Lösungen mit Gesamtenergie E 
E>0 existieren für alle Zeiten. 


(b) Ist U(z) < U(b) für allex > b 
und U’(b) < 0, so durchläuft die in b 
(b,0) startende Lösung mit Gesamt- ya 
energie E = U(b) eine nach rechts of- 
fene Schlaufe; insbesondere gilt 


x(-t) = e(t), , 
u(-t) = -yÜ), 


lim z(t) = oo. 
too 





(c) Ist U nach oben beschränkt und 
E > U(x) für allex € R, so gibt es 
zwei Lösungen mit Gesamtenergie E 
ta lt), yıl)), 
t> (@2(t),y2(t)), 
die in der skizzierten Weise verlaufen: 
Bei geeigneter Festlegung der Anfangs- Yı 


werte und der Zeitkoordinate gilt Er a 


x2(t) = xı(-t), 
yet) = - yıl-t), ” 


lim z1(t) = oo, a Re > 
too 


lim zı(t) =-m. 
t>—-00 








BEWEIS. (a) Angenommen, die maximale Lösung t > (z(t),y(t)) existiere nur 
für t<T < oo. Wegen ar t)? = 2E -U(x(t)) <2E hätten wir für O<t<T 


|x(t) — x(0)| = | fäte )ds|<TV2E, |y@)| = lit)| < V2E. 


Aus dem ae 1.1(c) würde die Existenz für alle t> 0 und damit 
ein Widerspruch folgen. Entsprechend folgt die Existenz für t < 0. Nachweis 
von (b) und (c) als [UA]: Zeigen Sie y(t) > 0 für t > 0. Verwenden Sie den 
Eindeutigkeitssatz und die Formel (x) von 3.3 (d) in Verbindung mit (a). 
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3.6 Das ungedämpfte Pendel 





(a) Wir kommen auf die Gleichung des 
ungedämpften Pendels 1.4 








& = —sinz 
zurück. Das Potential mit U(0) = 0 ist 
U(z) = 1-cose. 


? 


Das Phasenportrait ergibt sich unmit- 
telbar aus den Betrachtungen 3.4 und 
3.5 (c). 

(b) Für 0<E<2 erhalten wir peri- 
odische Lösungen mit ellipsenförmigen 
Orbits. Der maximale Pendelausschlag 
ist a := arccos(1- E). 


Y 
A 


Für E = 2 besteht die Niveaumenge N = {(z,y) | H(xz,y) =2,-n<ı<rt} 
aus den beiden Gleichgewichtspunkten (—-r,0) und (r,0) und den beiden Sepa- 
ratrizen 


Cı = { (x,2cos 3) | el < a} ‚ ©= { (2, —2cos 3) | «| < a} : 
Für die auf Cı verlaufende Lösung gilt 


„im _(e(t),y()) = (7,0), lim (ett), vlt) = (m0). 
Die zu den Energieniveaus E > 2 gehörenden Lösungen entsprechen den Über- 
schlägen des Pendels. Nach der Theorie sind diese Lösungen injektiv; physika- 
lisch gesehen handelt es sich jedoch um periodische Vorgänge! Diese scheinbare 
Diskrepanz kommt daher, dass wir als Phasenraum die Ebene zugrundegelegt 
hatten. In dieser werden Zustände, deren Winkelkoordinate sich um Vielfache 
von 2r unterscheiden, als verschieden angesehen. 


Den der Physik angemessenen Phasen- 
raum erhalten wir durch Aufwickeln 
der Ebene zu einem Zylinder mit Um- 
fang 2r. In diesem Phasenraum schlie- 
ßen sich die zuletzt genannten Orbits. 

Dieses Beispiel zeigt, dass für eine ad- 
äquate Modellierung von Phasenräu- 
men Gebiete des R” nicht immer aus- 
reichen. Die hierfür geeigneten mathe- 
matischen Modelle sind Mannigfaltig- 
keiten, siehe Bd. 3, 88. 
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Aufgaben (a) Ein fester und ein an einer Feder befestigter beweglicher Magnet 

ziehen sich mit einer Kraft an, die umgekehrt proportional zum Abstandsqua- 

drat ist, und zwar gelte für die Auslenkung x aus der Ruhelage 
i+2=(£-2)”° (z<2). 

Geben Sie die Hamilton-Funktion H mit H(0,0) = 0 an, bestimmen Sie die 


Gleichgewichtslagen, und skizzieren Sie ein Phasenportrait. 


(b) Skizzieren Sie das Phasenportrait für die Gleichung 
i+2-=0. 


(Der Term x — x? kann als Rückstellkraft einer Feder mit nichtlinearer Cha- 
rakteristik interpretiert werden.) 


4 Stabilität von Gleichgewichtspunkten 


4.1 Stabile und attraktive Gleichgewichtspunkte 


Wir betrachten ein autonomes System y = f(y) auf 2 C R” mit einem 
Gleichgewichtspunkt xo € 2, d.h f(xo) = 0. 


(a) Das System heißt stabil in xo (oder xo ein stabiler Gleichgewichts- 
punkt), wenn es zu jedem & > 0 ein ö > 0 gibt mit 


|p(t,x) -xo|l| <e für alle £>0, falls |x—-xoll < 6. 


Das schließt die Existenz von g(t,x) für alle t > 0 ein. 
Das System heißt instabil in xo, wenn es dort nicht stabil ist. 


Stabilität in xo bedeutet, dass die in Nachbarpunkten von xo startenden Lösun- 
gen auf dem vollen Zeitintervall R+ kontrollierbar bleiben. Im Kontrast hier- 
zu liefert die fundamentale Theorie 82:7.4 nur die Kontrollierbarkeit auf be- 
schränkten Intervallen. 


(b) Der Gleichgewichtspunkt xo heißt attraktiv, wenn es ein 0 > 0 gibt mit 


lim p(t,x)=xo, falls |x—xol| < o. 

too 
(c) Ein stabiler und attraktiver Gleichgewichtspunkt wird asymptotisch sta- 
bil genannt. 


BEISPIELE. (i) Einteilchensysteme &=y, y= F(x). Hat das Potential in Um- 
gebung von xo eine Mulde, so ist der Punkt (z0,0) stabil, aber nicht attraktiv, 
vgl. 3.3 und 3.4. Der Kreuzungspunkt der Separatrizen in 3.4 ist ein instabiler 
Gleichgewichtspunkt. Für solche Systeme gibt es keine attraktiven Gleichge- 
wichtspunkte. Erst bei Mitberücksichtigung der Reibung kann Attraktivität ins 
Spiel kommen. Beim gedämpften Pendel beispielsweise ist die Ruhelage asymp- 
totisch stabil, vgl. 5.7 (b) 
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(ü) Es gibt attraktive Gleichgewichtslagen, die nicht stabil sind. 


Für ein von VINOGRAD 1957 angege- A 
benes ebenes System mit dem neben- 
stehend skizzierten Phasenportrait ist 
der Ursprung xo = 0 attraktiv, aber 
nicht stabil: Im ersten Quadranten 
existiert ein „größter“ Orbit mit 


t->—-0o too 


Wählen wir n wie skizziert nahe O und 
setzen e = ||n]||, so gibt es in beliebiger 
Nähe von O0 Punkte x auf dem Orbit 
durch n mit { olt,x)|t>0}% K.(0). 
Näheres hierzu in Hann [18] 8 40. 





(ii) Klassifizieren Sie die Gleichgewichtslagen in Abschnitt 2. 


4.2 Das Stabilitätsverhalten linearer Systeme 


Satz. Für ein lineares System y = Ay ist der Nullpunkt 


(a) asymptotisch stabil genau dann, wenn alle Eigenwerte von A, d.h. alle kom- 
plexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms, negativen Realteil haben, 
(b) stabil genau dann, wenn ReA <0 für jeden Eigenwert A von A gilt und 
im Fall ReA = 0 die geometrische Vielfachheit von A mit der algebraischen 
übereinstimmt. 

(c) Gilt ReA< o für alle Eigenwerte A von A, so gibt es eine Konstante c>1 
mit 


tA 


le'’n]| < ce" ||| für alle ne R”, t>0. 


Diese Aussagen ergeben sich aus 8$3:2.7, 2.8, 2.10 [üA]. 


4.3 Das Prinzip der linearisierten Stabilität (Eigenwertkriterium) 


SATZ (LJAPUNOW, POINCARE 1892). Für einen Gleichgewichtspunkt xo des 
Systems y=f(y) sei A= Df(xo) die Matrix der Linearisierung. Dann gilt: 
(a) xo ist asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte von A negative Realteile 
haben. 


(b) Gibt es einen Eigenwert mit positivem Realteil, so ist xo instabil. 


Der Satz ist eine unmittelbare Folge des Linearisierungssatzes 1.5 und der Stabi- 
litätsaussagen 4.2 für lineare Systeme. Da der Beweis des Linearisierungssatzes 
aufwendig ist, geben wir für die Aussage (a) einen elementaren Beweis, der 
auf PERRON 1929 zurückgeht. Einen Beweis der zweiten Behauptung 4.3 fin- 
den Sie in HIRSCH-SMALE-DEVANEY [10] Ch. 9,82, WALTER [12] 829 VIII oder 
CODDINGTON-LEVINSON [17] Ch. 13, Sec. 1. 
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BEWEIS der Aussage (a). 
O.B.d.A. sei xo = 0. Wir setzen 20 := max{ReA\ | X ist Eigenwert von A} < 0. 
(i) Nach 4.2 (c) gibt es eine Konstante ce > 1 mit 
le''nl| < ce**|m|| für alle ne R” und t>0. 
(i) Da f an der Stelle O differenzierbar ist, besteht die Zerlegung 
f(y)=Ay+g(y) mit lim m =0. 
y-0 yl 
Zu jedem e > 0 gibt es daher ein d>O mit (c+1)ö <e und 
Iyi <ö — IsW)ll <s ellyli. 


(ii) Sei 0<e< -op/2c und ö wie oben gewählt. Wir zeigen: 


Für ||x|| < ö/c kann y(t) := p(t,x) für wachsendes t > 0 die Kugel K5(0) 
nicht verlassen, existiert also für alle t>0. Ferner gilt 





Iy@)ll < ellxllet*' < elxll <ö<e für t> 0. 
Das bedeutet wegen o<0 Stabilität und Attraktivität. 


Zum Nachweis fixieren wir ein x mit ||x|| < ö/c < ö und betrachten einT € J(x) 
mit y(t) = pl(t,x) € Ks(0) für O<t<T. Die nach (ii) bestehende Gleichung 


yt) = Aytt)+sy{)) 
fassen wir als inhomogenes lineares System auf und erhalten durch Variation 
der Konstanten (vgl. 83:1.4) 
t 
y(t) = ex + [ei g(y(s))ds. 
0 


Für 0<t<T folgt daraus mit (ii) und durch zweimalige Anwendung von (i) 


N 


Iy@ll < Ile? xl + [Ile g(yCo))ilds 
0 


IA 


t 

ce? |x|| +ec fe"? *|y(s)llds, 
0) 

also 


t 
ee lyill < elxI+zc fe”**liy(s)lids- 
0 
Mit dem Gronwall-Lemma 8 2:4.2 ergibt sich 
ee lyill < ellxIle**, 


und wegen ec < —o/2, o>0, c||x|| < 6 folgt 
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Iy@)ll<elx|le?°' <ö<e für 0<t<T. 


Somit kann y(t) in keinem Intervall [0,T[ C J(x) den Rand von Ks(0) errei- 
chen. Damit sind die Behauptungen bewiesen. 














4.4 Grenzen der Linearisierungsmethode 





Das Eigenwertkriterium gestattet es, unter geeigneten Voraussetzungen auf 
asymptotische Stabilität oder auf Instabilität zu schließen. Für Systeme, bei 
denen die linearisierte DG stabil, aber nicht asymptotisch stabil ist, sagt es 
nichts aus. 


(a) Dass in solchen Fällen alles möglich ist, zeigt das Beispiel 





hn=yptenulitp), w=-yten(yitp): 
Die Linearisierungsmatrix im Nullpunkt ist für alle c durch 


A=l 1 5): 


-—1 0 


gegeben. Die Eigenwerte von A sind i und -i, also ist das linearisierte System 
nach 4.2 im Nullpunkt stabil, aber nicht attraktiv. Für r := /y? +1, ergibt 
sich wie in 1.6 die DG 7 = cr* A], so dass für ce < 0 asymptotische Stabilität, 
für c>0 aber Instabilität vorliegt. 


(b) Für Hamiltonsche Systeme gibt das Eigenwertkriterium nichts her. Dies 
zeigt schon das Beispiel von Abschnitt 3 


&=y, y=F(x)=-U’(r). 





Hat U an der Stelle xo einen Tiefpunkt mit U(xo) = w? > 0, so ist der Gleich- 
gewichtspunkt (x0,0) nach 3.4 (a) stabil, aber nicht attraktiv. Die Linearisie- 
rungsmatrix A an der Stelle (x0,0) ist 


A=|(.n%h 


-w2 0 





Diese besitzt die imaginären Eigenwerte tiw. 


Für Gleichgewichtspunkte hamiltonscher Systeme läßt sich zeigen, dass das Ei- 
genwertspektrum der Linearisierung immer punktsymmetrisch zum Nullpunkt 
liegt, so dass sich mit Hilfe von 4.3 allenfalls über Instabilität entscheiden läßt. 


5 Die direkte Methode von Ljapunow 


5.1 Ljapunow-Funktionen 


Die Ljapunowsche Methode zur Untersuchung der Stabilitätseigenschaften eines 
Gleichgewichtspunkts xo des Systems y=f(y) besteht darin, eine Funktion V 
mit folgenden Eigenschaften zu bestimmen: 
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V ist in einer Umgebung No CD von x%o stetig differenzierbar, 
V(x) =0, 

V(x)>0 fürxe9o undx?Z#xo, 

V(x):=(VV(x),f(x)) <0O in Mo. 


Eine solche Funktion heißt Ljapunow-Funktion für den Gleichgewichtspunkt 
xo. Gilt zusätzlich 


(VV(&),f(x)) <O für xe No, xx, 


so wird V eine strenge Ljapunow-Funktion für xo genannt. 


Die für Stabilitätsuntersuchungen entscheidende Eigenschaft einer Ljapunow- 
Funktion besteht darin, dass diese längs jeder Lösung u abnimmt: 


() 3 Vlult)) = (VV(ul)),ült)) = (VVlult)), Eul))) < 0, 


solange u(t) in No bleibt. Der Zusammenhang dieser Eigenschaft mit der Stabi- 
lität in xo wird wie folgt plausibel: Für jedes e > 0 ist .=!xe Mm |V(x)<e} 
wegen V(xo) = 0 eine Umgebung von xo. Da xo die einzige Nullstelle von V in 
No ist, ziehen sich die Mengen 2): für <e— 0 aufxo zusammen. Ist N. kompakt, 
so verläßt jede einmal in 02. eintretende Lösung u für wachsendes t diese Menge 
nicht mehr, denn es gilt 


V(u(lt)) < V(u(0)) <e für t>0. 


Daraus folgt die Existenz von u(t) für alle t > 0 und die Stabilität. Bei strengen 
Ljapunow-Funktionen V ist 4V(u(t)) < 0. Wir machen plausibel, dass dann 
‚im V(u(t)) =0 und daraus wieder 
lim u(t) =xo 
t—00 
folgt. Letzteres beruht darauf, dass 
V die Rolle einer krummlinigen Ab- 
standsfunktion zum Punkt xo spielt. 
Das übrige machen wir uns anhand der 
Figur klar: 


VV(x) ist ein äusserer Normalenvek- 
tor der Niveaumenge {V = e}. Wegen 
(VV(x),f(x)) <O dringen die Punk- 
te u(t) durch den Rand {V = e} in 
die Umgebung {V <e} ein. 

Diese Plausibilitätsbetrachtungen 


werden durch die folgenden Sätze 
bestätigt. 
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5.2 Der Stabilitätssatz von Ljapunow 

(a) Existiert für einen Gleichgewichtspunkt xo des Systems y = f(y) eine 
Ljapunow-Funktion V, so ist xo stabil. 

(b) Ist V eine strenge Ljapunow-Funktion für xo, so ist xo asymptotisch stabil. 


Anwendungen dieser Aussagen folgen in 5.4-5.7. 


BEWEIS. 

(a) Wir dürfen xo = O0 annehmen. Die Ljapunow-Funktion V sei in einer 
Umgebung No des Nullpunkts definiert. Wir wählen ein r >0 mit K,(0) C ®o. 
Für vorgegebenes e>0 mit O<e<r ist S. = {x | |x|| = e} eine kompakte 
Teilmenge von Ro, und V ist dort positiv. Also existiert 


m(e) := min{V(x) |x& $.} > 0. 





Da V im Nullpunkt stetig ist, gibt es ein d mit O<d<e und 
Ix|| <d — V(x) <m(e). 


Für ||x|| < 6 fällt t> V(Y(t,x)) monoton. Also bleibt V(o(t,x)) < m(e) für 
wachsendes £ > 0, und Y(t,x) kann die Sphäre S. nicht erreichen, denn dort 
ist V(x) > m(e). 

Für ||x|| < ö existiert nach dem Kompaktheitssatz also g(t,x) für alle t>0 
und erfüllt die Bedingung ||p(t,x)|| < e. 


(b) Nach (a) gibt eszus=r einomit O<o<r und 
Ix||<o — ||p(t,x)|| <r für alle t>0. 

Wir behaupten: Für ||x|| < o gilt sogar ‚im plt,x)=0. 

Sei € ]0, o| vorgegeben. Nach (a) gibt es ein ö € ]0,e| mit 

9) Im <d — Ip mll<e für alle t>0. 


Wir zeigen: Zu jedem x mit ||x|| < o gibt es en T > O mit ||p(t,x)|| < e für 
t > T. Im Fall ||x|| < ö folgt das aus (x) mit T = 0. Sei also 6 < |x|| < e. 
Wegen o<r ist nach Voraussetzung 


M = max {&V(y)=(VVO) En) Iö<Iyii<r} 
negativ. Es folgt 
7 V(plt,x)) = (VV(plt,%)), fplt,x))) <M, 


also V(p(t,x)) <V(x)+t M, solange ||p(t,x)|| > 6 gilt. Da V(y(t,x)) nicht 
negativ werden kann, muss es ein T > 0 geben mit ||(T,x)|| < 6. 

Wegen des Eindeutigkeitssatzes gilt g(t+T,x) = p(t,p(T,x)). Nach (x) folgt 
\e(t+T,x)|| <e für t>0. 
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5.3 Der Instabilitätssatz von Tschetajew (Cetaev) 


Eine Gleichgewichtslage Xo € des 
Systems y=f(y) auf D ist instabil, 
wenn es eine C'-Funktion V auf ei- 
ner Umgebung Do C N von xo und 
ein Gebiet DC No mit folgenden Ei- 
genschaften gibt: 

x € OD, 

V>0 und gV>0 in D, 

V=0 au MNMOD. 


Wir können uns das Gebiet D als krummes Halbkegelstück mit Spitze xo vor- 
stellen. Ein ebenes Beispiel liefern die Separatrizen in 3.4. 


BEweIs. 

Sei 0.B.d.A. xo = 0 und r > 0 mit K,(0) C 2o gewählt. Wir nehmen an, 
xo =0 sei stabil und geben eine mit 0<e<r vor. Dann gibt es ein ö mit 
0<ö<e und 





1) |&l<6 — RıcJ(x) und ||p(t,x)|| <e für alle t>0. 


Wir fixieren ein x€ D mit ||x|| < 6, was wegen 0 € dD möglich ist. Nach 
Voraussetzung gilt V(x) > 0, und x gehört zur Menge 


K:=tyeD|lyli<se, Vy)2VR)} C Ke(0) CM. 
K ist beschränkt und abgeschlossen: Sei y= lim y,„ mit y„ € K. Dann folgt 
|y|| se, also ye Do und somit V(y) = lim vo) > V(x). Wegen V(x) > 0 
kann y nicht auf ODN2 liegen, da de y = 0 gilt. Somit existiert 

m := min{$gV(y)|yeK}>0, 
Letzteres wegen K CD. Solange p(t,x) in K bleibt gilt 

HVlett,x)) = &V(plt,x)) 2 m, 
somit 
(2) Vlplt,x)) > Vx) +tm, 
insbesondere V((t,x)) > V(x). Wegen (1) könnten die Punkte o(t,x) € %o 
für wachsendes t die Menge K also nur über $DNNo verlassen, was aber auch 
unmöglich ist, da dort V = 0 gilt. Somit ist (2) für alle £ > O0 gültig, d.h. 


V ist auf K unbeschränkt. Damit führt die Annahme der Stabilität auf einen 
Widerspruch. 
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5.4 Erste Integrale als Ljapunow-Funktionen 


Eine C!-Funktion W : 00 — R heisst erstes Integral des Systems y = f(y) 
im Gebiet 00, wenn W (u(t)) konstant ist für jede Lösung u, solange u(t) € Mo. 
Äquivalent dazu ist die Bedingung 


%W (x) = (VW(x),f(x)) = 0 für alle xe€ 9, 


wie sich unmittelbar aus der Beziehung (x) von 5.1 ergibt. 


Die Funktion W hat an der Stelle xo ein striktes lokales Minimum, wenn 
W(xo) <W(x) für alle x xo in einer Umgebung von xo. 


Ist W ein erstes Integral des Systems y = f(y) in Do C N und hat W im 
Gleichgewichtspunkt xo € No ein striktes lokales Minimum, so ist durch x — 
W(x)-W(xo) eine Ljapunow-Funktion gegeben, also ist xo nach 5.2 (a) stabil. 


Erste Integrale lassen sich in einfachen Fällen durch geschicktes Kombinieren 
der Differentialgleichungen gewinnen. 


BEISPIEL. Das System 
z=ı-ı, y=-y+tay 


im Quadranten £ >0,y>0 hat den einzigen Gleichgewichtspunkt (1,1). Für 
Lösungen t + (x(t),y(t)) gilt 





&+y=2-y und ay+iy= a’y-ay = ayle-y), also 


Nez zy+&y ; 
+ - Ze (2 +y-log(zy))' = 0. 





Somit ist W (x, y) := 2+y-log(xzy) konstant längs jeder Lösung. Wegen logt < 
t—1 gilt ferner W(xz,y) >2= V(1,1) mit Gleichheit nur für (z,y) = (1,1). 
Somit hat W in (1,1) ein striktes lokales Minimum und ist ein erstes Integral. 


5.5 Hamiltonsche Systeme 
(a) Ist (gu,Po) eine Gleichgewichtslage des Hamiltonschen Systems 


öH öH 
y = — H 5 ) em — , k — L; ...- N 
= 5, (4P), Pr dan (4P) ( ) 


und hat F dort ein striktes lokales Minimum, so liegt eine stabile Gleichge- 
wichtslage vor. Das folgt aus 5.4 aufgrund des Energieerhaltungssatzes 


H(a(),p()) = E. 
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Eine detailliertere Aussage erhalten wir für Hamiltonen-Funktionen der Form 


H(q,p) = 5 >, mis(a)pip; + U(q) = 


%,9=1 


(P,M(qJp) + U(q), 


[SC Ben 


wobei die Matrix M(g) an jeder Stelle q positiv definit ist. Die kanonischen 
Gleichungen lauten hier 


4 = M(q)p; 
B=-3 3 (P, &M(g)p)er - VU(g). 


Wegen RangM(q) = N haben die Gleichgewichtspunkte die Form (qg,,0) mit 
VU(g) =. Hier gilt also: 


Hat U an der Stelle q, ein striktes lokales Minimum, so liegt nach (a) Stabilität 
vor, vgl. 3.4. 


(c) Hängt beim zuletzt angegebenen System M nicht von q ab und hat U an 
der Stelle q, ein lokales Maximum mit negativ definiter Hesse-Matrix U” (go), 
so ist (Qu,0) eine instabile Gleichgewichtslage. 


Wir zeigen dies mit Hilfe des Satzes von Tschetajew 5.3. Dabei dürfen wir 
o.B.d.A. gu = O annehmen. Wir wählen ö > 0 so, dass U”(g) für ||q|| < ö 
negativ definit ist, vgl. Bd.1 822:4.5 (b). Dann setzen wir 


20 := (pP) | llall <d}, D := tia,p) eo |(q,P) >0}, 
V(q,P) := (q,P): 

Eine leichte Rechnung zeigt, dass für f(q,p) = (Mhspace.75ptp, -VU(q)) 
%V(q,p) = (pP, Mp) - (q,VU(q)). 

Nach dem Satz von Taylor gilt für ||q|| < ö mit geeignetem 3 € ]0, 1[ 
U(0) = U(q) - (q, VU(g)) +3(q,U”(dq)q) 


< U(0)-(q, VU(q)), 


also 
%V(qp)>0 für (q,p) # (0,0) und |Iq|| < 6. 
Damit sind die Voraussetzungen für 5.3 erfüllt [Ga]. 
BEMERKUNG. Wie die Herleitung zeigt, genügen folgende Voraussetzungen: 


VU(g)=0 und (q-9;VÜ(g)) <O für 0<||q-g|| < 6. 
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5.6 Gedämpfte Systeme mit einem Freiheitsgrad 
Die Bewegungsgleichung 


+ D(a)d - F(q) = 0 
entsteht aus der in Abschnitt 3 behandelten DG ö = F(g) durch Einführung 
eines zusätzlichen, der Geschwindigkeit proportionalen Dämpfungsterms. Das 
zugehörige System erster Ordnung ist 


ga=Pp, B=-D(qp + F(a). 


Jeder Gleichgewichtspunkt (go,0) das ungedämpften Systems ist offenbar auch 
ein Gleichgewichtspunkt des gedämpften und umgekehrt. Für die Hamilton- 
Funktion des ungedämpften Systems, 


H(q,p) =4p? + U(g) mit U) = - | F(o)ds 


und das Vektorfeld f = (p,—D(g)p + F(g)) des gedämpften gilt 
)  rHla,p) = - D(a)p*: 
(a) Satz. Der Gleichgewichtspunkt (g0,0) ist asymptotisch stabil, wenn 
D(g) >0 und (a-@)F(ga) <O füro<|lga-n|l<1i. 
U hat in diesem Fall an der Stelle go ein striktes lokales Minimum. 
BEMERKUNG. Im Fall U”(z0) > 0 folgt die asymptotische Stabilität auch aus 


4.3. Hier geht es nicht so sehr um den Fall U”(xo) = 0, vielmehr um eine 
Demonstration der Methode von Ljapunow. 


BEWEIS. 

Nach Voraussetzung gibt es Zahlen o>0, 6 >0 mit 
D(q) 2 eo für (a -@|<ö6, 
(4-g)F(g) <O für o<|g-@|<d. 


Die zweite Eigenschaft bewirkt U’(q) = —F(gq) > 0 rechts von go und U’(g) <O 
links von go, also U(go) <U(g) für 0 <|q— g0| < 6. Deswegen und wegen (x*) 
ist H eine Ljapunow-Funktion und (90,0) damit eine stabile Gleichgewichtslage. 
Es gilt &gH(g,p) <O außer für p= 0. Um eine strenge Ljapunow-Funktion zu 
erhalten, modifizieren wir H ein wenig, indem wir 


V(a,2) = H(ap) + Jo(@- m)» + | (e- @)D(e)ds) 


setzen. Der Übergang von H nach V bewirkt ein leichtes Kippen der Tangenten 
der Niveaulinien in den Achsenpunkten (g,0) gegen den Uhrzeigersinn. 
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Dann ist V eine strenge Ljapunow-Funktion, denn wegen U(g) > U(g) = 0 
für 0<|q— g0| < 6 gilt 





V(4,p) > 3p° + 3o((a- @)p+ 30(94- )°) 
> 4 (p+3o(g-)) > 0 für (q,P) # (m,0), Ja- |<, 
und für diese (q,p) ist ([UA]) 
8V (q,2) = - (D(q) - 30) pP? + 40o(g- )F(q) < 0. 




















(b) Satz. Der Gleichgewichtspunkt (g0,0) ist instabil unter den Voraussetzun- 
gen 
D(g0)>0 und (a-g)F(q)>0 für 0o<|a-g| <1. 


U hat in diesem Fall an der Stelle go ein striktes lokales Maximum. 


BEWEIS. 


Um den Satz von Tschetajew anzuwenden, nehmen wir go =0 an und betrach- 
ten 


V(qa,p) := qp+ [sp(sas. 
0 


Wir wählen ö > 0 so, dass qF(q) > 0 und D(g) >0 für 0 <gq< 6. Dann 
zeigt eine einfache Rechnung [üA], dass 


5V(q,p) = pP? + qgF(g) >0 für Pp£0, 0<q<6. 
Mit M := max{D(g) | |g| < 6} gilt ferner 
V(4p) <ap+3Mg’ =g(p+3Mg). 


Also gilt V(q,p) <O für q > 0, p< -3M.g. Ferner ist V(q,p) > 0 und 
%V(q,p) =q>0 fü 0<qg<öÖ und p > 0. Daher besitzt die Gleichung 
V(q,p) =0 für 0<q<ö6 eine eindeutige C!-Auflösung p = p(g). Setzen wir 


9% := { (ap) | lal<ö}, D={(ap) | a>0 und p>y(q)}, 


so sind die Voraussetzungen des Satzes von Tschetajew erfüllt. 














5.7 Anmerkungen und Aufgaben 
(a) Allgemeine gedämpfte mechanische Systeme. Wir betrachten das System 


4= M(q)p, P= -VU(g)-D(q)p, 


wobei die Matrix D(q) für alle in Betracht kommenden Lagen q positiv definit 
ist. Dann gilt: Hat U an der Stelle q, ein striktes lokales Minimum, so ist (9, 0) 
eine asymptotisch stabile Gleichgewichtslage. Das ergibt sich aus dem Satz von 
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LA SALLE, der eine wichtige Verallgemeinerung des Ljapunowschen Satzes ist. 
Wir verweisen auf KNOBLOCH-KAPPEL [23] IIL.6. 


(b) Das gedämpfte Pendel. Geben Sie eine strenge Ljapunow-Funktion für die 
Pendelgleichung 


ä+ Dog + sing = 0 
in Umgebung des Gleichgewichtspunktes (2kr,0) an (D > 0 eine Konstante). 
Entwerfen Sie ein Phasenportrait. 


(c) Zeigen Sie für Gradientensysteme 
y==-vVUßy) 


mit U € C?(0): Hat U an der Stelle xo € N ein striktes lokales Minimum 
und gilt VU(x) # 0 für alle x # xo einer Umgebung von xo, So ist xo eine 
asymptotisch stabile Gleichgewichtslage. 


6 Die Sätze von Liouville und Poincare-Bendixson 


6.1 Der lokale Fluss eines Vektorfeldes 


Bisher galt unser Interesse dem Verlauf einzelner Flusslinien £ > f(t,n) des 
Systems y = f(y) auf 0. Nun beziehen wir einen anderen Standpunkt. Wir 
halten t fest und fragen, was aus einer bestimmten Menge M von Startpunkten 
nach der Zeit t wird, d.h. wie sich die Menge M, = {yf(t,x) |x € M} im Lauf 
der Zeit verhält. 


Wir betrachten also die Schar von Flussabbildungen 
®,:xH+ plt,x). 


Als Definitionsbereich von ®,; wählen wir ein Gebiet GC N mit gleichmäßiger 
Lebensspanne, d.h. wir verlangen von G, dass esein T >0 gibt mit |-T,T| C 
J(x) für alle x € G. Jedes beschränkte Teilgebiet G mit G C Q hat diese 
Eigenschaft. Denn da 0 nach 1.1 (b) offen ist, hat die kompakte Menge {0}xG 
zu ON einen positiven Abstand T, also gilt |-T,TIx GC %. 


Für das ganze Gebiet muss es keine gleichmäßige Lebensspanne geben, vgl. 
Aufgabe 6.2 (a). 


Satz. Sei G ein Teilgebiet von X und I ein Intervall mit0 € I, so das IxG 
im Definitionsbereich Ne von p(t,x) liegt. Dann ist für jedes tE€ I die Menge 


Gı := [plt,x)|xeG} 
ein Gebiet in) und 
®8,:G2G:, x» pylt,x) 


ein orientierungstreuer Diffeomorphismus. 


6 Die Sätze von Liouville und Poincare-Bendixson 129 


BEwEIS. 

(a) Nach Definition einer Lösung liegt P(t,x), soweit definiert, in Q, also gilt 
GCcN2. 

(b) Nach Definition von G ist ®;:G + Gt surjektiv. ®; ist injektiv, denn 
aus p(t,x) = plt,y) folgt x = p(0,x) = p(-t1,p(t,x)) = p(-1,plt,y)) = 
£(0,y) =y nach dem Eindeutigkeitssatz. 

(c) ©: ist C!-differenzierbar nach 1.1 (b). 


(d) Bestimmung der Umkehrabbildung ®}'. Sei ye G;,also y= p(t,x) mit 
eindeutig bestimmtem x € G. Wir setzen u(s) := p(s+t,x). Dann enthält das 
Definitionsintervall J(x)—t von u die Punkte —t und 0, und u ist eine Lösung 
von y=f(y) mit u(0)=y und u(-t) = g%(0,x) =x. Es folgt —t € J(y) und 


FH) B'y)=x=ypl-ty). 


(e) Gi ist ein Gebiet. 

Wegen der Stetigkeit von p auf N ist &;! = &_, stetig, also Gy als Urbild 
von G unter dieser Abbildung offen. 

Andererseits ist G+; als ®;-Bild der wegzusammenhängenden Menge G auch 
wegzusammenhängend, also ein Gebiet. Die C!-Differenzierbarkeit von ®;' 
ergibt sich aus der Darstellung (x) und aus dem Differenzierbarkeitssatz 1.1 (b). 


(f) Orientierungstreue. Da ®; eine C!-Umkehrfunktion besitzt, ist die Deter- 
minante det(D®,)(x) #0 für alle x e G. Die Funktion t > det(D®,)(x) ist 
bei festem x stetig in t, wie sich aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz mittels 
Induktion ergibt. Wegen ®9 = 1c ist det Ddo(x) =detE=1 für alle x€ G, 
also ist det DB;(x) positiv für alle teE I. 














6.2 Beispiele und Aufgaben 


(a) Zeigen Sie für die logistische DG y = y(1-y), dass f) J(x) = {0} gilt, 
zEeR 
und bestimmen Sie ®;(]1, 0). 


(b) Eine reelle 2x 2-Matrix A habe die rein imaginären Eigenwerte iw, —iw mit 
w>0. Verschaffen Sie sich anhand der zweiten Figur 2.4 eine grobe Vorstellung 
davon, wie sich unter der Dynamik des Systems y = Ay die ®,-Bilder der 
Strecke o = {(z,0) |0O <x<1} im Laufe der Zeit verhalten. 


(c) Wir betrachten das System y = Ay für A= (e 2) bzw. A= wi Bi 
mit w > 0. Bestimmen Sie für t> 0 und das offene Rechteck R mit den Ecken 
(0,0), (a,0), (a,b), (6,0) in beiden Fällen die Gestalt und den Flächeninhalt des 


Gebiets ®;(R). 
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6.3 Der Satz von Liouville 


Der lokale Fluss eines divergenzfreien Vektorfeldes f ist volumentreu: Für jedes 
Gebiet G C N mit gleichmäßiger Lebensspanne I (vgl. 6.1) und endlichem 
Volumen gilt Vol(®,(G)) = VolG für alle tel. 


I 
EN 


BEWEIS. 
Fürte Iund xeG sei Aı(x) = (D®;)(x). Nach 6.1 ist det Aı(x) 
Transformationssatz für Integrale (Bd.1, 823:8.1) liefert für Gr := ®, 


Vol(G:) = f[ 1d”y = [|det Aı(x)|d”x = [det Aı(x) dx. 
G: G @ 


>0 
(G 


S 


Wir behaupten, dass det A,(x) zeitlich konstant und damit gleich det Ao(x) = 
1 ist, woraus dann Vol (Gt) = 1d”x = Vol(G) folgt. In der Tat erfüllt die Ma- 


trix Ar(x) nach 1.1(b) die ee 2 Aı(x) = (Df)(p(t,x))Ar(x). 
Hieraus folgt bei festem x für die Wronski-Determinante W(t) = det Aı(x) 
nach 83:1.3 


W(t) = Spur (DELL, WI) = (div Nlplt,))WÜ) = 0. 
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BEMERKUNG. Für dissipative Systeme (divf<0) gilt Vol(Gı) < Vol(G) für 
t>0. 

Das folgt durch Modifikation des Beweises unter Beachtung von det Aı(x) <1 
[öAl. 

Wie verhält sich das Volumen Vol (G;) unter dem Fluss eines Vektorfeldes 
f mit konstanter Divergenz: div f(x) =k? 


6.4 Halbflüsse und globale Flüsse 


Von besonderem Interesse sind Teilgebiete von 0, auf denen die Flussabbildung 
®; für alle t oder wenigstens für alle t > 0 definiert ist. 


(a) Eine Teilmenge M von 9 heißt invariant (bzw. positiv invariant) unter 
dem Fluss des Vektorfeldes f, wenn für jeden Startpunkt n € M die Lösung 
e(t,n) für alle t (bzw. für alle £ > 0) definiert ist und in M verbleibt. 


BEISPIELE. (i) Jeder periodische Orbit ist invariant. 


(ii) Bei ebenen Systemen ist das Innere eines periodischen Orbits invariant, 
falls dieses zu 2 gehört. 

(iii) Für die logistische DG y = y(1-y) ist [1,o0[ positiv invariant, aber nicht 
invariant, dagegen sind die Intervalle ]0,1| und [0,1] invariant. 


(iv) Für lineare Systeme y = A(y) sind die invarianten Teilräume von der 
Form Kern (A— AE)* mit Eigenwerten A, siehe 83: 2.7. 


v) Besitzt das System y=f(y) eine Ljapunow-Funktion V, so ist die Menge 
IxeN|V(x)<c} für genügend kleine c positiv invariant, vgl. 5.1 und 5.2. 


b) Ist 00 ein invariantes (bzw. positiv invariantes) Gebiet, so können wir das 
System y = f(y) auf No einschränken. Wir bezeichnen No wieder mit Q, die 
Einschränkung von f auf 00 wieder mit f und haben dann folgende Situation: 


c) Ein Vektorfeld f auf N erzeugt dort einen globalen Fluss {®; |tEeR}, 
wenn alle Lösungen auf ganz R. definiert sind. 

Es erzeugt einen (positiven) Halbfluss, wenn alle Lösungen für £ > 0 definiert 
sind. 





(d) SATZ. Erzeugt das Vektorfeld f einen globalen Fluss, so ist 
8:29, x plt,x) 

ein orientierungstreuer Diffeomorphismus mit der Gruppeneigenschaft 
8,08, = 808, = du für steR, Bo=1n, "=. 


Erzeugt f einen Halbfluss, so gilt wenigstens die Halbgruppeneigenschaft 





2,08, =8®08&, = &,,: für st>0 und ®o=1n. 
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BEMERKUNG. Die Gruppeneigenschaft für globale Flüsse stellt eine Verallge- 
meinerung des Exponentialgesetzes $3:1.5 dar: Für ein System y = Ay mit 
konstanten Koeffizienten gilt 


8.(x)= ex und eNA= etc für steR. 


BEWEIS. 

(i) Die Halbgruppeneigenschaft von Halbflüssen ergibt sich wie folgt: Für x € 
N und festes s > 0 ist u(t) := p(s+t,x) für alle t> 0 definiert und liefert 
eine Lösung von y=f(y) mit u(0) = p(s,x). Daher gilt u(t) = p(t,%(s,x)) 
für alle t> 0. Durch Vertauschen der Rollen von s und t folgt die Behauptung. 
(i) Die Beziehung ®, od; = 8,0, = ,,: für alle s,t €E R folgt bei 
globalen Flüssen ganz analog. Für diese ist &:2—>N:CcNfürallteR ein 
orientierungstreuer Diffeomorphismus. 


Zu zeigen ist ®,(N) = N und ,' = 8, für alle se R. Sei ye9,x= 
£(-s,y) und u(t) := p(t — s,y). Dann ist u(t) eine für alle t€ R. definierte 
Lösung mit u(0) =x und u(s) =y. Daraus folgt u(t) = p(t,x) , insbesondere 
y=y(s,y) und damit x = p(-5,y) = p(-s,p(s,x)), also ye ®,;(N) und 
®_,0o®, =1o füralle seR. 

















6.5 Der Satz von Poincare-Bendixson 
Für ebene autonome Systeme 
. a 2 
& = fia,y), 9 = gay) uf ACR 
gilt: Ist K eine nichtleere, kompakte, positiv invariante Teilmenge von I ohne 
Gleichgewichtspunkte, so enthält K mindestens einen periodischen Orbit. 


Für den Beweis und Anwendungsbeispiele sei auf ARROWSMITH-PLACE [7] 3.9, 
HIRSCH-SMALE [10] Ch. 11 und MILLER-MICHEL [11] Ch. 7 verwiesen. Für höhe- 
re Dimensionen n > 3 ist dieser Satz nicht gültig. 


AUFGABE. Zeigen Sie, dass das System 


&=-y+tall-a’-y), y=a+y(@2-a?-y) 


im Kreisring K={1<x?+y” <2} einen periodischen Orbit besitzt. 


Anleitung: Setzen Sie r = /x2?+y? und zeigen Sie - r(t) >0 fürr<1i 
und #r?(t)<0 für r > V2. Der Kreisring K ist daher positiv invariant. 








Kapitel III 


Partielle Differentialgleichungen, 
elementare Lösungsmethoden 


In diesem einführenden Kapitel behandeln wir einfache Beispiele von partiellen 
Differentialgleichungen der Mathematischen Physik. Wir stellen zwei Lösungs- 
methoden vor, die insofern elementar sind, als sie sich nur auf die Differential- 
und Integralrechnung und auf gewöhnliche Differentialgleichungen stützen. 


In 86 werden Separationsansätze vorgestellt, die auf Fourierreihen führen. An 
Vorkenntnissen genügen hierfür die ersten beiden Abschnitte von 84. In 815:3 
werden weitere Beispiele für die Separationsmethode folgen; diese führen uns 
auf die speziellen Funktionen der mathematischen Physik. 


In 87 wird die Charakteristikenmethode für partielle Differentialgleichungen 
1. Ordnung dargestellt, ferner werden Systeme von partiellen Differentialglei- 
chungen 1. Ordnung behandelt. Dabei wird die Kenntnis der grundlegenden 
Theorie gewöhnlicher Differentialgleichungen aus $2 verwendet (Existenz, Ein- 
deutigkeit und differenzierbare Abhängigkeit von Lösungen). 


86 Separationsansätze und Fourierreihen 


1 Die schwingende Saite I 


1.1 Problemstellungen und Lösungsansatz 


Für die Transversalschwingung einer an den Enden eingespannten elastischen 
Saite entnehmen wir aus $1, Abschnitt 2 folgende Gleichungen für die vertikale 
Auslenkung u(x,t) aus der Ruhelage an der Stelle x zur Zeit t: 


2 2 
(a) an) ee eat) für 0O<z<L,teR (Wellengleichung), 
PN 


(b) u(0,t) = u(L,t) =0 für GER (Randbedingung). 


Von den Lösungen u verlangen wir u € C?(D); das bedeutet C?-Differenzier- 
barkeit in N = ]0,L[x R und stetige Fortsetzbarkeit von u und allen partiellen 
Ableitungen bis zur 2. Ordnung auf 0. Dann macht (a) auch in den Rand- 
punkten z=0 und = _L Sinn, wenn in diesen als einseitige Ableitung 
aufgefasst wird. 


Dieses mathematische Modell wird zwei Aspekte der Erfahrung erklären: 


H. Fischer, H. Kaul, Mathematik für Physiker Band 2, 
DOI 10.1007/978-3-658-00477-4_3, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2014 
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eo Jede Saitenschwingung ist eine Überlagerung harmonischer Sinusschwingun- 
gen (Grundton und Obertöne). Wir zeigen: Jede Lösung der Gleichungen (a), (b) 
besitzt eine Darstellung in Form einer unendlichen Reihe von harmonischen 
Schwingungen, wobei wir unter einer harmonischen Schwingung eine Lösung 
der Form 


u(z,t) = wf(t) sin ® x (k=1,2,:,:) 


verstehen. Hierbei liefert die Theorie 
der Fourierreihen das Werkzeug für die 
Klangsynthese und die Klanganalyse, 
also die Bestimmung der Amplituden 
der Grund- und Oberschwingungen. 

In der Figur ist eine Langzeitaufnah- 
me einer solchen „stehenden Welle“ in 
starker Überhöhung wiedergegeben. 


eo Auslenkungen breiten sich längs der Saite wellenförmig aus. Dabei wird die 
Einhaltung der Randbedingung durch Superposition von ein- und auslaufenden 
Wellen ermöglicht. 


Wir behandeln im folgenden 


Das Anfangs-Randwertproblem. Gegeben seien Funktionen 





fe C?f,L], geC'[0,L] mit f(0) = f(L)=g(0)=g(L)=0. 





Gesucht ist eine Lösung der Wellengleichung (a), die der Randbedingung (b) 
und der Anfangsbedingung 


(c) u(x,0) = f(x), (2,0) =g(z2) für O<z<L. 


genügt. Diese Voraussetzungen reichen nicht aus, um die Existenz einer C?°- 
differenzierbaren Lösung zu sichern. Wie sie zu verschärfen sind wird im Fol- 
genden erörtert. 


An die Vorstellung, beliebige Saitenschwingungen durch Superposition von har- 
monischen Schwingungen zu gewinnen, knüpft die Separationsmethode an, 
die von Daniel BERNOULLI 1753 als eine Methode „von größtem Nutzen“ intui- 
tiv erkannt und propagiert wurde. Diese besteht darin, die Lösung in folgenden 
Schritten zu gewinnen: 

— Bestimmung sämtlicher Produktlösungen u(x,t) = v(x) w(t) von (a) und (b). 
Dies führt auf gewöhnliche Differentialgleichungen 2. Ordnung für v und w, wo- 
bei v die Randbedingung (b) zu erfüllen hat. 

-Ansatz für die gesuchte, den Anfangsbedingungen (c) genügende Lösung als 
Superposition dieser Produktlösungen in Form einer Reihe. 
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— Nachweis, dass dieser Ansatz wirklich eine Lösung liefert, d.h. dass die Reihe 
genügend oft gliedweise differenziert werden darf. 


1.2 Lösungen in Produktgestalt 


Wir suchen nichtverschwindende Lösungen von (a) und (b) in Produktgestalt 
u(z,t) = v(z)w(t) mit ve C?[0,L], we C’(R). 
Diese erfüllen die Wellengleichung (a) genau dann, wenn 


2 N 


v(x)w’(t) = v’(z)w(t) für ze [O,L, tER 
bzw. 


„ „ 
wit) _ Re (=) für ze [0,L, tER 


w(t) v(z) 
(bis auf Nullstellen der Nenner). Die letzte Gleichung kann nur bestehen, wenn 
beide Seiten konstant sind: Denn fixieren wir ein to mit w(to) # 0, so folgt 
v(2)w”(to) = v”(x)w(to), somit 





„ 
” E w (to) 
( UV (z) + Av(z) = 0 mit A Im Zw) 5 
Fixieren wir jetzt ein zo mit v(xo) # 0 und lassen t laufen, so folgt mit derselben 
Konstante A 


(I) w’t)+cAult) = 0. 
Durch den Produktansatz ist die partielle DG (a) in zwei gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichungen zerlegt (separiert) worden. Aus der Einspannbedingung (b) 
folgt v(0) = v(L) = 0. 
Somit führt (I) auf das Randwertproblem 

v’+Av = 0, v(0)=v(L)=0. 


Dieses kann höchstens für A > O nichttriviale Lösungen haben. Dies läßt sich 
leicht aus der allgemeinen Lösung der Schwingungsgleichung ablesen. Im Hin- 
blick auf spätere Verallgemeinerungen leiten wir das direkt aus der Differential- 
gleichung ab. Hierzu multiplizieren wir diese mit v, integrieren von 0 bis L und 
erhalten unter Beachtung von v(0) = v(L) = 0 





L L u, © L, 
Afv = fvv” = - vv ls fe = fv >0, 
h) h) h) f) 


denn v kann wegen v(0) = v(L) = 0, v # 0 nicht konstant sein. 
Für A>0 hat die DG v” +Av= 0 die allgemeine Lösung 
v(z) = acosVAx + bsinVAz 


mit Konstanten a,b. 
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Aus v(0) =0 folgt a=0, aus v(L)=0 und b#0 folgt weiter sinVAL = 0, 
also A= (nk/L)’ mit kEIN und damit v(x) = b sin(mkx/L). Setzen wir X in 
die DG (II) ein, so ergibt sich 


w(t) = cos En Bsin Er. 
Wir erhalten somit: 


Sämtliche Lösungen von (a),(b) in Produktform sind von der Form 
ke . nkc ‚ak 
(ar cos Er + bu sin TE) sin 7 = (k=1,2,44:) 


mit Konstanten ar, br- 


Dies sind die harmonischen Schwingungen der Saite. 


1.3 Superposition von Produktlösungen 


Wir fragen nun nach der allgemeinen Lösung der Wellengleichung (a) mit der 
Randbedingung (b). Da (a) und (b) lineare homogene Gleichungen für u darstel- 
len, erfüllt auch jede Linearkombination von Produktlösungen die Bedingungen 
(a) und (b). Um die Anfangsbedingungen (c) mit beliebig vorgegebenen Funk- 
tionen f und g zu erfüllen, werden diese Linearkombinationen nicht genügen. 
Wir gehen daher noch einen Schritt weiter und vermuten, dass sich die allge- 
meine Lösung von (a) und (b) als unendliche Reihe 


— akc . ke . ak 
ulz,t) = >> (ar cos E + b, sin a) sin I: 
k=1 
darstellen läßt („Superposition harmonischer Schwingungen“). 
Die Anfangsbedingungen (c) führen auf die Gleichungen 


oo 


f(z) = u(z,0) = Yarsin ((<z<L), 


n=1 


u ke kr 
zei = — in — ES i 
g(z) (2.0) ı T br sin —= ((<z<L) 
Beide Gleichungen stellen uns vor das Problem, eine gegebene Funktionen in 
eine Sinus-Reihe zu entwickeln. Die Bewältigung dieser Aufgabe ist der ent- 
scheidende Schritt zur Rechtfertigung des Superpositionsansatzes. 


Wir beschäftigen uns daher zunächst mit der Frage nach der Entwickelbarkeit 
von Funktionen in trigonometrische Reihen. Nach der Klärung dieses Problems 
im folgenden Abschnitt setzen wir die Behandlung der schwingenden Saite fort. 
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2 Fourierreihen 


In diesem Abschnitt sollen folgende Fragen beantwortet werden: 


(a) Welche Funktionen u : |-r,] — C lassen sich durch trigonometrische 
Reihen 


(*) ul) = zao + >> (ax coskx + bk sin kx) 
k=1 


mit geeigneten Koeffizienten a;,b, darstellen? (Das in 1.3 formulierte Problem 
ergibt sich als Spezialfall nach geeigneter Umskalierung der Variablen x, sie- 
he 2.1(a)). 


(b) Sind die Koeffizienten a;,b; durch u eindeutig bestimmt, und wie lassen 
sich diese gegebenenfalls berechnen? 


(c) In welchem Sinn konvergiert die Reihe (x) ? 


(d) Wie spiegeln sich Differenzierbarkeitseigenschaften von u im Verhalten der 
Koeffizienten ax, br wieder? 


2.1 Varianten der Reihendarstellung 


(a) Für beliebige kompakte Intervalle [a,b] lautet die trigonometrische Reihe 


IW) = ae) (ax cos (Zw-m)) + b, sin (*w-m)) 


mit m := (a+b)/2, L:= (b-.a)/2. Diese Reihenentwicklung ist äquivalent zu 
(*) durch die Umskalierung u(z) = f([m+_Lx/r) bzw. f(y) = u(n(y— m)/L). 
Im Fall b=-a=L erhalten wir die Reihe 


/W) = >00 En > (a ct + bu sin Ty) j 


(b) Für theoretische Zwecke ist es zweckmäßig, (*) in die äquivalente „komplexe 
Form“ 


n 
(**) ul) = lim Y) pe? 
NZ „__n 


zu bringen; dabei ist 

(ar — ibr) für 5.>:0,; 
für k=0, 
(a_r +ib_r) für k<O, 


ck = 


wie Die wIm 
Q 
oO 


bzw. 
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Kk = cKktc; br = i(ck — c_r) für keN [üA]. 
Beachten Sie: Aus ar Existenz des EEE er) folgt noch nicht die Kon- 


vergenz der Reihe > cr e'F -% rer? + > c_ne ih® 


k=—-oo 


2.2 Euler-Fouriersche Formeln und Entwicklungsproblem 


SATZ. Konvergiert die Reihe 


1 . E B - ikz 
(&) ul) = 5 @ + >> (ar coskx + bsinkz) = „im y CR e€ 
k=1 k=—n 
gleichmäßig auf |-r,r], so ist u stetig, es gilt u(m) = u(-m), und die Koeffizi- 
enten ax, br, cr ergeben sich aus den Euler-Fourierschen Formeln 


ar = 4 [ ult)cosktd (k=0,1,...), 
ik = t [ult)sinktd (k=12,...), 


= 5 [ult)e"d (keZ). 


Diese Formeln fanden CLAIRAUT 1754 und EULER 1777. 


BEWEIS. 


Als gleichmäßiger Limes stetiger Funktionen ist u stetig, also machen die an- 
gegebenen Integrale Sinn. Wegen der gleichmäßigen Konvergenz ist gliedweise 
Integration erlaubt, und wir erhalten 


r 


Tut) eint dt = Je ult)dt= [ (er im 3 core) dt 


ur nZ>oo „_ 


2 lim % cr et (kt 


n>oo 


_.n 


_.n 


— lim Sl erkr)t ge = >, 2ncHönk = 2TCn. 


n>& k--n —r k=-00 


Mit den Umrechnungformeln 2.1 (b) ergeben sich die Integraldarstellungen der 


An,dn [GA]. 


BEMERKUNGEN. (i) Für k=0 ergibt sich der Mittelwert von u: 
1 m 
= Ju 


Der Vorfaktor 1 5 bei ao in (*) erlaubt die einheitliche Integraldarstellung der ax. 














ee 
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(i) Für ungerade Funktionen u verschwinden alle ax, für gerade Funktionen 
verschwinden alle dx [A]. 


Unabhängig vom Bestehen der Reihendarstellung (x) definieren wir für jede über 
|-,r] integrierbare Funktion u die Fourierkoeffizienten a;, b, bzw. c, durch 
die Euler-Fourierschen Formeln. Die mit diesen gebildeten Partialsummen 


1 s R - ikz 
Sn(t) := z a0 + Y (ax coska + b£ sin ka) = = re” 
k=1 k=—n 
heißen Fourierpolynome, die zugehörige Reihe die Fourierreihe von u. 


Entwicklungsproblem: Unter welchen Voraussetzungen an u konvergiert die 
Fourierreihe von u, und wenn, konvergiert sie dann gegen u? Wir werden sehen, 
dass die Antwort entscheidend vom gewählten Konvergenzbegriff abhängt. 


2.3 Stückweis stetige und abschnittsweis glatte Funktionen 


(a) Eine Funktion u: [a,b] > R heißt stückweise stetig, wenn sie höchstens 
endlich viele Sprungstellen hat und sonst stetig ist. Dabei heißt ein innerer 
Punkt x Sprungstelle, wenn u dort unstetig ist, aber die einseitigen Grenz- 
werte u(z—) und u(x+) existieren. 

Treppenfunktionen und stetige Funktionen sind stückweise stetig. 

Die stückweise stetigen Funktionen bilden einen Vektorraum, bezeichnet mit 
PC [a,b] (von piecewise continuous). Das Produkt zweier PC-Funktionen ist 
wieder eine PC-Funktion [GA]. Auf [a,b] stückweise stetige Funktionen sind 
über [a,b] integrierbar (Bd.1, $11:4.1). 

Für stückweise stetige Funktionen u und injektive C!-Funktionen % gilt die 
Substitutionsregel 


b e1(b) 
Sta) = Sf uel))eWar. 
a pi(a) 


Denn mit u ist auch u o p stückweise stetig. Die Behauptung folgt dann durch 
Aufspaltung des Integrals in Integrale über Teilintervalle ohne Sprungstellen 
von u im Innern. 

(b) Eine Funktion u : [a,b] — R. heißt stückweise glatt (u € PC! [a,b)), 
wenn sie stetig ist und überall C!-differenzierbar mit Ausnahme von höchstens 
endlich vielen Knickstellen. Dabei heißt x € ]a,b| Knickstelle, wenn links- 
und rechtsseitige Ableitung existieren, aber voneinander verschieden sind. De- 
finitionsgemäß gilt C! [a,b] C PC! [a,b]. Setzen wir u’(x) = 0 an den Knick- 
stellen, so entsteht eine PC-Funktion uw’ mit 


uly) - ur) = 1970 dt für z,ye [a,b] [üA|. 


x 


Für PC'-Funktionen bleibt so der Satz über partielle Integration richtig A]. 
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(c) Eine Funktion u: [a,b] > R heißt abschnittsweis glatt, wenn sie höchs- 
tens endlich viele Sprung- oder Knickstellen hat. Das soll heißen: Es gibt eine 
Unterteilung a = zo <... <ın = b des Intervalls [a,b], so dass die Ein- 
schränkung von u auf ]2;-ı, 2x| jeweils zu einer C'-Funktion u, auf [2x -1, 2x] 
fortgesetzt werden kann. Setzen wir w’(x) =0 an den Sprung- oder Knickstel- 
len, so gilt u, w' € PC[a,b]. Die abschnittsweis glatten Funktionen bilden einen 
Vektorraum, der mit u und v auch u-v enthält Al. 


(d) Für eine stückweise stetige Funktion u : [-,r] > R bezeichnen wir die 
2rn-periodische Fortsetzung mit Uper : R — R. Neben den periodisch fortge- 
setzten Sprungstellen von u hat Uper zusätzlich die Sprungstellen (2k+1), falls 
ul-n+) # uln-). 

Alsdann definieren wir die periodi- 
sche Standardfortsetzung von u 


durch P4 7 2. 


Ya 





re o O 
u(x) Pi 3 (Uper(2+) + Uper(2—)). ® 
Wir erhalten so eine 2r-periodische Vi Ve Vi zT 
Funktion u: R— R, wie nebenste- _3r ae 7 Ir 


hend skizziert. 


In Sprungstellen von Uper ist die periodische Standardfortsetzung das Sprung- 
mittel von per, an allen anderen Stellen stimmt a mit Uper überein. 


Die für reellwertige Funktionen eingeführten Begriffe lassen sich unmittelbar auf 
komplexwertige Funktionen übertragen. 
2.4 Punktweise und gleichmäßige Konvergenz der Fourierreihe 


SATZ VON DIRICHLET. Für jede auf |-r,r] abschnittsweis glatte Funktion u 
konvergieren die zugehörigen Fourierpolynome sn für n > 00 gegen die peri- 
odische Standardfortsetzung u in folgendem Sinn: 


(a) sn(2) > Ulx) punktweise für jedes ze R, 


(b) sn(2) > Uulx) gleichmäßig auf jedem kompakten Intervall ohne Sprungstel- 
len von ü. 


Wir notieren die für die Separationsansätze wichtigste Folgerung: 


Gleichmäßige Konvergenz für periodische PC'-Funktionen 


Für jede stückweise glatte Funktion u mit u(r) = u(-r) gilt 


wIm 


ul) = 3ao+ >> (ar coskxz + br sin kz) 
k=1 


gleichmäßig auf [-r,r]; dabei sind die ar, br die Fourierkoeffizienten von u. 
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BEMERKUNGEN. 


(i) DIRICHLET bewies 1837 als erster die 1811 von FOURIER ausgesprochene Ver- 
mutung über die Entwickelbarkeit „beliebiger“ Funktionen in trigonometrische 
Reihen. Dieser Beweis war ein bedeutender Beitrag zum Prozeß der zunehmen- 
den Schärfung analytischer Grundbegriffe wie Konvergenz, Reihe, Funktion, In- 
tegral im 19. Jahrhundert. 


(ii) Die an die zu entwickelnde Funktion u gestellte Bedingung der abschnitts- 
weisen Glattheit ist leicht verifizierbar und erfaßt die meisten in den Anwen- 
dungen auftretenden Fälle. Die Glattheitsbedingung an u läßt sich abschwächen; 
schon DIRICHLET verwendete eine schwächere Voraussetzung. Stetigkeit von u 
allein reicht jedoch nicht für die punktweise Konvergenz der Fourierreihe, wie 
raffinierte Beispiele zeigen, siehe HARDY-RoGosinsk1 [40], ZYGMUnD [46]. 


(ii) Gibbssches Phänomen. In der Nähe einer Sprungstelle von u kann die 
Folge s„ nicht gleichmäßig konvergieren. Tatsächlich beobachten wir dort eine 
verstärkte Oszillation der Fourierpolynome wie in der Figur, die die Fourierpo- 
lynome ss und sı4 der Sägezahnfunktion u(z) = x für |e|<r zeigt. 








Allgemein läßt sich folgendes zeigen (COURANT-HILBERT [2], Kap.2, 810) : Ist x 
eine Sprungstelle von u, so gilt für das x nächstgelegene Maximum M,„ und das 
x nächstgelegene Minimum mn des Fourier-Polynoms sn 








lim (Mn - mn) = ö|ü(a+) - üx-)| mit 6= 2 [Mdtx 118. 
0 


Nn—&o t 
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2.5 Beweis des Satzes von Dirichlet 


(a) Integraldarstellung der Fourierpolynome. Nach 2.2 gilt 


Sn(2) = %, re” mit ar = fe "ult)dt, also 
k=—-n gr 
Sn(x) = 4 S Ser Put) dt = f -u(t) >> eik(@-2) dt 
k=-n —r _T7 k=—n 


= i D„(z — t)u(t) dt = I D„(x - t) u(t) dt 


Ta 


mit dem Dirichlet-Kern 





2 (2n +1), falls e® =1, 
1x u ar 
Dn BENEzE iks _ 
(8) 2r > ° 1 sin(n+ 3)s 
k=—_n > — 7 — sonst. 
2n  sinzs 
n . . 2n . e 
Nachweis als [GA]: Wenden Sie auf )) e** = e”'"° I, (e'*)* für e #1 die 
k=—n k=0 
geometrische Summenformel an und erweitern Sie mit er 
(b) Eigenschaften des _Dirichlet- 
Kerns. D„ ist stetig, gerade und 
2r-periodisch. Weiter gilt D„(s) 
/D, _ - > JP2=1 
ra k=—n-n 
und daher wegen Dn(s) = Dn(-5) 
T 0 
Gl ne. ne, 
0 _n7 
(c) Umformung der Fourierpolynome. 
Aus der Darstellung (a) erhalten wir 5 
wegen der 2r-Periodizität des Inte- 
granden 
c+ın _ x = c+ın >= 
Sn(z) = [ Dale-tVül)d= [ Da(e-t)ült)dt + [ Dale-t)ült)dt. 


Substitution s = 2 —t im ersten Integral bzw. s =t — x im zweiten ergibt 
gemäß 2.3 (a) unter Berücksichtigung von D„(-s) = Dn(s) 


rn 


(2)  sn(2) = Im) &e- >) +Ul@+s))ds = [ Da(s)ulx + s)ds. 
0 _T 
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(d) Konvergenz sn(x) — u(x). Sei $ die Menge der Sprung- oder Knickstellen 
von u und 


M=1+ sup { |) | | te -r,7]\S}. 


Wir betrachten eine feste Stelle x € R und bezeichnen mit d(x) ihren Abstand 
zum nächstgelegenen, von x verschiedenen Punkt von $. (d(x) :=1, falls $ =.) 
Wegen ü(z) = $(u(z+) + ü(z-)) folgt aus (1), (2) 





Zu 


Sn(z) — ux) = [ Da(s) (ülx + 5) - ülr))ds 
(8) u 





u [De (ke s) — u(z—))ds TDrk) (üe +) - üct)) de. 
f) f) 


Es genügt, das zweite Integral zu untersuchen. Wir definieren f durch 





Is) = Uxr+s)-Ua+) für s>0, f(0):=0. 
f ist C!-differenzierbar in [0, d(x)[ und abschnittsweis glatt ausserhalb dieses 
Intervalls. Nach 2.3 (b) folgt | f(s)| = | [r@+) dt | <Msfür 0<s<d(z), 
also i 
M 5 MC 


ai, < —. für 0< d 
Dt sin 3s = 2m miles) 





|Da(s) F(s)| < 


hierbei sind M und C Konstanten mit |f(s)| < Ms für 0 <s< d(x) sowie 
Is/sin(3s)| <C für 0O<s<ar. 


Sei jetzt e > 0 vorgegeben. Wir wählen o = o(e,x) := min {3 d(2),e/AMC!}. 


o( 
Dann erhalten wir für das zweite Integral in (3) 


a | fpas|<|Spas|#lSpar|<sz + iS Pnsl. 
0 0 [2 [3 


Tr 
Zur Untersuchung von J D„f setzen wir 


3(s) u in " 


Nach der Abschätzung oben gilt |g(s)| < MC für 0 <s< d(x), also ist g 
beschränkt: |g(s)| <_K für 0O<s<a. Sind sı < :--- < Sm-ı die Sprung- 








oder Knickstellen von u in [o,r] und setzen wir so := 0, Sm := 7, so ergibt 
partielle Integration 
" n m 3k 
27 [ f(s) Du(s)ds = [ g(s) sinin+3%)sds =), |[ g(s) sin(n+3)sds 
[a e@ k=1 sk_ı 
% (s(s) cos(n + 3)s) De [s’(s) cos(n + 3)sds ß 








Sk—1 


EN. [- 
n+3 k 


II 
u 


e 
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Sei N die Gesamtzahl der Sprung- oder Knickstellen von u in |-r, |, ferner 
M; :=1+sup{lg’(s)| | s € [o,] \ S}. Damit erhalten wir 


(5) per] s —L (2mK +nM.) < L(2NK +rM,) =: 1C,. 


Für n > 4C,/e gilt also | [ Prf | <5 
0 
Die Abschätzung für das erste Integral in (3) verläuft analog. 


(e) Gleichmäßige Konvergenz. Die Zahl o hängt definitionsgemäß von e und x 
ab. Ist aber [a,b] ein kompaktes Intervall ohne Sprungstellen von u, also mit 
positivem Abstand ö zu 9, so gilt d(x) > ö für alle x € [a,b]. Wählen wir zu 
gegebenem e > 0 jetzt oe = o(e) := min { 36, e/AMC}, so gilt die Abschätzung 
(4) für alle x € [a,b], und die Konstanten M,,C, in (5) hängen nicht von x 
ab. 














2.6 Aufgaben 


(a) Bestimmen Sie für folgende Funktionen u die Fourierreihe. Diskutieren Sie 
deren Konvergenzverhalten, und skizzieren Sie die ersten Fourierpolynome. 


j 1 für O<e<a, 
() u) = : 
—1 für m<sı<od. 


(i) u(z) = x für |x| < m. (ü beschreibt eine Sägezahnfunktion, wie sie bei 
Kippschwingungen auftritt, vgl. die Figur in 2.4.) 


(Gü) u(z) = |sinz| für |e|<r. 
(b) Füru € C? [-r,r] seien an,bn die Fourierkoeffizienten von u und 


m 
= 4 [ w”’(z)cosnede, by := + [ wW"(@)sinnzde 
m rm 
=. 


13 


die Fourierkoeffizienten von u”. Zeigen Sie mit partieller Integration, dass 


1 
an = Gm, falls W’(-r)= um), 


a ba, falls u(-m) = ulm). 


„ 
bb = - m) 


(c) Entwickeln Sie 12? in eine Fourierreihe und folgern Sie die Eulerschen 
Formeln 


1 = yn- = 
a3 ren 


n=l 
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2.7 Das Abklingverhalten der Fourierkoeffizienten 
Sarz. (a) Für die Fourierkoeffizienten cr = 4 [ u(t)e”""" dt einer stückweise 


stetigen Funktion u auf [-r,r] gilt 


2 
=> ler | <00, 


k=—-oo 


lim &=0. 
|k Io 
(b) Für u e PC![-,r] mit u(m) = um) gilt 
yY kar<o, % |al<eo, im ka=0. 
k=—-oo k=—-oo Ik Io 
(c) Ist u C’-differenzierbar, u) € PC![-n,r] und u” (r) = u)(-r) für 
m=(,...,r, so gilt 


> 1” ca | <o, », |k’cr|<o. 


k=-oo k=—oo 





(d) Die reellen Fourierkoeffizienten ar = Ck + C-x, br = i(ck — Cc-r) zeigen 
dasselbe Abklingverhalten. 


Wir halten fest: Je glatter eine periodische Funktion ist, desto schneller fallen 
ihre Fourierkoeflizienten ab. 


BEWEIS. 
(a) Wir stellen zunächst fest, dass mit den Bezeichnungen 2.3 (e) 


V:=[uePC|-r,n] | u(z) =ule) für ze [-m,n]} 


ein C-Vektorraum ist, auf dem (u, v) := 4 J zv ein Skalarprodukt liefert, 


Letzteres wegen der Festlegung der Funktionswerte an den Sprungstellen [dA]. 
Durch vr(x) = e'*® (k € 2) ist ein Orthonormalsystem in V gegeben mit 
ck = (vr, u). Nach $9:4.3 oder Bd.1819:2.5 ergibt sich für beliebige m,n € N 
die Besselsche Ungleichung 


a 2 u 2 2 1 r 2 
I lat = % kw < lu" = 35 Jul" <o. 


k=—n k=—-n _T 


(b) Für PC!-Funktionen ist nach 2.3 (b) partielle Integration erlaubt. Es folgt 


a: —ikt u(t) e=ikt 
= 7 S ult)e d= 


_T 


r 


nr . 
us Er; J we" dt = a 
Be EN 
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wobei c, die Fourierkoeffizienten von u’ e PC|-r,r] sind. Dabei wurde aus- 
genützt, dass e'#" = e'®" und u(r) = u(-r). Nach (a) gilt > < 0, 
also konvergiert )|cr| wegen 
2 
Ial = mlal<z(a + %) 
nach dem Majorantenkriterium. 


(c) ergibt sich durch mehrfache Anwendung von (b) oder mehrfache partielle 
Integration Al. 
(d) Nach 2.1(b) gilt ar =cr + cr, bk =i(ck — c-r), also 

















laxr|,|dr]| < I l+le-r|, larl?,|d? < 2] + 2er”. 


2.8 Gleichmäßige Entwicklung in Sinus- und Kosinusreihen 


(a) Jede PC!-Funktion u auf |0,L] mit u(0) = u(L) = 0 läßt sich in eine 
gleichmäßig konvergente Sinusreihe entwickeln: 
L 


= ‚ nkx f 2 ‚akt 
— N br sin I mit bk = 2 [wo sin u dt. 
k=1 A 
Dabei gilt ), |br| < oo, darüberhinaus 


Yklbr|<oo, falls zusätzlich ve C?[0,L], 
k= 
>. R?|br| < 00, falls zusätzlich u € C?[0,L] und w’(0) =w’(L) =0. 


(b) Jede PC!-Funktion u auf |0,L] besitzt eine gleichmäßig konvergente Ent- 
wicklung in eine Kosinusreihe 


N 


L 


un) >00 + >> ax cos TEE mit ar = 2 [oo Fa. 
k=1 0 


Es gilt I, |ar| < 0, darüberhinaus 
k=0 


Dklal<o, falls u € C?[0,L] und w(0) = w(L)=0, 


k?|axr| < 00, falls u zusätzlich C?-differenzierbar ist. 


ni 





Nach 2.1 dürfen wir L=r annehmen. Denn mit v(t) := u(Lt/r) gilt 
= 3 br sin®x für x € [0,2] = Y,brsinkt für te [0,n] 
k= k=1 


und 
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bk = v(s)sinksds. 


DI 
—H 


L 
u(t)sinZtdt = 2 [ v(#t)sin dt = 2 
0 


ea 


Für u € PC![0,] definieren wir die ungerade Fortsetzung f und die gerade 
Fortsetzung g auf [-7,] durch 


u(z) für 2>0 u(z) für 2>0 


f(«) I a für 2 <o0 a ge) u ee für z<oO j 


HILFSSATZ. Es gilt: 


fe pc! -a,r], f(r) = f(-r) u0) = ur) =0. 





















































fec'Ia,n], fr) = fr) ueC'[0,n], u(0) = ur) =0. 
feoka,n, fm) = fr), (mM) = fen) 
ue C?[o,r], u(0) = ulm) = u”(0) = 0. 
feO-a,m, fa) = (m) für m=0,1,2 — 
ueC?[o,r], u(0) = u”’(0) = ur) = u”(m) = 0. 
ge PO |-r,r], g(r) = g(-r)=0. 
geltn,n] = WW) =0. 
ge C? [-n,r], g(r) = g(- m), g’(m) = g’(-r) 
ue C2ß,r], w(0) = w(m)=0. 
ge [-n,a], g" e PC! [-n,n], g"”(r) = g"”(-r) für m=0,1,2 
ue Cl, r], w(0) = (m) =0. 


Beweis als [UA]. Beachten Sie, dass f’, f””, g’ gerade und f”, g’, g”’ ungerade 
Funktionen sind. 


BEWEIS von 2.8. 


Die Fortsetzungen f, g von u erfüllen die Voraussetzungen für die gleichmäßige 
Entwickelbarkeit nach 2.4. Für die Fourierkoefhizienten von f gilt 


ar=0, bs = + [ flt)sinktdt = 2 [u(t)sinktdt, 
0 


da f(t)coskt ungerade und f(t)sinkt gerade ist. 


Entsprechend gilt für die Fourierkoefhizienten von g 


a 


-2 fu t)cosktdt, 4 =Q. 
0 





Für die übrigen Behauptungen beachten wir 2.7 und den Hilfssatz Al. 
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2.9 Der Weierstraßsche Approximationssatz 


Jede auf einem kompakten Intervall [a,b] stetige Funktion f ist dort gleich- 
mäßiger Limes einer Folge von Polynomen. 


BEWEIS. 

(a) Es genügt, das Intervall I-3, 3] zugrundezulegen. Der allgemeine Fall läßt 
sich durch Umskalierung auf diesen zurückführen. 

(b) Sei &>0 gegeben. Da f auf I-3, =] gleichmäßig stetig ist, gibt es eine 
Polygonfunktion g, d.h. eine Funktion, deren Graph ein Streckenzug ist, so dass 
| f(x) - g(z)| <e für alle x € [-3, 2]. 

(c) Diese setzen wir zu einer Polygonfunktion G auf |-r,r] mit G(r) = 
G(-r) fort. Da G stückweise glatt ist, gibt es nach 2.4 ein Fourierpolynom 
5 mit 


|S(z) -G(z2)| <e für alle ze |-r,n]. 


(d) S ist analytisch auf R., also durch eine auf [-3, =] gleichmäßig konver- 
gente Taylorreihe um den Nullpunkt entwickelbar. Wir wählen eine Teilsumme 


p dieser Potenzreihe mit |p(x) — S(xz)| < e für |x| < 3 und haben so ein 
Polynom p gewonnen mit 














| f() - p(&)| < 3e für -5<e< 


SE 


3 Die schwingende Saite II 


3.1 Entwicklungs- und Eindeutigkeitssatz für die schwingende Saite 


Jede Saitenschwingung entsteht durch Superposition von harmonischen Schwin- 
gungen. Der zeitliche Ablauf ist durch die Auslenkung und deren Geschwindig- 
keit zu einem Zeitpunkt (den wir £= 0 wählen) eindeutig bestimmt: 


Satz. Jede Lösung u der Wellengleichung 
Hu _ 2 Hu 
2 0a2 
mit u(0,t) = u(L,t)=0 besitzt in [0,L]x R eine Reihendarstellung 
= nke ‚take ‚ak 
(&)  ule,t) = >. (ax cos tt + bu sin Te) sin 72, 
k=1 
vgl. 1.3. Die Koeffizienten sind durch u(x,0), %(x,0) eindeutig bestimmt: 
L 
2 . ak 2 ö . ck 
Ak = 2 [ve sin —= de, bk = (2,0) sin Ze de. 


" Tke | 
[} [} 
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Die Reihe (*) hat die konvergente Majorante Y\(|ax| + |br |), konvergiert also 
absolut und gleichmäßig. 


BEwEIS. 

(a) Fourierentwicklung bei festem t. Nach der Problemstellung 1.1 ist die Funk- 
tion ww: Hr u(x,t) für jedes t€ R C?-differenzierbar in [0, L], und es gilt 
u:(0) = ur(L) = 0. Aus dem Entwicklungssatz 2.8 (a) ergibt sich 


es L 
u(z,t) =) cr(t) sin Sr mit cr(t) = zfue t)sin Exd« 


gleichmäßig bezüglich x € [0, L] bei festem t. 


(b) Die Gestalt der Fourierkoeffizienten cr(t). Die Wellengleichung liefert unter 
Verwendung des Satzes über Parameterintegrale (Bd.1, 823:2.3) 


2 2, 
r(t) = 2 («, 1) sin TE an = -/& — (2, t) sin TER ar. 


0 0 


Durch zweimalige partielle Integration folgt 


L 
u 2 (nke\? . mkx nke\ ? 


0 


d.h. cx erfüllt die Schwingungsgleichung & + (nke/L)? cx = 0. Es folgt 
akc . ke 
cr(t) = Q% cos 7 + br sin —— t 
mit geeigneten ax, bx. 
(c) Bestimmung der Koeffizienten ar, br. Wir setzen 


f(z) := u(z,0) und g(x) := 2,0). 
Dann gilt 
L 
(1) ar = (0) = 2 [eo sin FR an if sin FR ar. 
0 


Nach dem Satz über m. ergibt sich weiter 
E 
ke i u . mkz 2 . mkx 
(2) 5x = ir(0) = In 0) sin dr = 2 | st) sin T- de. 
0 0 
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(d) Gleichmäßige Konvergenz in [0,L] x R. 
Nach Voraussetzung gilt f € C?[o, L], f(0) = f(L) =. Daher konvergiert die 
Reihe Y, |ar| nach 2.8 (a). 


k=1 
Wegen g € C[0,L] und (2) konvergiert die Reihe ) |kbx|?” nach 2.7 (d). Nun 
k=1 
ist 
Irl=Ikil+<z (kl + 8), 


also konvergiert die Reihe )) |b»|. Nach dem Majorantenkriterium folgt die 
k=1 


gleichmäßige Konvergenz der Reihe (x) in [0,Z])x R. 














3.2 Lösung des Anfangs-Randwertproblems mit der Separationsme- 
thode 


Nach dem Entwicklungssatz 3.1 hat jede Lösung der Wellengleichung mit der 
Einspannbedingung notwendig die Gestalt (x). Wir zeigen jetzt die Existenz 
einer Lösung des Anfangs-Randwertproblems von 1.1 

Hu 2» Fu u 

BE ze 9x2 ’ u(0, t) = u(L,t) =0, u(z,0) = /@); ETAGE) = g@): 
Dazu kehren wir die Argumentation in 3.1 um und machen daraus ein konstruk- 
tives Lösungsverfahren auf der Basis der Separationsmethode. 


Existenzsatz. Gegeben seien Anfangsdaten f € C?[0,L], ge C?[0, L] mit 
(0) = f(2) = f"(0) = f'(D)=0, 90) =g(L)=0. 


Setzen wir 








L L 
2 . ckx 2 . aka 
a = 2 | sta) sin Hear, bu = | ate) sin an, 
0 


ke 
0 


so ist durch 


= kt ‚akt . mkxz 
(*)  ule,t) = ı (ar cos T- + br sin =) sin I 


eine Lösung u € C?([0,L]) x R) des Anfangs-Randwertproblems gegeben. 


BEMERKUNG. Die Differenzierbarkeitsbedingungen an die Anfangsdaten sind 
um eine Stufe höher als natürlicherweise zu erwarten ist. Ein weiterer Existenz- 
beweis unter optimalen Differenzierbarkeitsbedingungen an die Anfangsdaten 
wird in 3.4 (b) gegeben. 


3 Die schwingende Saite II 151 


BEWEIS. 
Nach 2.8 (a) konvergieren die Reihen )) k*|ar|, , k?|br|. Die erste ist eine 
k=1 k=1 
Majorante für J) |ax| und ), k|ax|, die zweite eine Majorante für )/ |br| 
k=1 k=1 k=1 
und ), k|br |. Daher gilt: 


k=1 
(a) Die Reihe (x) hat die Majorante Y(|ar| + |br |), konvergiert also gleich- 
mäßig für (x,t) € R? und stellt eine dort stetige Funktion u dar. 


(b) Die gliedweise nach t a Reihe ist gleichmäßig konvergent, denn 
sie hat die Majorante const - > k (|ar| + |br |). Nach dem Satz über gliedweise 
Differentiation (Bd.1, 812:3. 15) "zilt somit 


= (dt > u (-ar sin — + bx cos =) sin = 


gleichmäßig für (x,t) € R?, und = ist stetig als gleichmäßiger Limes stetiger 
Funktionen. 


(c) Die letzte Reihe ist nochmals gliedweise nach t differenzierbar, denn die 


abgeleitete Reihe hat die Majorante const - >) k*(|ar| + |br |). Entsprechendes 
k=1 
gilt für die partiellen Ableitungen nach x. Schreiben wir (*) in der Form 


oo 


u(z,t) = %) ur(z,t), 


k=1 
so folgt we C’(R?) und 


2 2 = 2 2 
Zn ae 
dt? 9x? er ot? 9x? 
da die u, nach 1.2 Lösungen der Wellengleichung sind. 


(d) Aus (x) folgt unmittelbar u(0,t) = u(L,t) =0. 
Ferner gilt nach 2.8 (a) 








= nkx ou Ike . ak 
u2,0)=) asin —— = fie), zeD=), 7; drsin T- = g(x) 
k=1 k=1 
wegen 
L L 


2 . akz . ak 
= 2 | sa) on Bar, bu = | ot) sn Eur. 
0 0 
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3.3 Aufgabe. Geben Sie die Lösung des oben gestellten Saitenproblems an 
für den Fall L=c=1, f(x) = @®—- 22° +x, g= 0 an. Welche Näherung 
ergibt sich für u(x,t), wenn die Reihe nach dem Glied abgebrochen wird, für 
das erstmalig |an/aı| < 0.5 - 10°° wird? 





3.4 Die Lösungsdarstellung von d’Alembert 


(a) Die Reihendarstellung für die Lösung des Anfangs-Randwertproblems der 
schwingenden Saite läßt sich in einen geschlossenen Ausdruck überführen: Hier- 
zu setzen wir die gegebenen Anfangswerte f und g ungerade auf [-Z,L] und 
anschließend 2L-periodisch auf R fort. Die dabei entstehenden Funktionen be- 
zeichnen wir mit F und G (machen Sie eine Skizze). 


SATZ. Unter den Voraussetzungen des Existenzsatzes 3.2 hat die Lösung die 
Darstellung 





xc+ct 
ulz,t) = 3 (F(a Het) + F(x ct)) = f[ €(s) ds 


für ze 0, L), tER. 


BEMERKUNGEN. (ij) Die Lösung hat die Form u(x,t) = p(x + ct) 4 nn ct) 
und ist damit Überlagerung einer ein- und einer auslaufenden Welle 


(i) D’ALEMBERT gewann diese Formel 1747 aus der Konstanz von = Be — 


längs jeder Geraden mit der Gleichung x + ct =const, siehe (87:1.6 und 
817:3.1). Das allgemeine Verfahren, Lösungen von Differentialgleichungen auf 
diese Art zu gewinnen, ist die in $7 behandeln Charakteristikenmethode. 











BEweIS 
Nach 3.2 besteht für die Lösung die Darstellung 
— kt kt k 
(&)  ule,t) = > (ar cos z + br sin — sin — 
k=1 
Wir verwenden die aus den Additionstheoremen folgenden Beziehungen 
cosasind = & (sin(8 +.) + sin(ß - a)) ; 
sina sind = 4 (cos(# — a) — cos(ß + a)) ; 


und erhalten nach dem Umordnungssatz für absolut konvergente Reihen 


>> [« (sin © — ((2z + ct) + sin Ela = a) 


DIi- 


4) 
— br (cos Fa +.ct) — cos uur: _ cı))| 4 
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Nach 2.8 (a) und den Formeln für die ax, br in 3.2 gilt auf [0, L] 


oo 


(2) Flex) = >= arsin TER, G(z) = ı be sin 


k=1 
wobei die Reihe > k|br| konvergiert. Da F,G nach Definition ungerade und 


2L-periodisch and, "zilt (2) auf ganz R. Daher ergibt gliedweise Integration 


c+ct ei k k 
[ doe=e 3, br (cos —(e — ct) — cos —@ + c) A 


2—ct k=1 














Dies liefert zusammen mit (1), (2) die Behauptung des Satzes. 


(b) Die d’Alembertsche Formel ermöglicht einen Existenzbeweis unter optima- 
len Differenzierbarkeitsbedingungen an die Anfangsdaten: 


Satz. Für f e C?[0,L], ge C![0,L] mit f(0) = f(L) = f”(0) = f’(L) = 0, 
g(0) = g(L) =0 liefert die Formel 











xc+ct 
ehe > (Fa Het) + Fl@ ct) 4 = / dla) 


eine Lösung u € C?([0,L] x R) des Anfangs-Randwertproblems 3.2. Nach 3.1 
besitzt diese eine eindeutig bestimmte Reihenentwicklung (*). 


Denn nach dem Hilfssatz in 2.8 ist die rechte Seite C?-differenzierbar auf R. 
Dass die Wellengleichung und die Randbedingungen erfüllt sind, ist leicht nach- 


zurechnen i 


3.5 Energieerhaltung und Eindeutigkeit der Lösung 


Unter den im letzten Satz gemachten Voraussetzungen ist die Energie der 
schwingenden Saite, nach 8$1:2.2 bis auf einen Faktor gegeben durch 


Et) = (9 *(&)) Ei 
{0} 


zeitlich konstant. 


Denn wegen u e C?(0,1]x R) gilt nach dem Satz über Parameterintegrale 
L 

Du Oi , du Pu), 

dt 88? dx 90x 
0 


L 
‚(du 0, du Pu\ 
2 ot 9x2 dx Ix0t 
f) 





E(t) 
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L 
[2 (an a = 
-e/2 a au 
0) 


Letzteres ergibt sich durch Differentiation von u(L,t) = u(0,t)=0 nach t. 


Aus der Energieerhaltung ergibt sich ebenfalls die Findeutigkeit der Lösung für 
das Anfangs-Randwertproblem 3.2: 


Sind nämlich uı,w2 Lösungen, so gilt für die Differenz u := uı — ua 


Hu ou ou 
Er u(0,t) = u(L,t)=0, u2,0)= 0) =0. 


Wegen der Wellengleichung folgt (x,0) = 0, also verschwindet die Energie 


von u zur Zeit t = 0 und somit für alle Zeiten t nach dem Erhaltungssatz. 
E(t) = 0 bedeutet 
u u 


— (2,t) = u) =0 für0O<e<L, 


somit Konstanz von u. Aus den Randbedingungen folgt nun uı — u2 = 0. 


3.6 Aufgabe zur modellhaften Veranschaulichung der Wellenausbreitung. 
Wählen Sie in der d’Alembertschen Darstellung 3.4 als Anfangsdaten g = 0 und 
für f die charakteristische Funktion von 3 L-e, 3L + e] . (Aus dieser kann 
durch Abrunden der Ecken eine C?-Funktion gemacht werden, für welche aber 
die d’Alembertsche Formel den gleichen Bewegungsablauf liefert.) Skizzieren Sie 
die Momentaufnahmen des Saitenprofils x > u(z,t) für die Zeiten to = 0, tı = 
L/Ac, t2 kurz vor L/2c, t3 kurz nach L/2c, ta = 3L/A4c, t5 = L/c. Skizzieren 
Sie die Bahnen der Schwerpunkte der beiden entstehenden Wellenpakete in der 
(z,t)-Ebene. 


3.7 Die schwingende Saite unter äußeren Kräften 
Hier haben wir es mit dem AWP für die inhomogene Wellengleichung 


Du 


(a) Ent ino0<z<L,t>0, 


(b) u(0,t) = u(L,t) = 0 


zu tun, wobei die Kraftdichte F(x,t) in [0,L] x Rı stetig differenzierbar sein 
soll mit F(0,t) = F(L,t) =0 für t> 0. Wir dürfen uns darauf beschränken, 
nach Lösungen zu suchen, welche die homogenen Randbedingungen 

du 


(c) u(x,0) = Erasan)) =0 
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erfüllen. Denn haben wir eine solche gefunden, und ist v eine Lösung der homo- 
genen Wellengleichung mit v(z,0) = f(x), En (2,0) = g(x), so ist u+ v eine 
Lösung von (a), (b) mit diesen Anfangswerten zur Zeit 0. 

Die inhomogene Wellengleichung erlaubt die Behandlung von Streichvorgängen 
bei Saiteninstrumenten. Z.B. erzeugt ein mit Kolophonium behafteter Bogen 
eine im Zeitverlauf sägezahnartige Krafteinwirkung. 


Nicht unter den Aufgabentyp (a) fällt das Problem der „schweren Saite“, vgl. 
die folgende Aufgabe (b). 


Um die Separationsmethode in modifizierter Form anwenden zu können, haben 
wir F zunächst gemäß 2.8 in eine Sinusreihe 
Eu £ 
Fa > Ft) sin TER ai : [ren Ks 


[0] 


I de 





zu entwickeln. Dann suchen wir nichtverschwindende Produktlösungen ux(z,t) 
= vp(x) we(t) der inhomogenen Wellengleichungen 


2 2 
en) 2 2, erh 1) sin TEE kei. 


mit vx(0) = vr(L) = 0. Analog zu 1.2 erhalten wir 





url) = Cr sin aBE mit #0 
und wegen (c) 
“ kei? i 
ale () =), (0) = url) = 0. 


Variation der Konstanten ergibt für k=1,2,... 


Fx(s) sin uuTe —s)ds. 


Ähnlich wie in 3.1 kann gezeigt werden, dass sich jede Lösung u als Superposition 
— ic 
(*) (z,t) = 2 ) sin — 


darstellen läßt. Wir überlassen das den Lesern als Aufgabe. Verlangen wir von 
F eine Differenzierbarkeitsstufe mehr, so läßt sich wiederum zeigen, dass (*) 
eine Lösung der oben gestellten Aufgabe liefert. 
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Ähnlich wie in 3.4 können wir unter geeigneten Konvergenzvoraussetzungen für 
die Reihe (x) für u einen geschlossenen Ausdruck angeben: 


1 t z+c(t-s) i 
(**) ulz,t) = = J , F(y,s)dy) ds für O<z<L,t>0. 


Dabei wurde die ungerade, 2L-periodische Fortsetzung von 2 > F(x,t) wie- 
der mit F' bezeichnet. Der Integrationsbereich in (**) ist das „charakteristische 
Dreieck“ mit den Ecken (x—ct,0), (x+ct,0) und (x,t) (machen Sie eine Skizze). 


SATZ. Unter den oben genannten Voraussetzungen über F liefert die Formel 
(**) eine Lösung des Problems (a),(b),(c). 
BEweIıs als Aufgabe: Verwenden Sie bei der Differentiation die Formel 


t t 


G(t,s) ds = G(t,t) IE ds, 


d 
dt 
0 f) 
die sich durch Anwendung der Kettenregel auf y(vı(t),da(t)) mit pl(u,v) := 


en s)ds und ıdı(t) = Wba(t) =t ergibt. 
0 


AUFGABEN. (a) Berechnen Sie u(4,1) für L=1, F(x,t) = tsin?’(re). 

(b) Eine eingespannte Saite der Länge L im konstanten Schwerefeld der Erde 
werde so unterstützt, dass sie in der x-Achse liegt. Zur Zeit t = 0 werde die 
Unterstützung entfernt (u(z,0) = %(x,0) = 0). Welche Art von Bewegung 
führt die Saite aus? 


Anleitung. Auf die konstante Schwerkraft pro Längeneinheit F(x,t) = —k 
läßt sich die oben beschriebene Methode nicht anwenden, weil dort F'(0,t) = 
F(L,T)=0 vorausgesetzt wird. Helfen Sie sich so, dass sie zunächst die zeitu- 
nabhängige Lösung v(xz,t) = v(x) des Randwertproblems 

u _ 2 

1? Ox? 
bestimmen, und schreiben Sie die gesuchte Lösung in der Form u=v-+ w, wo 
w aus der Formel (**) gewonnen wird. Welches Glattheitsverhalten zeigt die so 
gewonnene formale Lösung? 


= -k, v(0)=v(L)=0 


4 Wärmeleitung im Draht 


4.1 Problemstellung 


Ein wärmeleitfähiger Draht der Länge L, repräsentiert durch das Intervall [O, Z] 
der x-Achse, habe an der Stelle x zur Zeit > 0 die Temperatur u(x,t). Dann 
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folgt aus der Kontinuitätsgleichung für die Wärmemenge 81:2.5, wenn wir die 
physikalischen Konstanten durch Umskalierung der Zeit auf 1 setzen, die DG 


ou Hu e 
a ee für O<m<l,t>0. 


Durch ein Wärmebad halten wir die Drahtenden zunächst auf gleicher konstan- 
ter Temperatur. Wählen wir diese als Nullpunkt der Temperaturskala, so gilt 
also 


(b) u(0,8) =u(L,t)=0 für t>0. 

Gegeben ist die Anfangstemperaturverteilung 

() u@,0)= f(x) mit fePC'{o,L], f(0)= f(L)=0. 

Gesucht ist die Zeitentwicklung für £>0. 

Den allgemeinen Fall u(0,t) = a, u(L,t) = 8 behandeln wir in 4.8 (f). 


Von den Lösungen u verlangen wir die Existenz von Öu/öt, Ou/dx und Hu/dx? 
in 0, L[xR>o sowie die Stetigkeit auf [0, L] x R>o. Anders als bei der schwin- 
genden Saite folgt aus diesen schwächeren Voraussetzungen bereits die C°—- 
Differenzierbarkeit der Lösung für t > 0. Demgemäß gehen wir auch beweis- 
technisch etwas anders vor. 


In 4.5 und 4.6 werden weitere Randbedingungen betrachtet. 


4.2 Produktlösungen und Superpositionsansatz 


Der Produktansatz u(x,t) := v(x)w(t) mit nichtverschwindenden v € C?[o, L], 
wecC!(R,+) führt ganz ähnlich wie in 1.2 auf das Randwertproblem 


T)  v’(2)+Av(z)=0, v(0)=v(L)=0, 
und die gewöhnliche DG 
(MD) w({)+Aw(t)=0. 


Wie in 1.2 ergibt sich A = (nk/L)? mit k € IN, und durch Lösung der Diffe- 
rentialgleichungen 4.1 (I), (II) erhalten wir: 

Sämtliche Produktlösungen von 4.1(a) und (b) sind Vielfache von 

urlx,t) :=e Fr sin man, 


Für die gesuchte, die Anfangsbedingung (c) erfüllende Lösung machen wir den 


Ansatz u(x,t) = )) ar ur(x,t). Die Koeffizienten a, ergeben sich dann gemäß 
k=1 
2.8 (a) aus 


akx 


f(z) = u(z,0) = > Ak sin —-- 
k=1 
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4.3 Existenz einer Lösung 


Satz. Für jede stückweise glatte Anfangsverteilung f der Temperatur mit f(0) = 
f(£L) = besitzt das Wärmeleitungsproblem 4.1 (a),(b),(c) die Lösung 


oo & L 
(&)  ule,t) = > ar er sin TER mit ar = fon tan. 


In 4.7 zeigen wir, dass dies die einzige Lösung ist. 


BEMERKUNG. Im Vergleich zur Wel- 
lengleichung zeigt sich hier ein we- 
sentlicher Unterschied: Bei einer nur 
stückweise glatten Anfangsverteilung 
erhalten wir für t > 0 eine O°- 
differenzierbare Temperaturverteilung, 


wie der Beweis zeigt. Dagegen kann 
die Lösung der Wellengleichung nie- N\ 


mals glatter sein als die Anfangsda- 
ten, wie sich aus der d’Alembertschen 
Lösungsdarstellung ergibt. Die Figur 
zeigt eine stückweise glatte Anfangs- 7 u 


verteilung f und einige Temperatur- 
profile. 








BEWEIS. 
Die Anfangsverteilung f € PC![0,L] besitzt nach 2.8 (a) die Reihendarstellung 


oo L 
fa) =% a sin FE mit ar = 2 [ (a) sin TE de, 
k=1 h) 


oo 


wobei die Reihe ), |ax| konvergiert. Die Folge (ax) ist als Nullfolge beschränkt. 
k=1 


Fürn=0,1,... und r > O0 besteht die Ungleichung 


2 = 2 . - 
(Z)”e za — mit einer Konstanten O=C(n,r)>0, 


([GA] mit Bd. 1, 83:2.3 (f)), woraus folgt 


(**) ()” [ax |e/D°r < const- I) a < m. 

k=1 k=1 
Für r > 0 setzen wir K- := {(xz,t)|0O<xz<L,t>r}. Die Vereinigung aller 
K- mit t>0 ist H = {(z,t)|O<x@<L, t>0}. Durch 


< (FE)? . ke 
#)  ula,t) := % are TE sin I 
k=1 


ist eine auf 7 stetige Funktion gegeben, denn diese Reihe hat die Majorante 
>, |ax |, konvergiert also gleichmäßig auf H. 
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Fürn=1 und n = 2 liefert (**) auf K- ={t> r} Majoranten für die Reihen 
> 
k=1 


Nach dem Satz über gliedweise Differentiation liefert die erste der beiden Rei- 
hen d.u(x,t), die zweite sowohl 8,Ö,u(x,t) als auch Yu(z,t). Daher ist die 
Wärmeleitungsgleichung 4.1(a) in jedem Bereich K- mit r > 0 erfüllt, und 
damit auch in H. 


_(mkı2 
Rare (F) t cos Ikz 


(Z)’ ax et sim zkz 
Lo ; 


L L 


SR 
ng 


Ganz analog schließen wir, dass die Funktion u in H = {t > 0} beliebig oft 
gliedweise differenzierbar ist, weil (**) für beliebiges n und beliebiges r > 0 auf 
K-, Majoranten liefert. 














4.4 Aufgabe. Sei L=r und 


x? für 
fe) = | 5 


oO 


<se<z5t 


IA nr 


u (em) für st<e<t 


[6] 1 


Bestimmen Sie für die Darstellung (x) die Partialsumme mit den ersten drei 
nichtverschwindenden Gliedern und skizzieren Sie die so gewonnene Näherungs- 
lösung für einige Werte vont>0. 


4.5 Wärmeleitung bei Neumannschen Randbedingungen 


Das Wärmeleitungsproblem für einen Draht der Länge L bei wärmeisolierten 
Drahtenden lautet: Zu einer gegebenen stetigen Funktion f auf [0,ZL] ist eine 
Lösung u gesucht von 


du u .. 
(a) a m für O<r<L,t>0, 


ou ou x. 
(b) 5,09 = 3,2) =0 für t>0, 


(c) ul2,0)= f(x) für O<z<L. 


Von den Lösungen wird neben den Bedingungen 4.1 verlangt, dass 2 > u(z,t) 
für festes t>0 zu C![0,L] gehört. 


Produktansatz und Superposition führen hier auf die Lösungsdarstellung 


1 u: k 
(*)  ula,t) = > a0 Tr are Eee cos I mit 
k=1 
L 


2 nkx 
ar = 2 | mo 0 Eau (K=01,2,.:,2): 
0 
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Für stückweise glatte Anfangstemperaturverteilungen f liefert die Reihe (x) eine 
für t > 0 beliebig oft differenzierbare Lösung des Randwertproblems (a),(b),(c). 


Die Übertragung der Rechnung 4.2 und des Beweises 4.3 — diesmal mit dem Satz 
2.8 (b) über Entwicklung in Kosinusreihen — sei dem Leser als Übung überlassen. 


4.6 Wärmeleitung bei gemischten Randbedingungen 
Die Separationsmethode läßt sich ohne große Schwierigkeit auf allgemeinere 
Randbedingungen der Form 


u BL 
a, N) +Bul,t)=0, Y dr 


mit &@® +8? > 0,7% +6? > 0 übertragen. Als Beispiel betrachten wir die 
gemischten Randbedingungen 


u a 
(b)  u(0,t) = 7,8) =D für >20: 


(2,8) +öu(L,t) = 0 


Produktansatz und Superposition von Produktlösungen lassen eine Lösungs- 
darstellung 


00 ® 3 

&*  ula,t) = > age (Ert2))® sin T (k+ >)a 
k=1 

vermuten, wobei f(x) = u(x,0) die Fourierreihe 


Samfäle+h)H 


besitzt. Um diese als Fourierreihe einer geeigneten Funktion F' zu deuten, be- 
achten wir, dass die Glieder gr der Reihe die Symmetrieeigenschaft gx(x) = 
gr(2L — x) mit Symmetrieachse x = L haben. Setzen wir daher f durch 
F(x) := f@L-x) für L< x < 2L zu einer Funktion F € PC![0,2L] 
fort und entwickeln diese im Intervall [0,2Z] in eine Sinusreihe, so gilt wegen 
F(2L) = F(0) = f(0) =0 
FR: 0 1 
F(x) = 3 ar sin -(k+ >). 

k=1 
mit 

2L L 


1 2 
Ak =  [r@ sin (kr +5) de = | r@ sin (k+ 5)a de, 
0 0 


da die restlichen Fourierkoeflizienten von F verschwinden Al. Mit diesen Mo- 
difikationen übertragen sich die Aussagen und Beweise von 4.3 sinngemäß. 


Für die Behandlung allgemeiner gemischter Randbedingungen verweisen wir auf 
MILLER-MICHEL [11] 84. 
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4.7 Maximumprinzip und Eindeutigkeitssatz für die Wärmeleitungs- 
gleichung 


Seien 2 = {(z,t)| <x=<L,t>0} und Hr die abgeschlossene Halbebene 
f(z,t)|t < T} mit T > 0. Dann gilt für jede auf N stetige Lösung u der 
Wärmeleitungsgleichung 


min u< ulz,t) < max u 
HrNan HrNaN 


für alle (z,t)e Hrn®. 


Das Maximum bzw. Minimum von u 
auf der kompakten Menge Hr ND wird 
also auf dem Randstück Hr NOQ von 
N) angenommen. 





BEWEIS. 
Wir zeigen zunächst für (x,t) eNN Hr, dass 
u(z,t) < max{u(z,t)| (x,t) eO9NNHr}. 
Zum Beweis setzen wir für festes e>0 v(z,t) =u(x,t) + ex” und erhalten 
H) Bed)- Fe) -u<l. 


Das Maximum von v auf IM Hr werde an der Stelle (zo,to) angenommen. 
Wir behaupten (zo,to) € IN Hr. Wäre dies nicht der Fall, also O<to <T 
und 0 <xo < L, so wäre 


2 . 
% (zo,to) =(, 3 (20, to) <0 sowie 


%(zo,to)=0, falls tt <T bzw. 2(x0,t0)>0, falls to =T. 


In jedem Fall wäre 


2 
% (zo,to) — 53 (20, to) > 0 


im Widerspruch zu (*). (Beachten Sie, dass für @ = 0 kein Widerspruch ent- 
standen wäre.) 


Es folgt für (x,t)eNNHr 
u(z,t) < v(z,t) < v(zo,to) < ulzo,to) + el}, 
also 


sup u< max u+tel? fürjedes e>0. 
Hrna Hrnon 


Nach Grenzübergang e — 0 folgt die Behauptung. Die Abschätzung von u(x,t 
nach unten folgt durch Ersetzen von u durch —u. 
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Hieraus ergibt sich unmittelbar der 


Eindeutigkeitssatz. Es gibt höchstens eine auf Q stetige Lösung u der Wär- 
meleitungsgleichung mit vorgeschriebenen Werten auf dem Randstück HrNoQ, 
d.h. mit den 


Anfangswerten u(z,0) = f(x) (O<x<L), und den 

Randwerten u(0,t) = g(t), u(L,t)= hit) (> 0). 
BEwEIS. 
Die Behauptung ergibt sich, indem wir für zwei Lösungen uı,u2 mit gleichen 
Randdaten das Maximumprinzip auf u := ua — un anwenden. im] 


4.8 Aufgaben 


(a) Zeitlicher Abfall der Energie bei der Wärmeleitung. Zeigen Sie 
L L 
1 u 2 ö u 2 
EL =--/< < 
E(t) : [a de — Et) [3 (z,t) de <oO 
0 0 


für jede Lösung u mit geeigneten Differenzierbarkeits- und Randbedingungen. 
Verfahren Sie dabei wie in 3.5. Folgern Sie hieraus eine Eindeutigkeitsaussage 
für die Wärmeleitungsgleichung. 


(b) Geben Sie nach dem Muster von 3.7 eine Lösungsdarstellung für die inho- 
mogene Wärmeleitungsgleichung 


ou u 
Era = re = F(z,t) 


unter den homogenen Randbedingungen u(0,t) = u(L,t) = u(z,0) = 0. 








(c) Wir betrachten die homogene Wärmeleitungsgleichung mit den gemischten 
Randbedingungen 

u u 

— (0,1) = L,t) - —(L,t)=0 für t>0. 
Welches Vorzeichen haben die beim Produktansatz auftretenden Eigenwerte A 
und welcher Gleichung genügen sie? (Verfahren Sie wie in 1.2.) Verschaffen Sie 
sich eine Vorstellung von der Lage der Eigenwerte Aı,Aa,..., indem Sie die 
A, als Abszissen der Schnittpunkte einer Tangensfunktion und einer Hyperbel 
darstellen. Was läßt sich über das asymptotische Verhalten der Ar für k — oo 
sagen? 
(d) Wärmeleitung ins Erdinnere. Unter der idealisierenden Annahme, dass 
die Erdoberfläche eben ist und in der x,y-Ebene liegt, wollen wir annehmen, 
dass die Erdtemperatur nur von der Tiefe z > 0 und der Zeit t abhängt: 
u=u(z,t). 
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Die Wärmeleitungsgleichung = = kAu ($1:2.5) vereinfacht sich dann zu 
u _ % Fu 
dt 82 


wobei wir die Temperaturleitfähigkeit k diesmal nicht wegskalieren. Wir gehen 
von periodischen Temperaturschwankungen an der Erdoberfläche aus: 


für 2,t>0, 


u(0,t) = >00 + aı coswt mit der Periode T = ı ; 

Ferner fordern wir, dass u(z,t) für z— oo beschränkt bleibt. 

(i) Warum genügt es, den Fall ao = 0, aı =1 zu betrachten? 

(ii) In letzterem Fall führt der Separationsansatz u(z,t) = v(z)w(t) scheinbar 


nicht zum Ziel; es müsste v(O)w(t) = coswt eine gewöhnliche DG 1. Ordnung 
erfüllen. Schreiben wir aber 


iwt 1 —iwt 
coswt = e e n— 


2 2 


so gibt es komplexwertige Produktlösungen u,u2 mit ur(0,t) = wr(t). Abwei- 
chend vom üblichen Schema ist hier A durch die w, eindeutig bestimmt. Führen 
Sie das aus! 


(iii) In welcher Tiefe z ergibt sich bei einer jährlichen Periode (T’=1 Jahr) bei 
einer Temperaturleitfähigkeit k = 2: 10°’m?/sec eine Phasenverschiebung von 
einem halben Jahr? 


(e) Folgern Sie aus dem Maximumprinzip 4.7 für zwei Lösungen uı,ua: 
— Aus uı < ua auf O0 folgt u < ur auf. 
— Aus |uı - u2| <e auf IN folgt |uı -u2| <e auf N. 


(f) Temperaturverteilung im endlich langen Draht bei festen Randwerten. Hal- 
ten wir durch Wärmezufuhr die Temperaturen der Drahtenden konstant, so 
ergibt sich das Problem 


2 
= _ iL in Q= |0,L[x R>o, 


u0,t)=a, u(L,t)=ß 


u(z,0) = f(x), wobei f(0)=a, f(L)=P. 


Stellen Sie die Lösung in der Form u(z,t) = uo(xz) + v(x,t) dar, wobei v 

das Problem 4.1 mit einer geeigneten Anfangstemperaturverteilung löst und 

uo(x) = lim u(xz,t) der stationären (zeitunabhängigen) Wärmeleitungsglei- 
too 


chung ug = 0 in einer Dimension genügt. 
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5 Das stationäre Wärmeleitungsproblem für die Kreisscheibe 


5.1 Formulierung des Problems 


Wir betrachten eine wärmeleitende Kreisscheibe in der £,y-Ebene, deren Tem- 
peraturverteilung auf dem Rand zeitlich konstant gehalten wird. Ähnlich wie 
in 4.8 (f) dürfen wir erwarten, dass der Vorgang des Wärmeausgleichs nach ei- 
ner gewissen Zeit annähernd zur Ruhe gekommen ist. Die Temperatur u hängt 
dann nicht mehr von der Zeit ab, aus der Wärmeleitungsgleichung du/ödt = aAu 
wird die Laplace-Gleichung Au = 0. Lösungen der Laplace-Gleichung wer- 
den harmonische Funktionen genannt. 


Nach Ausführung einer Translation und einer Streckung der Ebene dürfen wir 
das Problem auf der Einheitskreisscheibe 

2 = Kı(0) = {w,y)|a’+y?<1} 
betrachten. Wir kommen so zum Randwertproblem für die Laplace-Gleichung 
(Dirichlet-Problem): 


Gegeben ist eine stetige Funktion f auf der Kreislinie 9%. Gesucht ist eine 
Funktion u e C(Q)NC?(N) mit 


(a) Au=0 in, 
(b) u=f auf O0. 


5.2 Transformation auf Polarkoordinaten 


Es ist leicht zu sehen, dass der Produktansatz u(x,y) = v(xz) w(y) zwar eine 
Fülle harmonischer Funktionen liefert, aber keine Handhabe bietet, die Rand- 
bedingung (b) einzuarbeiten. Das ändert sich, wenn wir die Kreissymmetrie 
des Problems ausnützen und zu Polarkoordinaten übergehen. Dabei stellt sich 
folgende Aufgabe: 


Umrechnung des Laplace-Operators in Polarkoordinaten 


Setzen wir für eine C?-Funktion u auf der Einheitskreisscheibe 
U(r,p) := u(rcosp,rsnp) ((<r<1l, -n<p<r), 
so gilt 


OU 1 U 


1 
r ör | r2 02 





2 2 
Au = 1. (v5) 1 U HU 


— —n — [200 oo EBEAE, L 
rör \ Dr r2 09? dr? 
Hierbei sind auf der linken Seite die Argumente (rcosp,rsinp) und auf der 
rechten die Argumente (r,p) einzutragen. 
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Diese Identität ergibt sich aus den via Kettenregel gewonnenen Gleichungen 


zn en Le PN ELBE 
dr 5 p Pp, g 9, 


oy 9% 9 dy 





U = u os + ou sin cosop + Fu cos Fu sin sin 
Fr rer ee 





ee en + Hu r COS (-r sin p) 
N z 


+I[1- Au rsin a Tr cos kg Be 
FETT Te ee 


Damit geht das Randwertproblem (a), (b) über in 


2 
(5) oT 0<r<l, -T<p<rt, 


er iur Ya er 
(b) U(1,p) = F(p) := f(cosp,sinp) für -m<p<r. 


Von den Lösungen U fordern wir C?-Differenzierbarkeit für 0O<r <1 und 
stetige Fortsetzbarkeit in r = 0. Damit eine Lösung U von (a’),(b’) wieder 
zu einer Lösung u des Originalproblems zurücktransformiert werden kann, d.h. 
damit es eine Funktion u € C/(V)NC?(9) gibt mit U(r,p) = u(r cos p, r sin op), 
muss sich U bezüglich p periodisch verhalten. Wir verlangen 


(EC) Ur, r-0) = U(r, —(r+0)), en 0) = us (r+0)) O<r<1), 





(d) lim U(r,p) existiert für jedes % und ist unabhängig von go. 
r—0+ 


Dass diese Bedingungen für die Rücktransformation hinreichen, brauchen wir 
uns an dieser Stelle nicht zu überlegen; das ergibt sich später von selbst. 


5.3 Produktlösungen 


Die Bedingungen (a’),(c’),(d’) für die Produktlösung U(r,g) = v(r) w(yp) mit 
v #0, w# 0 führen auf die Gleichungen ([üA], vgl. $4:1) 


1 A 
1 „ = ı ERIRS:0,3 — 0 ih . ti t 
d) v+ „v =? we v(r) existiert, 





(2) w +N\w= 0, w(-r) = w(r), w(—r) = w(r). 
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Aus (2) folgt zunächst A > O0 nach dem Muster 1.2. Die Periodizitätsbe- 
dingungen (c’) liefern dann die sämtlichen möglichen Eigenwerte A = k? für 
k=0,1,... [2]. 

Es ergibt sich daher w(p) = ao/2 für k=0 und w(p) = ax coskp+ br sin kp 
für k = 1,2,... mit Konstanten ax, b,. Für A = k? hat (1) nach 84:1 bzw. 
84:2.7 die Fundamentalsysteme 


1, logr fürk=0 und r", r* fürkenN. 


Von diesen fallen wegen der Bedingung (1) die für r — 0+ unstetigen Lösungen 
fort. Damit haben sämtliche Produktlösungen die Form 


Uo(r,p) = 3a0 bzw. 
Ux(r,g) = (arcoskp+brsinkp)r" für k=1,2,.... 


5.4 Superposition von Produktlösungen, Poissonsche Integralformel 


(a) Lösungsformel in Polarkoordinaten. Wir setzen U(r,’p) als Superposition 
sämtlicher Produktlösungen in Reihenform an; dabei gehen wir der bequemen 
Rechnung halber zur komplexen Darstellung über. Außerdem nehmen wir an, 
dass die Reihe 


(&)  Ulr,p) = Sa +) (arcoskp+brsinkp)r"= lm Y crri*leikr 
k=1 nF k=on 


für O<r<1 und |p| < r gleichmäßig konvergiert. Dann konvergiert auch 
+0 
F(p) = U(l,p) = ), ae 
k=-o 
gleichmäßig für alle » ER, also gilt nach 2.2 


Tr 


= a Fib)e*? db für kEZ. 
Dar 
Für festes r < 1 gewinnen wir damit aus (x) die folgende Integraldarstellung: 


Tr 


+00 


Uno) = ), [este Ptuyau 
k=—-o0 Hr 
ur / (= 3 Ba Fb) dıb 
k=—oo 


= [atne-wrw)au 
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mit 
+00 


Pe | kl „ikt 
Ar,t) := = > re”. 


k=—-oo 


Für r <1 ergibt sich 


And = Dee + Dre) 


di EN re A 1-r? 
An \1-reit 1-ret) 27 1-?2rcost+r2 


Hiermit haben wir eine Integraldarstellung der Lösung für r < 1 erraten: 
) Une) = | Qne-»)Flolan. 


Wir führen (xx) anschließend in kartesische Koordinaten über und zeigen in 
5.5, dass wir hierdurch zu einer Lösung des Dirichlet-Problems gelangen. Daher 
benötigen wir die zum Erraten der Integraldarstellung oben gemachte Annahme 
über die gleichmäßige Entwickelbarkeit von F nicht mehr. (Diese ist nach 2.4 (ii) 
auch nicht immer gerechtfertigt.) 


(b) Lösungsformel in kartesischen Koordinaten. Für x = (rcosp,rsingp) mit 
r<l und y = (cosy,sin.b) ergibt sich 

Ix <- ll? = 1-2rcos(p-Y)+r?, 
also 


_ 1-1” _, 


And) = = Play). 


Mit U(r,p) = u(rcosp,rsinp), F(y)) = f(cosı’b,sinı) geht die Integraldar- 
stellung (**) über in 


(P) u) = / Piy) Ay)ds(y) für Ixil <1, 
IyI=1 


wobei die rechte Seite als skalares Kurvenintegral über die positiv orientierte 
Einheitskreislinie zu verstehen ist. Das ergibt sich sofort mit der Parametrisie- 


rung dry = (cosy,sind) (-T<Y<m) ([üA], vgl. Bd.1, $24:3.1). 
Die Funktion P heißt der Poisson-Kern für die Einheitskreisscheibe; das 
Integral in (P) wird Poisson-Integral genannt. 
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5.5 Lösung des Dirichlet-Problems durch das Poisson-Integral 
N bezeichne wieder die offene Einheitskreisscheibe Kı(0) C R°. 
Satz (Poısson 1820). Für jede stetige Funktion f auf der Einheitskreislinie IN 


ist durch 
1- |Ix|? / 2 . 
_— ——— ds(y) für |Ix|| <1, 
27 Ix - yll? 


Iyi=1 


’&) für |xIl = 1 


eine Lösung u C/(O)NC?(D) des Dirichlet-Problems 


u(x) := 


Au=0in N, u=f auf O9 
gegeben. 


BEMERKUNGEN. (i) Dass dies die einzige Lösung ist, zeigen wir in 5.6. 
(i) u ist sogar reell-analytisch in Q, d.h. Realteil einer in & holomorphen Funk- 
tion: 


u(lx,y) = Re(oo +2) cı (2 + iy)") 


mit den Koeffizienten 
ck = ı f ffcosy,sinyd)e””"* dd (k=0,1,2,...). 
Ph 


(ii) Das Poisson-Integral divergiert für alle x € 90 mit f(x) # 0; es kann 
daher die Lösung in Randpunkten nicht darstellen. Die Aussage u € C’(D), 
u= f auf ON bedeutet also 


lim u(x) = f(xo) für jedes xo € O9. 
N3X-xXo 


BEWEIS. 
(a) Für die oben definierte Funktion u zeigen wir ve C*(D) und Au=0Oin 
N. Für x = (rcosp,rsinp) mit r <1 gilt nach der Rechnung in 5.4, die wir 


jetzt rückwärts verfolgen, 


Eu 


ux)= [ Pay)(y)dsy) = [ Qlnp- %) Fly) db 


Iyli=1 7 
+00 : oo : oo . 
— y2 Ck kl oike — co + > crrFeih? 4 % c_Rr" emihr 
k=—-00 k=1 k=1 


mit 
“K= 1 F(b) er? dd = E. f f(cos d, sin db) e"*? dab. 
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Die gliedweise Integration ist erlaubt, weil die Reihe 
+9 : 
Do yiRl ira %) 
k=—-oo 
wegen |cr| < || f||, bei festem r < 1 gleichmäßig bezüglich > konvergiert. Da 
f reellwertig ist, gilt c_, =, und wER, also ist 


ulz,y) = Reg(e+iy) mit ge) =o +2) «z*. 
k=1 
Da die letztere Reihe für |z] < 1 konvergiert, ist u in der Realteil der holo- 
morphen Funktion g. Nach Bd. 1, 827:3.1 und $27:1.3 sind u(x,y), v(z,y) := 
Img(z + iy) beliebig oft differenzierbar in 2 und erfüllen dort die Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen 


du _ vw ou MW 


il Ta Tal 7 
Daraus folgt 
Fu Hu v Hv . 
et mn. 








(b) Eigenschaften des Poisson-Kerns. 
(1) Für x= (rcosgp,rsinp) mit r<1 und ||y|| =1 gilt . > 0 sowie 


[ Posy)ds(y) 
Iyli=ı 


k=-oo 


J Alr,p - vV)dıı = 4 1 rIkl eik(p-%) dıb 


_ 5” yikl [ eik(p-%) dv =1. 


k=—oo _T 


(2) Sei ||xo|| = 1 und ||xo - y|| > 26 > 0. Dann folgt für ||x|| < 1, |x —-xo|| < 6 


zunächst ||x -y|| > ||xo - y|| - ||xo - x|| > 26 — ö = 6, also 

1- |Ix]® _ (+ 1x) a - IxI) 
P a ea EN 
Ry)s 206? 2nö? 
211 = |IxI) 
SEN << —__ ||x — 
> 262 = mö2 Ix = xoll, 
Letzteres wegen 1-||x|| = ||xo|| - ||x|| < ||x - xo|- 


(ec) u ist stetig in D. Dazu müssen wir nach Bemerkung (iii) zeigen, dass 


lim u(x) = f(xo) für jeden Randpunkt xo. 


N3X-Xo 


Sei also ||xo|| = 1 und e>0 vorgegeben. Wir wählen 6 >0 so, dass 


/o)-Fk&o)| <e für alle ye ON mit |y-xoll < 2%. 
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Dann gilt für alle xe Q mit ||x —xo|| < ö aufgrund von (b) 








u FRo)l=| S Ps) (fin) - Fo) dsty)| 
IylI=1 

Ss J P(&,y)| f(y) - f(&o) | ds(y) 
yıl=1 

=. f  P@y|fo) - fo) | ds(y) 
IIy—xoll<28 
+ ..[ Pay) fo) - fo) | ds(y) 

Iy-xXoll225 

<E P(x,y)ds(y) + 2llfio JS  Po&sy)ds(y) 
Iy-xXoll<25 Iy-xXoll225 

<e+ 2lfllo 2m 5 |Ix — xoll 

2 u ee 











für |x —xo|] < min [6,&ö? /A]|f]|}- 





5.6 Maximumprinzip für harmonische Funktionen und 
Eindeutigkeitssatz für das Dirichlet-Problem 


(a) Maximumprinzip. Für jede auf einem beschränkten Gebiet X C R” 
harmonische Funktion u € C(O)NC?(D) gilt 


minu <u < maxu. 
an 809 


Gilt lediglich Au > 0 in Q, so besteht die Ungleichung u < maxu. 


BEWEIS. 


(i) Wir beweisen zunächst die zweite Behauptung. Dazu wählen wir ein e > 0 
und setzen 


v(x) := ulx) + ellx||. 


Die stetige Funktion v nimmt auf der kompakten Menge N das Maximum an, 
etwa in Xo. Dieser Punkt muss auf dem Rand liegen, denn im Fall xo € wäre 
die Hesse-Matrix H von v in diesem Punkt negativ semidefinit, hätte also keinen 
positiven Eigenwert. Wegen Spur H = Av(xo) = Au(xo)+2ne = 2ne > 0 kann 
dies nicht sein. 


Es gilt also für alle x€ 


ux) < v(X) < v(X0) = u(Xo) + ellxoll? , 
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somit wegen xo € ON 
sup {u(x) | x € 2} < sup{u(x) |x € 90} + e max { |Ix]]? |xe€ an) 


für jedes e > 0. Nach Grenzübergang e — 0 folgt die Behauptung. 


(ii) Die erste Behauptung folgt unmittelbar durch Anwendung von (i) auf u 
und auf —u. 














Eine direkte Folgerung aus (a) ist der 


(b) Eindeutigkeitssatz. Jede harmonische Funktion u € C(DMNC’N) ist 
durch ihre Randwerte eindeutig bestimmt. Insbesondere hat das Dirichlet-Pro- 
blem 5.1 höchstens eine Lösung. 


5.7 Aufgaben 


(a) Lösen Sie das Dirichlet-Problem in der Einheitskreisscheibe für die folgen- 
den Randverteilungen 


fay)=1, fay)=r, fay)= _ 


Verwenden Sie in den letzten beiden Fällen Polarkoordinaten. Im mittleren 
Fall ergibt sich für 5.4 (*) eine endliche Summe. Bestimmen Sie im letzten Fall 
zunächst Re 1/(1-— 3e'%). 

(b) Folgern Sie aus der Poisson-Darstellung 5.5 die Harnacksche Unglei- 
chung für die Lösung u des Dirichlet-Problems im Fall f > 0 


1- || 1+ I 
0) < < 
SS 








u(0) für ||x|| <1. 


(c) Machen Sie sich plausibel, dass für U(r, ) =] &r,g —-Y)F(ıb)dıb die 


Beziehung lim U(r,p) = F(p) gilt, indem Sie die Hiaiktien t > Q(r,t) für 
ro 


einzelne Werte von r <1 skizzieren. Beachten Sie dabei, dass 


lim &(r,0) = lim nu 
rl 


r-1 27 1—-r 





= oo, lim Q(r,p) =0 für #0. 
rol 


(d) Folgern Sie aus 5.5 mit Hilfe einer Streckung der Ebene, dass die Poisson— 
Formel für die Kreisscheibe 2 = Kr(0) lautet 


2 

u(x) = RR Ill / FW) _ ds(y) für |x|| <R. 
Ix - yll 

IyII=R 
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In diesem Paragraphen behandeln wir das Anfangswertproblem für die implizite 
Differentialgleichung 1. Ordnung 


F(x,u(x), Vu(x)) = 0. 


Gleichungen dieses Typs beschreiben Phänomene der Wellenausbreitung. Zu 
diesen gehört die Eikonalgleichung der geometrischen Optik, und deren mecha- 
nisches Analogon, die Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung. Die Lösung sol- 
cher Gleichungen kann vollständig auf die Lösung von Systemen gewöhnlicher 
Differentialgleichungen zurückgeführt werden. Wir erläutern die Charakteristi- 
kenmethode zunächst an einem Spezialfall: 


1 Die quasilineare Differentialgleichung 


1.1 Problemstellung 


Gegeben sind ein Gebiet d C R” und C!-Funktionen aı,...,An,b auf OQXR. 
Ferner sei M eine (n — 1)-dimensionale orientierbare C'-Untermannigfaltigkeit 
in Q und f eine C!-differenzierbare Funktion auf M. Gesucht ist eine Lösung 
u der quasilinearen DG 1. Ordnung 


n. n 


ak, u(x)) = (x) = b(x,u(x)), kurz ak, u)öd;u = b(x,u) 


i=1 i=1 





in einer Umgebung von M, die der Anfangsbedingung 
u=f auf M. 


genügt. 
Wir sprechen von einem Anfangswertproblem oder Cauchy-Problem. 


Für die sich auf Untermannigfaltigkeiten beziehenden Begriffe verweisen wir 
auf $11:1. Ohne Verlust an Allgemeinheit beschränken wir uns hier auf die 
Behandlung des ebenen Falles n = 2, bei dem M eine Kurve ist, die wir mit 
© bezeichnen. Das bedeutet, dass sich C lokal durch eine Gleichung g(x) = 0 
mit einer C'-Funktion g beschreiben lässt, wobei Vg nirgends verschwindet. 
Hieraus ergibt sich: Zu jedem Kurvenpunkt & € C gibt es eine Umgebung 
UCR?, sodass CNU eine reguläre C!-Parametrisierung :1— CNU mit 
stetiger Umkehrung besitzt, wobei / ein offenes Intervall ist. Der Einfachheit 
halber nehmen wir an, dass C durch eine einzige Parametrisierung 9: I — R? 
überdeckt wird, die wir im Folgenden fixieren. 

Wir nennen die Funktion f C'-differenzierbar auf C, wenn foyp im ge- 
wöhnlichen Sinn C!-differenzierbar ist. 
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1.2 Der Grundgedanke der Charakteristikenmethode 


Der Grundgedanke der Charakteristikenmethode lässt sich geometrisch sehr ein- 
fach formulieren: 


Sei u eine in einer Umgebung U von C gegebene Lösung des Cauchy-Problems 
aı(X, u) dhu+ a2(x,u) du = b(x,u), u=f auf C. 
Wir setzen 
M={(xu&))|xeu}, G:={(&fö)lEecC}, 
v.:= (aı,a2,b) und n := (iu, Ju, —1). 
Hiermit erhält das Cauchy-Problem die geometrische Gestalt 
(v,n) = sdu+tadu-b=0 auf M und ÖcM. 





Die Abbildung (&,y) — v(z,y) ist 
ein Vektorfeld im R°’, das auf der 
Lösungsflächke M tangential ist, da Mr 
n ein Normalenfeld auf M ist. Jede Aw3 a 
durch C laufende Integralkurve (Cha- Es 
rakteristik) dieses Vektorfeldes liegt u 
daher auf M ‚ siehe die unten. M = Graph u 
Die Gesamtheit der Charakteristiken 
zerlegt M. 


Die Charakteristikenmethode zur Lö- 
sung des Cauchy-Problems 1.1 besteht 
nun darin, diese Analyse in ein Kon- 
struktionsverfahren für die gesuchte 
Funktion u umzumünzen: 





— Bestimmung der Charakteristiken; 
dies bedeutet Lösung eines AWP 
gewöhnlicher Differentialgleichungen, 

— Nachweis, dass die Schar der Cha- eharaktrisische 7 
rakteristiken eine Fläche aufspannt, Projektion zı 


die Graph einer Funktion u ist, welche 
das Cauchy-Problem löst. 





Zeigen Sie für die Integralkurven t > at) = (zı(t),z2(t),y(t)) des Vektor- 
feldes v: Gilt (to) € M für ein to, so auch alt) € M für alle t. (Differenzieren 
Sie y(t) - u(zı(t),x2(t))). 
Die Projektionen der Charakteristiken auf die xı,22-Ebene heißen charakte- 
ristische Projektionen. 
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1.3 Das charakteristische Anfangswertproblem 


Nach Definition ist eine C'-Kurve t ++ (z1(t),x2(t),y(t)) Charakteristik für 
das Cauchy-Problem 1.1, wenn für einen Kurvenpunkt € = (&,&)€C silt: 


zit) = arlzılt),22(t),y(t)), 210) = &ı, 
&alt) = azlzılt),x2(t),y(t)), 22(0) = &, 
ya) = blaılt),ze(t),y(t)),  Y(O) ME): 


Wir beziehen im Folgenden die Anfangswerte auf den Kurvenparameter s und 
schreiben das Anfangswertproblem mit den Abkürzungen 


( 
( 


a= (aı1,a2), X = (Xı,X2) 
in vektorieller Gestalt 
(a) x*E) = aktt),yi)), HE) = bir), u): 
(b)  x(0) = £(s), y(0) = Y(s) := Fp(s)) mit sel. 


Die Lösungsschar des Anfangswertproblems (a),(b) bezeichnen wir mit 
t> X(s,t),Y(s,t)) (seEN). 

Die zugehörigen charakteristischen Projektionen sind dann gegeben durch 
tr Xl(st) (se). 


Die gesuchte Lösung u des Cauchy-Problems soll nach den Überlegungen in 
1.2 durch die Gleichung u(X(s,t)) = Y(s,t) eindeutig bestimmt sein, d.h. die 
Abbildung (s,t) > X(s,t) soll eine C'-differenzierbare Inverse besitzen. Dies 
erfordert eine Bedingung an die Anfangsdaten: 


1.4 Transversalitätsbedingung und charakteristische Umgebungen 


An die Anfangsdaten stellen wir folgende Transversalitätsbedingung: 
(cl) Für kein &EC ist a(&, f(£)) Tangentenvektor an C im Punkt £. 


Dann schneidet jede charakteristische Projektion t > X(s,t) die Kurve C trans- 
versal, das heißt nicht tangential, denn nach 1.3 (a),(b) gilt 


X(s,0) = a(X(s,0),Y(s,0)) = a(&, f(8)) x 


Im folgenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz zeigen wir, dass unter dieser Vor- 
aussetzung die charakteristischen Projektionen eine Umgebung von C einfach, 
d.h. ohne Überschneidungen, überdecken. Genauer erhalten wir: Es existiert ei- 
ne Umgebung U C N. der Startkurve C und eine Umgebung V C R? der Strecke 
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{(s,0) | s € I}, so dass für jeden 
Punkt (s,t) € V die Verbindungs- 
strecke zwischen (s,t) und (s,0) ganz 
in V liegt. Das bedeutet, dass sich jeder 
Punkt von U längs einer charakteristi- 
schen Projektion mit einem Punkt in 
C verbinden lässt, ohne U zu verlassen. 
Wir nennen U eine charakteristische 
Umgebung der Startkurve C. 
Analog sprechen wir von einer cha- 
rakteristischen Umgebung U eines 
Punktes &, = p(s0) € C, wenn U 
wie eben das diffeomorphe Bild unter 
X einer Umgebung V einer Strecke 
{(s,0)|s € J} ist, wobei J eine Inter- 
vallumgebung von (50,0) ist. 





In den meisten Fällen können wir V als Rechteckumgebung wählen (Figur). 
Aus dem Eindeutigkeitssatz für autonome DG folgt: Der Durchschnitt zweier 
charakteristischer Umgebungen von &, ist wieder eine, wenn sich diese auf der 
Anfangswertkurve C treffen. [UA]: Machen Sie sich das klar! 


1.5 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz für das quasilineare Cau- 
chy-Problem 


SATZ. Das quasilineare Cauchy-Problem 
(a(x,u),Vu) = b(x,u),, u=f auf 
besitzt unter der Transversalitätsbedingung (c) in einer charakteristischen Um- 
gebung UCN von eine eindeutig bestimmte Lösung u: U>R. 
Der Lösungsweg besteht in folgenden Schritten: 


(1) Bestimmung der Lösung X(s,t),Y(s,t) des charakteristischen AWP für 
jeden Parameterwert se I der Startkurve C, 


x(t) = akt), yE)), u) = bt), u), (0) = pls), y(0) = us). 


(2) Einschränkung von X auf eine Umgebung V der Strecke {(s,0)|se I} in 
der s,t-Ebene, so dass X einen Diffeomorphismus von V auf eine charakteri- 
stische Umgebung U von C liefert. 


(3) Darstellung der Lösung u auf U durch die Beziehung 
uX=Y bw u=YoX. 


Der BEWEIS folgt in 1.8. 
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BEMERKUNGEN. (a) Ist die Transversalitätsbedingung verletzt, so kann das 
Cauchy-Problem unlösbar sein, oder es kann unendlich viele Lösungen geben. 
Beispiele hierfür sind: 


du+ u 


l 
S 
nn 
8 
& 
l 
me 





9ut+du=0, ula,r)=0. 


Die Startkurve C ist hier die Diagonale in der Ebene, welche die Parametrisie- 
rung s—+ %(s) = (s,s) besitzt. Wegen ı’(s) = (1,1) und (aı,a2) = (1,1) ist 
die Transversalitätsbedingung verletzt. 

Das erste Problem hat keine Lösung, denn für eine solche müßte gelten 


d d 
0 = u! = 7 m 2) = Hulz,2) + dulz,x) = ule,x) = 1. 


Das zweite AWP hat die unendlich vielen Lösungen u(z1,22) = c- (xı — za) 
mit ceR. 


(b) Die eindeutige und C!-differenzierbare Festlegung der Lösung u durch die 
Gleichung uoX = Y ist gewährleistet, solange die Abbildung X ein Diffeo- 
morphismus ist, was auf kleinen Umgebungen Vo von (so, 0) stets erreichbar ist. 
Auf größeren Umgebungen braucht X kein Diffeomorphismus zu sein, und es 
kann zweierlei eintreten: 

() X ist nicht injektiv, d.h. zwei charakteristische Projektionen schneiden 
sich. In solchen Schnittpunkten kann u nicht mehr widerspruchsfrei festgelegt 
werden. 

(i) Die Jacobi-Matrix DX(s,t) hat in einem Punkt (s,t) nicht den Maximal- 
rang 2. Dann heißt die Stelle X(s,t) ein Brennpunkt der charakteristischen 
Projektionen; u braucht dort nicht mehr differenzierbar zu sein. Dieses Phäno- 
men wird in Beispiel 1.7 illustriert. 

Die Fälle (i) und (ii) können auch gleichzeitig eintreten. 


(c) Im Fall b = 0 ist jede Lösung konstant längs jeder charakteristischen 


Projektion : 


(d) Der Satz behält für n > 2 seine Gültigkeit, wenn der Träger der Anfangs- 
werte eine (n — 1)-dimensionale orientierbare C!-Untermannigfaltigkeit M ist, 
vgl. 811:1.5, z.B. eine Hyperebene. Das Lösungsverfahren (1) bis (3) und der 
Beweis 1.8 übertragen sich sinngemäß. Die Transversalitätsbedingung lautet 
analog zum zweidimensionalen Fall: 


(€) Für kein &eM ist a(&, f(£)) Tangentenvektor an M im Punkt &£eM. 


In den folgenden Beispielen ist die Anfangswertkurve C stets die x-Achse in der 
(z,t)-Ebene, die Charakteristiken parametrisieren wir durch den Parameter r. 
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1.6 Die Wellengleichung einfachsten Typs 


Für eine gegebene C'-Funktion d:R— R und eine Konstante c Z 0 betrach- 
ten wir das Cauchy-Problem 


Das Anfangswertproblem für die Cha- 
rakteristiken lautet hier 


är)=o UÜn=1 yr)=0, 
2(0)= 5, #(0)=0, y(0) = Y(s). 
Als Lösungsschar ergibt sich 
X(s,r) = (s+tcr,r), 
Y(s,7) = Y(s). 


Die charakteristischen Projektionen sind parallele Geraden, welche die x-Achse 
C transversal schneiden und die ganze Ebene einfach überdecken. 








Nach 1.5 (3) erhalten wir die Lösung u aus 
u(s+cr,r) = u(X(s,r)) = Y(s,r) = ı%(s), 
und nach Elimination von s ergibt sich 
ulz,t) = dx - ct). 


Dies ist eine für c > O nach rechts und für c < O nach links wandernde Welle 
mit festem räumlichen Profil und Geschwindigkeit |c|. 


AUFGABE. (Lösungsdarstellung von d’Alembert für die schwingende Saite) 
eien fE CR), ge C!(R). Zeigen Sie: Jede Lösung u € C?(R?) von 


Hu _ u _ ou _ 
Tr c dn2’ u(2,0) = f(&), ETASaRD) = g(®) 


mit c > 0 besitzt die Darstellung 





1 1 xc+ct 
ua!) = 5fa+)+f@-a)+z JS sway. 
& 2—ct 
Anleitung: Die Funktion v := —c — + = löst das Cauchy-Problem 
e® + _g mit 22,0) = dla) = -cf(a)+3le), 





x 6 
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besitzt also nach Obigem die Lösung v(x,t) = d(x — ct). Hiernach genügt u 
dem Cauchy-Problem 


u u 
—c 3) + < En (2,1) =Ub(x —- ct), u(z,0) = f(x). 


Dessen Lösung nach der Methode 1.5 ergibt die Behauptung. 


1.7 Ein Verkehrsflussproblem 


Den Verkehrsfluss auf einer Spur einer unendlich langen Landstraße ohne Ab- 
zweigungen beschreiben wir in einem kontinuierlichen Modell durch die Fahr- 
zeugdichte o(x,t) pro Längeneinheit und die Geschwindigkeit v(x,t) an der Stel- 
le x zur Zeit t. Dabei gehen wir vom Erhaltungssatz für die Anzahl der Fahrzeuge 
auf jedem Streckenabschnitt [a,b] aus, 


z=b 


b 
0 = 4 [ola,t)da + (ev)(a.t) |” 


a 





eo 


b 
5 o(x,t)de + [&( (ov)(z,t) dx 


vgl. Bd.1, 826:6.1. In differentieller Form bedeutet dies 


00 a I(ov) 


dt 0x z 





Wir machen die Modellannahme, dass die Geschwindigkeit v eine monoton fal- 
lende Funktion der Dichte o ist. Der einfachste Ansatz hierfür ist v= A-— Bo 
mit positiven Konstanten A,B. 


Legen wir diese Beziehung mit A=1,B = 3 zugrunde (durch Umskalieren 
erreichbar) und schreiben jetzt u statt o, so lautet das zugehörige Anfangswert- 
problem für die Fahrzeugdichte u 


du Du = 
1-W + a. 0, ux,0)= ıd(z) für zeR, 


wobei ı» € C!(R) eine gegebene Anfangsdichteverteilung mit O<y <1 ist. 
Das Anfangswertproblem 1.3 (a),(b) für die Charakteristiken lautet hier 


Dessen Lösungen sind gegeben durch 


Xsr) = (st rl Yls))r), Ylszr) = %6): 
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Die charakteristischen Projektionen bilden also eine Geradenschar mit Schar- 
parameter sE€ R. Wegen i(r) = 1 schneiden diese die -Achse C transversal. 


Nach 1.5 (3) ist die Lösung u des Cauchy-Problems bestimmt durch 
uX(s,r)) = Y(s,7) = Y(s). 

Wir haben also zu gegebenem (x,t) die Gleichung 
(2,t) = Ks, 7) = (s+ rl %68));T), 





) t=n 2z=s+t(l-Y(s)) 


C!-differenzierbar nach (s, r) aufzulösen. Hierfür muss die Jacobi-Determinante 
von X die Auflösebedingung 


det(DX(s,r)) = 1- ty (s) > 0. 


erfüllen, was i.A. nur für kleine |r| möglich ist. 
Wir machen uns für zwei einfache, aber 

typische Fälle ein qualitatives Bild vom a 
Verlauf der Lösung: 1+ 
(a) ı sei auf einem beschränkten In- 
tervall I = ]a, b| streng monoton fallend \ % 
und außerhalb von / konstant. zT 
Die Steigungen der in (s,0) startenden 
charakteristischen Projektionen haben 
für s <a denselben konstanten Wert; 
entsprechendes gilt für s > 5b. Damit 


ergeben sich die charakteristischen Pro- tır 
jektionen in der x,t-Ebene wie in der 

Figur skizziert [üA]. Die zweite Glei- P 
chung in (x) kann für alle (z,t) mit = 
t> O nach s aufgelöst werden. ir 


Die Lösung u ist nach der Bemerkung 
1.5 (c) konstant längs jeder charakteri- 


stischen Projektion, beschreibt also ei- \ u 


ne nach rechts laufende, mit wachsen- to 
dem t flacher werdende Welle. 


In der nebenstehenden Figur sind Wel- Tu EEE 


lenprofile tı 


z > ule,t) 
u 
für drei Zeiten O =to <tı < ta wie- , NL 


dergegeben. 
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(b) d sei auf einem beschränkten 


Intervall I = Ja, b| streng monoton stei- A 

gend und außerhalb von / konstant. 1+ ab 
Auch hier haben die charakteristischen 

Projektionen mit s < a dieselbe kon- / 

stante Steigung, entsprechendes gilt x 


für die charakteristischen Projektionen 
mit s > b. Jetzt gibt es für t > 0 
Schnittpunkte zwischen ersteren und 
letzteren. Die Lösung u(x,t) kann also 5 
nicht für alle £>0 existieren. 

Wie der nebenstehende „Film“ zeigt, 





bildet sich eine nach rechts wandernde t2t 
Welle aus, deren Front mit wachsen- 
dem t immer steiler wird. tr 


Wir bestimmen die maximale Lebens- 
spanne [0, t.| der Lösung u. t. ist also DO 
das Supremum der t > 0, für welche z 
x > u(z,t) für alle x € R existiert und I, 


C!-differenzierbar ist. Es ergibt sich: 


Die maximale Lebensspanne ist gegeben m 
durch / 


t. = 1/ maxi’, 


falls x)’ positive Werte annimmt, an- / u 


dernfalls durch t« = &. 

Im Fall t, < oo entwickelt die Lösung 
Singularitäten (blow up), d.h. es gibt 
Stellen x» ER mit 








Be (a1) = © (Grenzübergang in O<t<t.). 
Zum Nachweis setzen wir T, := 1/ max)’, falls )’ positive Werte annimmt, 
sonst T, := oo und zeigen T,; < t.. Denn für O<t<T, gilt 1-tı(s) > 0 für 
alle se R. Die Funktion t> @+t(1— b(s)) ist daher streng monoton steigend 
und damit auch bijektiv. Durch (x) ist damit eine C'-differenzierbare Lösung 
des AWP gegeben, d.h. wir erhalten 7, <t,. Für O<t<t, gilt 


ulz,t) = Yls) = da tl Hls))) = dla tl u,t))), 





also 


Nee (14:5) bzw. (at) (1-1/(9)) = 66). 
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Angenommen, T; < t.. Dann wählen wir eine Maximumstelle s. € R von 
und setzen (x, T;, 5.) in die letzte Gleichung ein. Wir erhalten Ou/öx(x,, T;) = 
00, im Widerspruch zur Differenzierbarkeit von x > u(z, T.). Somit ist die erste 
Behauptung T, = t, gezeigt. Die zweite ergibt sich durch nochmalige Anwen- 
dung der letzten Gleichung auf (z,t,s) nahe (xx,1x,5.) mit t<tı, &. = 
s++1+(1- tıb(s«)), s» eine Maximumstelle von ı. 

Die zuletzt betrachteten Punkte (z.,t.) sind Brennpunkte, vgl. Bemerkung 
1.5 (b). Dieser ist nicht notwendig Schnittpunkt charakteristischer Projektio- 
nen, enthält aber in beliebiger Nachbarschaft solche Schnittpunkte. 


AUFGABE. Berechnen Sie für die Anfangswerte 
für 0<s<3, 
+3sin(#(s-7)) für 3<s<il, 
für 11<s<18 


dis) = 


vv wIm wim 


den Brennpunkt der charakteristischer Projektionen, und skizzieren Sie diese 
für0 <x< 18. Es empfiehlt sich, einen nicht zu kleinen Maßstab und in der 
Nähe der Maximumstelle s, = 7 von ı’ eine feine Einteilung der s-Werte zu 
wählen. 


1.8 Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes 


(a) Eindeutigkeit der Lösung. Sei u eine Lösung des Cauchy-Problems auf ei- 
ner charakteristischen Umgebung U=X(V) von © oder eines Punktes von C. 
Wir bezeichnen die Lösung des AWP 


p(t) = afplt),u(p(t))), P(0) = Y(s) 
mit t> P(s,t) und setzen Q(s,t) := u(P(s,t)). Dann gilt auf V 
(st) = (Vu(P(s,t)), &(s,t) ) 
= (Vu(P(s,t)), a(P(s,t),Q(s,t))) = b(P(s,t),Q(s,t)). 


Also löst (P,Q) das charakteristische AWP ebenso wie (X,Y)). Da nach Vor- 
aussetzung mit jedem Punkt (s,t) € V die ganze Strecke zwischen (s,t) und 
(s,0) in V liegt, können wir den Eindeutigkeitssatz für autonome Systeme an- 
wenden und erhalten 


P=X. 0-7 


Somit gilt uoX=uoP=Q=Y,d.h. u=YoX! ini. 


(b) Existenz einer lokalen Lösung. Wir fixieren € = (so) € C (0.B.d.A. so = 
0). Sei t> (X(s,t),Y(s,t)) die Lösung des charakteristischen AWP 


x(t) = akt), yE)), HE) = bat), ve), 
x(0) = p(s) » (0) = Y(s). 
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Nach Voraussetzung sind a,b in QXxR und,» in I jeweils C!-differenzierbar. 
Nach der grundlegenden Theorie autonomer Systeme (85:1.1) sind X(s,t), 
Y(s,t) in einer Umgebung Vo C R? von (0,0) definiert, eindeutig bestimmt 
und C!-differenzierbar bezüglich beider Variablen (s,t). Es gilt 


0,0) = #0), 0,0) = a(X(0,0),Y(0,0)) = a8, f@). 


Wegen der Transversalitätsbedingung 1.4(c) hat die Jacobi-Matrix DX.(0,0) 
den vollen Rang 2. Nach dem Umkehrsatz Bd.1, 822:5.2 gibt es also Umge- 
bungen Vg C Vo von (0,0) und Ug C N von &, die durch X C!-diffeomorph 
aufeinander abgebildet werden. Dabei dürfen wir Vg als Rechteckumgebung 
wählen. 


Die Funktion 
u=YoXt: U-R 


ist C'-differenzierbar als Hintereinanderausführung eines C'-Diffeomorphismus 
und einer C'-Funktion. Aus uoX=Y auf Ve folgt 


[0] 
0 = zz YruoX)ls,t) 
= (6,2) - (vuRH), FH) 


= b(X(s,1),Y(s,t)) - (Vu(X(s,t)), a(X(s,t),Y(s,t))) 
= b(x,u(x)) — = (8, u(x))dru(x) 
für <= X(s,t) EUe. Ba erfüllt u die DG 
> ai(x, u) du = b(x,u) auf Ug = X(Ve), 


i=1 


und für &= p(s) E ENUg gilt 


ug) = u(p(5)) = ulX(s,0)) = Y(s,0) = F(pls)) = FO). 


(c) Verkleben der lokalen Lösungen. Nach (b) gibt es zu jedem Kurvenpunkt 
& = p(so) € © eine lokale Lösung ug : Ug — R. des Cauchy-Problems auf 
einer charakteristischen Umgebung Ug C 0, dabei ist X: Ve >: Ug ein c!- 
Diffeomorphismus und Ve C R? eine Rechteckumgebung von (so, 0). Für zwei 
überlappende Umgebungen Ug,Un ist UeNUn im Fall UENUnNC Z 1) 

wieder eine charakteristische Umgebung, woraus nach (a) ug = um auf UeNUn 
folgt. Im Fall UeNUnNC=® können sich die lokalen Lösungen ug, um auf 
UgeNUn widersprechen. Die folgende Figur zeigt beide Möglichkeiten. 
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Es lässt sich zeigen, dass die Umgebun- 
gen Ug und Vg so verkleinert werden 
können, dass der zweite Fall nicht ein- 
tritt. Setzen wir 


U= Ute: v=-|JVe: 
gec &ec 


so ist U eine charakteristische Umge- 
bung von C und X:V-U ein C!- 
Diffeomorphismus. Auf U ist durch 





ulx) := ug(x), falls x € Ug 


widerspruchsfrei eine Lösung u € C'(U) des Cauchy-Problems gegeben. Die 
Konstruktion einer Überdeckung von C mit verkleinerten Umgebungen erfordert 
Argumente aus der Topologie; für Schlüsse dieser Art siehe BRÖCKER-JÄNICH 
[142]. 














AUFGABEN. Skizzieren Sie bei den folgenden Anfangswertproblemen die cha- 
rakteristischen Projektionen, bestimmen Sie ggf. die Brennpunkte und geben 
Sie die Lösung an. 


(a) zdhut+zıdu= 0, ulz,1)=v%(x) mit dEeC'R), 





(b) zıdıu+z2du = pu, ulx,1)= (x) mit dECHR), 
wobei p # 0 eine Konstante ist (Eulersche Homogenitätsrelation). 
() Au+u= u, ua,0)=db(r) mit de CHR). 


2 Die implizite Differentialgleichung F(x,u, Vu) =0 
2.1 Problemstellung 


Wir betrachten die allgemeine implizite Differentiallgleichung 1. Ordnung für 
u:R"DU-R 


F(x,u(x), Vu(x))=0, kurz F(x,u,Vu)=0. 


In dieser darf jetzt der Gradient von u nichtlinear auftreten wie z.B. bei der 
Eikonalgleichung der geometrischen Optik, die wir im Abschnitt 3 behandeln. 


Wie hier die Anfangsbedingungen zu wählen sind, um Existenz und Eindeu- 
tigkeit der Lösung zu gewährleisten, liegt nicht unmittelbar auf der Hand. Es 
zeigt sich, dass die Lösung im allgemeinen durch Vorgabe ihrer Anfangswerte 
auf einer (n — 1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M noch nicht eindeutig 
bestimmt ist. Wir schreiben deshalb auch für den Gradienten Anfangswerte vor: 
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u=f, Vu=g auf M. 


Dieses Anfangswertproblem lässt sich trotz der allgemeineren Problemstellung 
ebenfalls auf die Lösung charakteristischer gewöhnlicher Differentialgleichungen 
zurückführen; allerdings muss der Charakteristikenbegriff gegenüber dem quasi- 
linearen Fall modifiziert werden. Im Folgenden beschränken wir uns auf die 
Betrachtung des dreidimensionalen Falls. 


Wir setzen voraus: Q ist ein Gebiet im R?, F ist eine C°-differenzierbare 
Funktion aut Qx Rx R°c R’7 und M C OD eine orientierbare C?-Fläche 
(vgl. $11). Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass M durch eine einzige 
Parametrisierung :R?>W-R?, stH+&=g(s) dargestellt werden kann. 
Die Anfangswerte f und g auf M setzen wir als C?-differenzierbar voraus, d.h. 
die Abbildungen 


Yv:= fop, X:=gop 


auf dem Parametergebiet W C R? sind im üblichen Sinn C?-differenzierbar. 
Die Variablen von F' fassen wir in der Form 


(x, 9,2) — (21, 22,23, y, 21, 22,23) 


zusammen und setzen 


öF OF OF 
rn (Be 3) 

öoF OF OF 
"Bez... ), 
V. (z 0za 3) 


2.2 Die charakteristischen Gleichungen 


Wie im quasilinearen Fall bauen wir auch hier die Lösungsfläche aus Kurven- 
scharen auf. Zu deren Bestimmung muss jetzt ein DG-System für Kurven 


t > (x(t),yl),z(i)) ENXxRxR’CR 
herangezogen werden, die den „erweiterten Graphen“ der Lösung u, 
{(&, u), Vuk)) | xe u}, 


auf einer Umgebung U CN von M aufspannen. Das bedeutet die Erfüllung der 
folgenden Gleichungen: 


1) ve) = ulxt)), 
2) zit) = Vukxtt)), 


8) F&b),yE),z6)) = 0. 


2 Die implizite Differentialgleichung F(x, u, Vu) = 0 185 


Wir stellen nun Differentialgleichungen für x(t),y(t),z(t) auf, die diese Bedin- 
gungen sichern. Wir verlangen 


6) x) = VvF&G),vE),zQ)), 
in Übereinstimmung mit dem quasilinearen Fall, bei welchem gilt 
F(x, y, z) u (ax, Y); zZ) — b(x, y) ’ V;F(x,y,z) = a(x,y) r 


Die weiteren charakteristischen Gleichungen ergeben sich nun ziemlich zwangs- 
läufig aus den Forderungen (1),(2),(3): Aus (1) folgt durch Differentiation nach 
t die Gleichung y(t) = (Vu(x(t)), x(t)) und wegen (2) und (i) 


Gi) due) = (VEFRÜ), yet), 26), ze). 
Durch Differentiation von (3) nach t und Einsetzen von (i) und (ii) ergibt sich 


0 = £F(xtt),y(t),z(t)) = (VaF(...),x)) + FE. Ye) + (VeF(...), z(t)) 


(VF(..), VFC))+ El JVFC.),2{)) +(VeF(...),2()) 


(VF(..)+&(..)zt) +2), GF(...)). 


Diese Gleichung ist sicher dann erfüllt, wenn 
(ii) a) = - Fl), yl),2)) - Ele), y),ztı) zii). 
Wir fassen die Gleichungen (i), (ii), (iii) zusammen: 
x = V;F(x,y,Z), 
(*) y= (V:F®,y,2),2), 
OF 


2 = — VaF(x, y,z) — a (&RY.z)2. 


Das sind die charakteristischen Differentialgleichungen für das Cauchy- 
Problem 2.1. Die Lösungen t > (x(t),y(t),z(t)), welche den Anfangswerten 


*) x(0)= ps), YO) = Yls), 2(0) = X(s) 


mit einem Startpunkt € = y(s) € M für s = (sı,s2) € WC R? genügen, 
nennen wir wieder Charakteristiken und bezeichnen diese mit 


tr (X(s,t),Y(s,t), Z(s,t)). 


Die Kurven t> X(s,t) in CR? heißen charakteristische Projektionen. 
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Die Charakteristikenmethode zur Lösung des Cauchy-Problems 2.1 besteht 

—- in der Aufstellung der Lösungen X(s,t),Y(s, t), Z(s,t) des charakteristischen 
Anfangswertproblems. 

— und der Bestimmung der Lösung u aus der Gleichung u(X(s,t)) =Y(s,t). 
Auch wenn in der letzten Gleichung der Anteil Z(s,t) der Charakteristiken 
nicht explizit auftritt, so wirkt dieser doch über die charakteristischen Differen- 
tialgleichungen an der Festlegung von X(s,t),Y(s,t) und damit von u mit. 
Nur im quasilinearen Fall kommt Z(s,t) in den ersten beiden charakteristischen 
DG nicht vor [üA]. 

Wir können die Gleichungen für die Charakteristiken folgendermaßen geome- 
trisch interpretieren: Sei &(t) die Raumkurve (z1(t),x2(t),y(t)) und längs die- 
ser das Vektorfeld 


n(t) = (z1(t), 22), 1) = (Arulxlt)), d2u&lt)),—1), 
wobei wir (2) benützen. Die Kurve & mit dem angehefteten Vektorfeld n wird 
ein charakteristischer Streifen genannt. Nach (x) gilt 

(nd), alt)) = lt)ärlt) + 22(t)E2lt) - Ye) = 0, 


also steht n(t) im Punkt «(t) sowohl senkrecht auf der Kurve als auch auf 
dem Graphen von u. Durch den charakteristischen Streifen ist also ein schmales 
Stück des Graphen längs der Kurve « festgelegt. Machen Sie eine Skizze! 


Für die geometrische Interpretation der charakteristischen Gleichungen mit Hil- 
fe von Monge-Kegeln verweisen wir auf COURANT-HILBERT [3], Kap.2, 83, GA- 
RABEDIAN [47] 2.2, GIAQUINTA-HILDEBRANDT [152] Ch.10,1.3. 


2.3 Bedingungen für die Anfangswerte 


Die Anfangswerte für die Lösung des Cauchy-Problems 2.1 können nicht un- 
abhängig voneinander gewählt werden. Denn ist u eine Lösung, so gilt die DG 
F(x,u, Vu) = 0 insbesondere auf M, was die Verträglichkeitsbedingung 


a) Fi&FO,TH)) = 0 für geM 


liefert. Eine weitere Verträglichkeitsbedingung lautet 





(b) — (s) = (X), 0) für SEW, i=1,2. 


Diese ergibt sich aus 


6) = 2. 11p66)) = Zr ulel)) = (Vu), FE) 











(866), Fee) = (X), ie). 
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Analog zum quasilinearen Fall 1.4 verlangen wir, dass die charakteristischen 
Projektionen die Fläche M nicht tangential schneiden. Dies bedeutet, dass fol- 
gende Transversalitätsbedingung gelten soll: 


(c) In keinem Punkt &EM ist V,;F(&, f(E),g(E)) Tangentenvektor an M. 


2.4 Existenz- und Eindeutigkeitssatz für das allgemeine Cauchy-Pro- 
blem 


SATZ. Gegeben ist das Cauchy-Problem 
F(x,u,Vu) = 0, u=f und Vu=g auf M, 


dessen Daten die Bedingungen 2.3 (a),(b),(c) erfüllen. Dann gibt es eine Um- 
gebung U von M, auf der das Cauchy-Problem eine eindeutig bestimmte C?- 
differenzierbare Lösung u besitzt. Diese ergibt sich aus der Gleichung 


uX(s,t)) = Ysh), 


wobei (X(s,t),Y(s,t), Z(s,t)) die durch 2.2 (*),(**) bestimmte Charakteristi- 
kenschar ist. 


BEMERKUNG. Die Aussage des Satzes und die Gestalt der charakteristischen 
Gleichungen bleiben für n > 3 richtig, wenn M durch eine orientierbare (n— 1)- 
dimensionale C?*-Untermannigfaltigkeit M CD ersetzt wird. 


BEWEIS. 


(a) Eindeutigkeit der Lösung. Sei u eine C?-Lösung des Cauchy-Problems auf 
einer charakteristischen Umgebung U von M oder von einem Punkt auf M, vgl. 
1.4. Wir behaupten 


uX(s,t))=Y(s,t) für (st)EV. 
Zum Nachweis betrachten wir die Lösung t> P(s,t) des AWP 
pP = V:F(p,u(p), Vu(p)), P(0) = y(s), 
und setzen @(s,t) := u(P(s,t)), R(s,t) := Vu(P(s,t)). Dann gilt auf V 
) P=V;F(P,Q,R), 
2) Q = (Vu(P),P) = (R, V;F(P,Q,R)). 
Für die Komponenten R; von R erhalten wir 


3 3 
: Hu : Hu OF 


k= 
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Aus F(x,u(x), Vu(x)) =0 für x=P(s,t) ergibt sich 


OF u 
POR)+S ze QR BL Re) = 0 
also folgt 
öF öF 
2 m= Ban re 





Somit erfüllen P,Q,R die charakteristischen Differentialgleichungen mit den 
Anfangswerten 
P(s,0) = p(s) =X(s,0), Q(s,0) = u(p(s)) = F(pls)) = Y (5,0), 
R(s,0) = Vu(p(s)) = g(p(s)) = Z(s, 0). 
Aus dem Eindeutigkeitssatz für autonome Systeme ergibt sich 
P(s,t) =X(s,t), Q(s,t)=Y(s,t), R(s,t) = Z(s,t) für (s,t)e V, 
somit 


u(X(s,t)) = u(P(s,t)) = Q(s,t) =Y(s,t) für (s,t)eV. 


(b) Existenz von lokalen Lösungen. Wir fixieren &, = p(so)€ M mit so € W. 
Wegen der C°-Differenzierbarkeit von F sind die rechten Seiten der charakteri- 
stischen Gleichungen 2.2 (x) C?-differenzierbar. Die rechten Seiten der Anfangs- 
bedingungen 2.2 (x*) 


X(s,0) — p(s), Y(s,0) = %(s), Z(s,0) = X(s) 


sind ebenfalls C?-differenzierbar. Nach der grundlegenden Theorie autonomer 
Systeme sind die Lösungen X,Y,Z des charakteristischen AWP C?-differenzier- 
bar auf V. 


Aus der Transversalitätsbedingung 2.3 (c) ergibt sich nun wie im Beweisteil (b) 
von 1.8, dass (s,t) > X(s,t) nach Einschränkung auf eine geeignete Zylinder- 
umgebung VC WxXR von (s0,0) ein C?-Diffeomorphismus von V auf eine 
charakteristische Umgebung U = X(V) von £, ist (mit Zylinderumgebung mei- 
nen wir: jeder Punkt (s,t) € V kann mit (s,0) durch eine ganz in V verlaufende 
Strecke verbunden werden). Dann ist die Funktion 


u:=YoX"!:U>R 


C?-differenzierbar als Hintereinanderausführung einer C?*-Funktion und eines 
C?-Diffeomorphismus. 
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Wir zeigen nun für (s,t) € V 
() F(X(s,t),Y(s,t),Z(s,t)) = 0, 
(ii)  Z(s,t) = Vu(X(s,t)). 
Ist dies nachgewiesen, so ist u eine Lösung des Cauchy-Problems auf U. Denn 
für x=X(s,t) EU gilt u(x) = Y(s,t), also 
F(x,u(x), Vu(x)) = F(X(s,t),Y (s,t), Z(s,t)) = 0, 
und für €= p(s) = X(s,0) ergibt sich 
u(E) = u(X(s,0)) = Y(s,0) = f(pls)) = FO), 
Vu(&) = Z(s,0) = g(p(s)) = g(d). 


Nachweis von (ti). Die charakteristischen Gleichungen sind gerade so gewählt 
worden, dass t> F(X(s,t),Y(s,t), Z(s,t)) konstant ist, vgl. 2.2. Die Konstan- 
te ist nach 2.3 (a) 


F(X (5,0), Y (s, 0), Z(s,0)) = F(p(s), F(p(8)),8(p(s))) = 0. 


Nachweis von (ti). Die Jacobi-Matrix DX(s,t) hat Rang3, da X:V-U ein 
Diffeomorphismus ist. Also sind die Vektoren 8, X(s,t), 0,X(s,t), X(s, t) 
an jeder Stelle (s,t) € V linear unabhängig. Für (ii) reicht es deshalb zu zeigen, 
dass 


A: := (VuX) -2,09,X)=0 (i=12), B:= (VukX) - 2,9%) =0. 


Aus den charakteristischen Gleichungen folgt unter Beachtung der C?-Differen- 
zierbarkeit von X,Y,Z 


A; = 8,(uoX)- (Z,8,X) = 8,Y - (Z,0,,X), 
also 

9A: = 99:,Y — (92,09,X) — (Z, 90:,X) 

= 0,9Y - (2,0,X) — (Z,0,9X) 

9; (VzF(...),Z) + (Vf...) + YF(...)Z, 0X) 
— (Z,0,,9:X) 
(9, Vz F(...),Z) + (VF(...), 0,2) 
+ VF(...)+OyF(...)Z,09,%X)—- (Z,09,V:F(...)) 
9, [F...)] - YF(...)A: = 0 - F(...) Ai, 


190 87 Die Charakteristikenmethode für DG 1. Ordnung 


wobei in der letzten Gleichung die Identität (i) verwendet wurde. Weiter gilt 
wegen der Verträglichkeitsbedingung 2.3 (b) 


A;(s,0) = 8,,Y (s,0) — (Z(s,0), 9:,X(s,0)) 
= 0,(fop)(s) - (g(p(s)), ds; p(s)) = 0. 


Dieses AWP besitzt also die Lösung 
t 
Als,t) = A:(s, 0) exp (- [O4FL.. dr) -0 für (st)eV. 
0 


Das Verschwinden von B ergibt sich aus der Beziehung 
(Z,94X) = (Z, V;F(X,Y,Z)) =9Y = (uoX) = (VuX), 9X). 


(c) Das Verkleben der lokalen Lösungen erfolgt wie im Beweisteil (c) von 1.8. 














BEMERKUNG. Bei gegebener Startfläche M und gegebenen Anfangswerten f auf 
M lassen die Verträglichkeitsbedingungen 2.3 (a),(b) wenig Wahlmöglichkeiten 
für g. Bei festem & = p(s) € M ist 2.3(b) eine lineare Gleichung mit eindi- 
mensionalem Lösungsraum, d.h. einer Geraden. Durch die Bedingung 2.3 (a) 
bleiben auf dieser Geraden nur einzelne Punkte übrig. Tritt z.B. in der DG 
F(x,u, Vu) =0 der Gradient von u nur in der Form ||VuJ|| auf, sind dies zwei; 
das ist z.B. bei der Eikonalgleichung für isotrope Medien der Fall. 


Im quasilinearen Fall ist g(£) erwartungsgemäß eindeutig festgelegt, weil hier 
Vu linear in die Differentialgleichung eingeht und die Gleichungen 2.3 (a),(b) 
wegen 2.3 (c) zusammen Rang3 haben [üA]. 


2.5 Aufgabe 
Lösen Sie das Cauchy-Problem 
(Au)? - (du)? = 1 


mit den Anfangswerten f(€) = a&ı auf der Ebene M={EEeR?|& =0}, 
wobei a > 1 eine gegebene Konstante ist. 


Hinweis: Verwenden Sie die Funktion 
F(x,y,z) = zı21 - 2222 — 1 


Zeigen Sie, dass die Bedingungen 2.3 (a),2.3 (b) nur die beiden Werte Vg(£) = 
(a,b,0) auf M mit a? — b?=1 erlauben. 


Als Lösung ergibt sich u(x) = axı + bxa. 
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3 Wellenfronten, Lichtstrahlen und Eikonalgleichung 


3.1 Grundprinzipien der geometrischen Optik 


Die Ausbreitung des Lichts kann unter zwei Gesichtspunkten beschrieben wer- 
den: Licht als Welle, wobei das Huygenssche Prinzip zugrundegelegt ist und Be- 
wegung von Lichtpartikeln längs Strahlen, die dem Fermatschen Prinzip genü- 
gen. Den Formalismus, der beide Standpunkte verbindet, und seine Übertragung 
auf die Mechanik verdanken wir Sir William Rowan HAMILTON. Wir beschreiben 
diesen Formalismus in einer Notation, welche die Analogie zur Mechanik erken- 
nen lässt. Für die mathematische Begründung der im Folgenden geschilderten 
Zusammenhänge verweisen wir auf Bd.3,85, Abschnitte 2 und 3. Uns kommt 
es hier darauf an, die Beziehungen zur Charakteristikentheorie herzustellen. 


Wir betrachten in einem Gebiet 0 C R? ein optisches Medium mit orts- und 
richtungsabhängigem Brechungsindex n(q,v), d.h. die Geschwindigkeit auf ei- 
nem Lichtstrahl durch den Punkt q in Richtung v (||v|| = 1) ist 1/n(q,v) 
(Lichtgeschwindigkeit c im Vakuum = 1 gesetzt). 

Wir nehmen an, dass n(q,v) bezüglich der Geschwindigkeitsvariablen v punkt- 
symmetrisch ist, n(q,—-v) = n(q,v). Die in der Geschwindigkeitsvariablen 1- 
homogene Fortsetzung L von n ist gegeben durch 


L(q,v) :=n(q,v/||v|l)||v|]| für vZ0 und ZL(q,0):=0. 


Von dieser Lagrange-Funktion fordern wir, dass das Quadrat L? auf OQx RR? 
C®-differenzierbar und die Hesse-Matrix Lvv(q,v) für v Z 0 positiv definit 
ist. Dann ist die Menge {ve R?|ve R? mit L(q,v) <1} beschränkt, strikt 
konvex, und für die Hamilton-Funktion 


H(q,p) = max {(p, v)|veR?mit L(q,v) = 1} 


ist das Quadrat H(q, p)” ebenfalls auf Qx R? C°-differenzierbar. Es besteht 
die Eulersche Homogenitätsrelation 


H(q,p) = (V,H(q,p),Pp); 


weil wegen der 1-Homogeneität von L bezüglich der v-Variablen auch die 
Hamilton-Funktion 7 1-homogen bezüglich der p-Variablen ist. 
Die Punktsymmetrie von n überträgt sich auf L und H: 


L(q,-v)=L(q,v) und H(q,-p) = H(q,p). 


Veranschaulichen Sie sich die Konstruktion der Hamilton-Funktion, indem 
Sie eine Tangentialebene senkrecht zu p an die geschlossene (= kompakte) und 
strikt konvexe Fläche {v € R? | ve R? mit L(q,v) = 1} legen und den 
Abstand dieser Stützebene zum Ursprung bestimmen. 
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Für ein isotropes Medium mit richtungsunabhängigem Brechungsindex 
n(q) ergibt sich L(q, v) = n(q)|Iv|l, #(q,p) = |pll/n(q)- 


Die Ausbreitung des Lichts außerhalb von Brennpunkten erfolgt längs Wellen- 
fronten und Lichtstrahlen gemäß den folgenden Prinzipien der geometrischen 
Optik (t sei im Folgenden die Zeitkoordinate): 


(1) Die Wellenfronten sind die Niveauflächen 
{5 =t} = {qeN|S(q=t} 

einer C!-Funktion $:N—R, die der Eikonalgleichung 
H(q,VS(q)) = 1 fürqeN 


genügt. Eine solche Funktion wird ein Eikonal der betrachteten Lichtausbrei- 
tung genannt. 


(2) Die Lichtstrahlen du — q(t) gehorchen zusammen mit ihrem Wellen- 
vektorfeld t > p(t) := V,L(q(t),q(t)) den kanonischen (Hamiltonschen) 
Gleichungen 

alt) = VpH(qlt),p(t)), DB) = — VaH (alt), p(t)). 
(3) Wellenfronten und Lichtstrahlen sind korreliert durch die optische Trans- 
versalitätsbedingung 

p(t) = VS(q(t)). 
Als Folgerung aus (1),(2),(3) ergibt sich 

z5(a(t)) = (VS(qlt)), alt) = (Plt), VpH(q(t),pt))) 

= H(a(t),p(t)) = H(a(t), VS(at))) = 1. 

Dies bedeutet die optische Äquidistanz der Wellenfronten: Für je zwei Zeitpunk- 


te to < tı benötigt ein Lichtstrahl t > q(t) die gleiche Zeit tı — to, um von der 
Front {5 = to} zur Front {$ =tı} zu gelangen: 


S(q(tı)) — =] 2 S(q(t)) dt = Fiat= =tbı -to. 


to 
Wegen dieser Eigenschaft wird das Eikonal 5 auch optische Distanzfunktion 
genannt. 


BEMERKUNGEN. (i) Die Eikonalgleichung ist nichts anderes als die differenti- 
elle Fassung des Huygensschen Prinzips. Dies machen wir in 3.2 plausibel. Im 
Fall eines isotropen Mediums lautet die Eikonalgleichung 


IVS(q)ll = n(q): 
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Hieran sehen wir, wie der ortsabhängige Brechungsindex das Fortschreiten der 
Wellenfronten steuert: An einer Stelle q mit kleiner (großer) Ausbreitungsge- 
schwindigkeit des Lichts 1/n(q) ist n(q) = |V S(q)|| groß (klein), die Wellen- 
fronten rücken nahe q zusammen (auseinander). 


(ii) Die kanonischen Gleichungen fol- 
gen aus dem Fermatschen Prinzip, nach {S=1} 
welchem sich jeder Lichtstrahl zwischen 

zwei eng benachbarten Punkten gu, 4ı Licht- 
auf einer Bahn kürzester Laufzeit be- strahlen 
wegt. Näheres hierzu in 3.3. 





(iii) Die optische Transversalitätsbedin- 

gung besagt, dass der Wellenvektor p(t) 

eines Lichtstrahls im Punkt q(t) senk- 

recht auf der Wellenfront {$ = t} 
steht; für den Geschwindigkeitsvektor 

g(t) trifft das i.A. nicht zu. Im Fall 

eines isotropen Mediums sind aller- 

dings 4(t) und p(t) gleichgerichtet; hier ——— 
schneiden sich Lichtstrahlen und Wel- Wellenftonten 
lenfronten senkrecht [UA]. 


3.2 Huygenssches Prinzip und Eikonalgleichung 


Nach der Wellentheorie von Huygens 
breitet sich Licht längs Wellenfronten 
aus, die wir in Abhängigkeit von der 
Zeit t durch Niveauflächen 


{S =t}={qeN|S(g)=t} 


einer C!-Funktion S auf Q C R? be- 
schreiben. Dabei ist der Ausbreitungs- 
prozeß durch folgende Vorschrift fest- 
gelegt: Die Punkte q einer gegebe- 
nen Wellenfront {$ = t} sind Aus- 
gangspunkte von Elementarwellen- 
fronten E-(q), welche von den be- 
nachbarten Wellenfronten {$S=t+r} 
und {$ =t-r}für0 <r< 1 eingehüllt werden (Fig.). In erster Näherung 
besteht die Elementarwellenfront E;(q) für 0<r<1 aus denjenigen Punkten 
q+v, die von q die Lichtzeitdistanz 7 = L(q,v) besitzen: 








1S=t-r}{S5=t} {S=t+r} 


E-(q) x {q+v|veR? mit L(q,v)=r} 





= {[q+rw|weR? mit L(q,w)=1}. 
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Da nach 3.1 die Elementarwellenfront E-(q) kompakt und konvex gekrümmt 
ist, trifft diese die beiden Wellenfronten jeweils in genau einem Punkt. Wir 
machen plausibel, dass als Folge dieses Huygensschen Prinzips die Funktion 5 
der Eikonalgleichung genügt. 

Hierzu fixieren wir einen Punkt q, und 

setzen t = S(q,). Nach dem Huygens- 

schen Prinzip berührt die Elementar- Er (9) 

wellenfront für O<r<1l 


E-(9) = {o+Vv|L(a,v)=r} 
die Wellenfront {q| S(qJ=t+r}an 
genau einer Stelleq, =, + vr: 


VS(q,) 


L(g,, Vr)=T, 
S(q,)=t+r, 
VS(q.) || VuL(0,Vr)- 


Wegen r = S(q,) - S(a) = S(@ + vr) - S() = (VS(q,), vr) ist die 
gemeinsame Tangentialebene in erster Näherung gegeben durch 








{p+v| ver’ mit (VS(qg,),v rem: 


Dass dabei E-(q,) ganz auf einer Seite dieser Ebene liegt, bedeutet 


r = (VS(q,), vr) 
= max{ ( (VS(q,),v )|veR?mit L(g,v er} 
— max { ( VS(q,), rw) | weR?” mit L(go, w ;=1} 
bzw. 
1 = max {( VS(q,),w) | we R” mit L(qo, w j=1]}: 


Für 7 — 0 strebt q, gegen q9,, also ergibt sich nach der Definition der Hamilton- 
Funktion H in 3.1 die Eikonalgleichung an der Stelle go 


H(go; V5S(g)) =1. 


3.3 Fermatsches Prinzip und kanonische Gleichungen 


Für jede Kurve C = {q(s) | so < s< sı} im optischen Medium mit Brechungs- 
index n beträgt die Laufzeit zwischen den Punkten gu = q(so) und qı = q(sı) 


Taı(q er J = = [nds = Fila), ale: 
c so 


Das Fermatsche Prinzip besagt, dass sich Lichtteilchen auf Bahnen t > q(t) be- 
wegen, für die die Laufzeit zwischen je zwei hinreichend banachbarten Punkten 
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Go, 4ı minimal ist (verglichen mit der Laufzeit von Vergleichskurven zwischen 
diesen Punkten). Aquivalent zu dieser Minimumeigenschaft sind die normalen 
Euler-Lagrange-Gleichungen 


 VuLlalt),alt)) = VeL(qalt),a)); LaE),at)) = 1, 


und die normalen kanonischen (Hamiltonschen) Gleichungen für q(t) 
und p(t) = V,L(gt),4()); 


alt) = VpHlat), pl), BE) = VeHlalt),plt)), Hlalt),pi)) =1, 


vgl. Bd.3,85, Abschnitte 1.3(c), 2.5, 2.7. 


3.4 Das Cauchy-Problem für die Eikonalgleichung 


(a) Zunächst stellen wir den engen Zusammenhang zwischen Lichtstrahlen (au- 
ßerhalb von Brennpunkten) und den Charakteristiken der Eikonalgleichung dar. 


Im Raumgebiet & C R? eines optischen Mediums mit Hamilton-Funktion 
H(q,p) geben wir als Lichtquelle eine Fläche M vor. Wir fassen M als eine Wel- 
lenfront in einer Schar von Wellenfronten {$ =t} auf, 0.B.d.A. M={5=0}. 


Wir betrachten das Cauchy-Problem für die Eikonalgleichung 
H(q,VS(q))=1, $S=0 auf M. 
Wie in 2.1 nehmen wir die Fläche M als C?-differenzierbar und orientierbar an. 
Wir verwenden jetzt die Notation (q,9,P) ENxRx R? anstelle von (x, y,z) 
und setzen 
F(q,y,p) := 3(H(q,P)’-1). 
Es gilt dann 
V,F= HV,H, ö,F=0, V,F= HV,H. 
Hieraus ergibt sich: Erfüllt $ die Eikonalgleichung 
H(q,V$(q)) = 1 


mit $=0 auf M, und ist £> q(t) ein zugehöriger Lichtstrahl mit Wellenvek- 
torfeld £> p(t), d.h. gilt 


at) = %Hlalt),plt)), P) = - VaH(qlt),p(t)), Hlalt),pl)) = 1 
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und q(0) € M, so folgt mit y(t) := S(q(t)) 

VF(at),y); Pl); 

(VS(q(t)), Alt)) = (plt), A) = (Pt), Flat), vd), P))) 
- VeF(alt), ve), Pp@)), 


Hol 
—_ 
) 


=. 


( 
&) 
) 


Koi 


und 
q(0) e M, y(0) = S(q(0))=0, 


d.h. t > (q(t),y(t),p(t)) ist eine Charakteristik von F. Umgekehrt sei t > 
(q(t),y(t),p(t)) eine Charakteristik von F mit H(q(0),p(0)) = 1. Dann gilt 
nach Beweisteil (b) in 2.4 F(q(t),y(t),p(t)) = 0 und damit H(q(t),p(t)) =1 
für alle t. Hieraus ergeben sich unmittelbar die Gleichungen der Lichtstrahlen. 
Als Anwendung des Hauptsatzes 2.4 zeigen wir den 


(b) Satz. Für jede orientierbare C*-Fläche M CD. hat das Cauchy-Problem 
für die Eikonalgleichung, 


H(q,V$S(q))=1, S=0 auf M, 


in einer Umgebung von M genau zwei, sich nur durch das Vorzeichen unter- 
scheidende Lösungen + S. 





Jede beliebige orientierbare Fläche erzeugt also eine (bis auf die Zeitorientie- 
rung) eindeutig bestimmte Lichtausbreitung längs Wellenfronten und Licht- 
strahlen. Dass ein Vorzeichenwechsel des Eikonals ein Wechsel der Zeitorientie- 
rung bedeutet, ergibt sich aus der Beziehung S(q(t)) = t, welche unmittelbar 
aus der in 3.1 abgeleiteten Relation 4S(q(t)) = 1 zusammen mit S(q(0)) = 0 
folgt. 


Zum Beweis haben wir die Voraussetzungen des Hauptsatzes der gegebenen 
Situation anzupassen, d.h. wir müssen den Anfangswerten f = 0 für das Eikonal 
S auf M noch Anfangswerte g für den Gradienten VS auf M hinzufügen. Die 
Verträglichkeitsbedingungen 2.3(a),(b) legen das Vektorfeld g und damit die 
Lösung 5 des Cauchy-Problems bis auf das Vorzeichen fest: 

Die Verträglichkeitsbedingungen 2.3(b) liefern 


0) Op a u 
= 10) = (Ee8)), Zee) für seW, i=1,2, 
d.h. g muss ein Normalenfeld auf der Fläche M sein. Die Bedingung 2.3(a), 


H(&,g(&)) =1 für geM, 


wird für jeden Punkt &€ M durch genau zwei entgegengesetzt gleiche Vektoren 
+g(£) erfüllt, was sich aus der Punktsymmetrie von H in 3.1 ergibt. Damit 
bleiben wegen der Orientierbarkeit von M genau zwei Möglichkeiten für die 
Wahl von g. Die Transversalitätsbedingung 2.3(c) ist erfüllt, denn wegen 


0 
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(VpF8,0,8(8)), 88) = (VrHlE,glE)), TE) = HlE,TlE)) = 1 


ist V,F(E,0,g(£)) kein Tangentenvektor von M an der Stelle €&e M. Der 
Existenz- und Eindeutigkeitssatz 2.4 sichert für jedes der beiden Normalenfelder 
die eindeutige Lösbarkeit des Cauchy-Problems. 


BEISPIEL. Wir betrachten das Cauchy-Problem für ein optisches Medium mit 
konstantem Brechungsindex n (L(q,v) =n||v||, H(q,p) =n"!||p|| nach 3.1) 


IvSi=n, $S=0 auf M. 


Wir vervollständigen die Anfangsdaten durch Wahl eines Normalenfeldes g mit 
|g|| = n auf der gegebenen Fläche M und setzen 


F(q,3,p) := 3 (Iipll® - n?). 
Es gilt dann 
VF=0, &,F=0, VvF=p, 
und das charakteristische AWP lautet mit den Bezeichnungen von 2.1, 2.4 
ät)= pl), ye)= Ip@l”=n’, BÜ)=0, 
q(0)= pls), y(0)=0, p(0) = X(s) := g(p(8)). 
Dieses hat die Lösung 
Qls,t) = y(s) +tX(s), Y(s,t)=n’t, P(s,t) =X(s). 


Die charakteristischen Projektionen, also die Lichtstrahlen £ > Q(s,t) sind 
Geraden. Die Abbildung @ liefert nach Einschränkung auf eine hinreichend 
kleine Umgebung V C R? von W x {0} einen C?-Diffeomorphismus zwischen V 
und einer charakteristischen Umgebung U C 2 von M. Das Eikonal $ ist auf 
U definiert durch $ = Y o Q’!; die explizite Bestimmung von S als Funktion 
von q ist ohne Interesse. Für je zwei Wellenfronten 


15 = to} = {Q(s,to) = pls) +toX(s) | se W}, 

{5 =11} = {Q(s,tı) = E(s) +t1X(6) | se WI, 
und kleine 7 = |tı - to|/n > 0 wird der Abstand r von zwei Punkten Q(s, to) 
und Q(s,tı) durch das Lichtstrahlsegment {Q(s,t) | to <t <tı} realisiert. 
Das bedeutet die Gültigkeit des Huygensschen Prinzips: Jede Elementarwellen- 
front E-(q) = {q+v|L(q,v)=nr}={q+v | ||v|| = r} mit Mittelpunkt 


q = Q(s,to) auf der Wellenfront {5 = to} berührt die Wellenfront {$ = tı} 
genau im Punkt Q(s,tı). 





LITERATUR: ARNOLD [151] 46, GIAQUINTA-HILDEBRANDT [152] Ch.8, Ch.10. 


198 87 Die Charakteristikenmethode für DG 1. Ordnung 


3.5 Zur Geschichte 


(a) Die Charakteristikenmethode geht auf LAGRANGE zurück. Nachdem er 1772 
au 


die nichtlineare DG 5 =; Ü, =) auf eine quasilineare DG zurückgeführt 
und 1774 eine Theorie für die allgemeine Lösung aufgestellt hatte, gab er 1779 
Differentialgleichungen für die Charakteristiken quasilinearer Probleme an. Ei- 
ne geometrische Begründung der Charakteristikenmethode fand 1784 Gaspard 
MONGeE. PFAFF 1815 und CAUCHY 1819 erweiterten diese für n > 2. 

(b) Nach der Erfindung des Fernrohrs 1609 setzte neues Interesse an der geo- 
metrischen Optik ein. DESCARTES führte das Brechungsgesetz auf einfache, al- 
lerdings unzutreffende Prinzipien zurück (Discours de la Methode 1637). Über 
diese kam es zu einer langen Auseinandersetzung zwischen FERMAT und den 
Cartesianern, in deren Verlauf FERMAT 1662 das Prinzip der kürzesten Lauf- 
zeit aufstellte. (Das Prinzip des kürzesten Lichtwegs benützte schon HERON 
von Alexandria um 66 n. Chr. zur Erklärung der Reflexion.) In seiner Traite 
de la Lumiere stellte HUYGENS 1678 das nach ihm benannte Prinzip auf und 
erklärte damit Reflexion, Brechung, Ablenkung in inhomogenen Medien und die 
Doppelbrechung beim (anisotropen) Islandspat. Bedeutende Beiträge zur Optik 
leistete NEWToN (Opticks 1704: Farbenlehre, Dispersion, Theorie der Newton- 
ringe). Er vertrat die Korpuskeltheorie und glaubte wie DESCARTES, dass die 
Geschwindigkeit im optisch dichteren Medium größer sei. In den Principia 1687 
versuchte er eine mechanische Herleitung des Brechungsgesetzes. 

Mit der Entwicklung der Differential- und Integralrechnung wurde es möglich, 
Variationsprobleme wie das der kürzesten Laufzeit anzugehen. Den Anstoß gab 
Johann BERNOULLI 1696 mit dem Brachistochronenproblem: Gesucht ist die 
Verbindungskurve zwischen zwei festen Punkten, auf der ein Massenpunkt in 
kürzester Zeit reibungsfrei hinabgleitet. Er löste es durch Zurückführung auf 
ein optisches Problem (Brechungsindex umgekehrt proportional zur Wurzel aus 
der Höhe) und stellte dabei den Zusammenhang zwischen Huygensschen Wel- 
lenfronten und den durch das Fermat-Prinzip gegebenen Lichtstrahlen heraus. 
HAMILTONs Theorien der Optik (On Systems of Rays ...) und der Mechanik 
entstanden in den zwanziger Jahren des 19. Jahrhunderts; 1833/34 erschienen 
die Abhandlungen On a General Method of Expressing the Paths of Light, and 
the Planets, by the C'oefficients of a Characteristic Function und On a General 
Method on Dynamics .... In diesen Arbeiten finden wir die oben geschilder- 
ten Konzepte vorgezeichnet und angewandt. Die erste Arbeit blieb auf dem 
Kontinent bis zur Jahrhundertwende unbekannt, so dass ähnliche Ergebnisse 
von anderen Autoren publiziert wurden (z.B. BRuns 1895). Die zweite der ge- 
nannten Arbeiten von HAMILTON wurde 1866 von JACOBI in neu gefasster und 
gestraffter Form der Öffentlichkeit zugänglich gemacht. 

Für Erwin SCHRÖDINGER waren 1926 die klassische Wellentheorie und die Ha- 
milton-Jacobi-Gleichung als mechanisches Analogon zur Eikonalgleichung An- 
knüpfungspunkte für die Aufstellung der stationären Schrödinger-Gleichung der 
neuen Wellenmechanik. 
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4 Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung 


Gesucht sind C?-differenzierbare Lösungen u = (u1,...,Un):R" DUR” 
des Systems 
OUx 
ori 


Dabei sind die ff‘ gegebene C"-Funktionen auf x R”, wobei CR” ein 
Gebiet und r > 2 ist. 





= #&u) (f=1..,;m e=l..r.,n): 


Notwendig für die Existenz einer Lösung sind die Integrabilitätsbedingun- 
gen 








OEL (iR _ N _ 
0%; ÖXk = 2 (x Oug I Oug = 


für alle a,i,k mit i # k. Diese ergeben sich unmittelbar aus der Relation 


IORU = 9, U Al. 


SATZ (FROBENIUS 1877). Sind die Integrabilitätsbedingungen erfüllt, so hat für 
jeden Punkt (a,b) eNx R” das Anfangswertproblem 





in einer Umgebung von a eine eindeutig bestimmte C"*!-differenzierbare Lö- 
sung. 


Dieser Satz hat eine wichtige Anwendung in der Differentialgeometrie. 


BEWEIS und LÖSUNGSVERFAHREN 
O.B.d.A. sei a=0. 


(a) Ist u eine Lösung von (x) auf einer sternförmigen Nullpunktsumgebung U 
(d.h.xzEeU — txelU für O<t<I1), so löst y(t) := u(tx) das AWP 


(+) =D (x,y(t))&r (@a=1,...,n), y(0)=b. 


Al. Wegen des Eindeutigkeitssatzes für (**) ist daher u eindeutig bestimmt. 


(b) Sei umgekehrt £ > y(t,x) die Lösung des vom Parameter x abhängigen 
AWP (x**). Dann existiert y(t,0) für alle t, und es gilt y(£,0) = b. Nach der 
allgemeinen Theorie ($2:7.2 in Verbindung mit 82:7.4 (c)) gibt es eine — gleich 
sternförmig gewählte — Nullpunktsumgebung U, so dass für alle x € U das Exi- 
stenzintervall von y(t,x) das Intervall [0,1] umfaßt; ferner ist y(t,x) bezüglich 
der Variablen t,x C?-differenzierbar wegen r > 2. 
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Wir zeigen, dass 
u(x) := y(1,x) 
eine C’-differenzierbare Lösung von (x) liefert. Dazu betrachten wir 


e ..y° & 

2; (t,x) = d=, (t,x) -t fi (tx,y(t,x)). 

Da y°(0,x) konstant ist, gilt z?(0,x) = 0 für x U. Wegen a = oe 
nn nn EN rd Dmidt 


erhalten wir ferner 

















IE u = EEE - 2 fureoo,yio)] 
_ I RM tr 
ze>L 1eEp3 ur Tu): 
I it + nl re) 
_ DBe- SE, 3 >30 )ax 
4 >> ar eo) +erte.)]o 








92; _ fr B 
EI = I) I RR). 
B=1k=1 

Dies ist ein homogenes lineares System gewöhnlicher DG für z; = (z},...,2?). 
Wegen z?(0,x) =0 folgt nach dem Eindeutigkeitssatz $3:1.2 z?(t,x) =0 für 
a=]l,...,n, i=1,...,m. Damit erhalten wir 

ou* @ a .. 

Ep &) - f &,ukx)) = z(1,x) =0 für xeU 


und u(0) =y(1,0)=b. 
Ferner folgt aus dem Bestehen dieser DG, dass — € C’(U), also u e C’+!(U). 


Ti 














Kapitel IV 
Hilfsmittel aus der Analysis 


Für die Behandlung partieller Differentialgleichungen wie auch für die mathema- 
tischen Grundlagen der Quantenmechanik bedarf es einer Erweiterung unseres 
mathematischen Rüstzeugs. Problemorientiertes Vorgehen, also Bereitstellung 
der mathematischen Hilfsmittel jeweils nach Bedarf, würde die Geschlossenheit 
der Argumentation bei den im folgenden behandelten Themenbereichen stören; 
auch werden einige dieser Hilfsmittel an mehreren Stellen benötigt. 


Wir empfehlen den Lesern, sich die benötigten Vorkenntnisse erst bei Bedarf 
anzueignen; diese werden zu Beginn jedes der folgenden Paragraphen genannt. 


Mit dem Lebesgue-Integral und seinen Eigenschaften sollten Sie sich allerdings 
schon an dieser Stelle vertraut machen. Um Ihnen den Zugang zu erleichtern 
und um rasch zur Sache zu kommen, stellen wir im folgenden Paragraphen die 
Grundzüge der Lebesgueschen Theorie zusammen. Für die meisten Beweise wird 
auf Kap. VI verwiesen, in welchem im Hinblick auf die Quantenmechanik eine 
allgemeine Maß- und Integrationstheorie entwickelt wird. 
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1 Eigenschaften des Lebesgue-Integrals 


1.1 Zur Notwendigkeit eines erweiterten Integralbegriffs 


Existenzbeweise für die Lösung von Differentialgleichungsproblemen und an- 
derer Aufgaben der Analysis stützen sich durchweg auf die Vollständigkeit 
eines Funktionenraums. Das typische Vorgehen besteht dabei in den folgenden 
Schritten: 


— Umformulierung der gestellten Aufgabe in ein Gleichungsproblem in einem 
geeignet gewählten Funktionenraum. 


— Auswahl oder Konstruktion einer Folge u1,ua,... von approximativen Lö- 
sungen, die eine Cauchy-Folge in diesem Raum bildet. 


— Nachweis, dass der wegen der Vollständigkeit existierende Grenzwert u dieser 
Folge das Gleichungsproblem löst. 


— Nachweis, dass u eine Lösung des Originalproblems ist. 


Eine besondere Rolle spielen Hilbertraummethoden. Bei diesen führt in vie- 


len Fällen ein Reihenansatz u = > (vi, u)v; mit einem Orthonormalsystem 


i=1 
v1,va2,... zum Ziel; hier besteht die Folge u, aus den Partialsummen. 


H. Fischer, H. Kaul, Mathematik für Physiker Band 2, 
DOI 10.1007/978-3-658-00477-4_4, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2014 
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Eine andere wichtige Hilbertraum-Methode sei an einem Beispiel erläutert: 


Das Dirichlet-Problem auf einem beschränkten Gebiet CR”, 
-Au=f in 9, u=0 auf O9 
wird durch partielle Integration umgeformt in das Gleichungsproblem 


(u, p)v = (f, p)H 


für alle in einer Umgebung des Randes O0 verschwindenden C”°-Funktionen o; 
dabei ist 


= [u-v 
9} 


zunächst definiert auf Ho={ue CN) | J ul? <oo} und 


= [Vu Ve) = (iu, Br) 
Q k=1 
ist definiert auf 


V = [uec(O)NCHD) | dıu,...,önue Ho, u=0 auf An}. 


Beide Räume Ho und Vo sind bezüglich der durch das jeweilige Skalarprodukt 
gegebenen Norm nicht vollständig, lassen sich aber zu Hilberträumen erweitern. 
Der hierfür entscheidende Schritt ist die Erweiterung des Raums Ho. 


Grundlage hierfür ist der 1902 von Henri LEBESGUE entwickelte Integralbe- 
griff. Ein Hauptergebnis der Lebesgueschen Theorie ist die Vertauschbarkeit 
von Limes und Integral unter wesentlich schwächeren Bedingungen als denen 
der gleichmäßigen Konvergenz. Damit läßt sich zeigen, dass die gesuchte Ver- 
vollständigung von Ho durch 


L?(0) = fu :Q— R| u? ist im Lebesgueschen Sinn integrierbar } 


gegeben ist (Genaueres in 2.1). 


Der Ansatz von LEBESGUE gestattet es, unser bisheriges Integral auf eine größe- 
re Klasse von Funktionen auszudehnen, die dann auch hochgradig unstetige 
umfasst. Die Konstruktion und die Beweise sind allerdings um einiges kompli- 
zierter. Wir stellen im folgenden das Grundkonzept und die Hauptergebnisse 
der Lebesgueschen Theorie vor. Für die Beweise verweisen wir auf 819, 820. 


1.2 Das Lebesgue-Maß 


Eine Erweiterung des Integralbegriffs für Funktionen setzt eine Erweiterung des 
Volumenbegriffs für Mengen voraus. In Bd.1, 823 wurde das n-dimensionale 
Volumen V"”(N) für offene Mengen N eingeführt. Wir setzen dieses folgender- 
maßen auf eine größere Klasse von Mengen fort: 
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Eine Menge M C R” heißt messbar (genauer: Lebesgue-messbar), wenn 
es zu jedem e > 0 eine offene Menge N und eine abgeschlossene Menge A gibt 
mit 


ACMCOD und V"(N\A) < 


(V"(N\ A) ist für die offene Menge N\ A bereits definiert.) Für messbare 
Mengen M definieren wir das Volumen, jetzt Lebesgue-Maß genannt, durch 


V"(M) :=imf{V”"(0) |R offen, MCD9,V"(O)<o}, 
falls es eine offene Obermenge endlichen Maßes gibt; andernfalls sagen wir „M 
hat kein endliches Maß“ und schreiben V”(M) = x. 


Das System der messbaren Mengen bezeichnen wir mit A. Dieses Mengensystem 

erweist sich als sehr umfangreich, enthält aber nicht sämtliche Teilmengen des 

R”, vgl. 819:8.1. Quader und offene Mengen sind Lebesgue-messbar, und für 

diese stimmen Lebesgue-Maß und das bisher definierte Volumen überein, vgl. 

Bd.1, 823:4.1 und 7.1. Weiter gilt 

i) 6, R"TEA, 

i) MMNEA => M\NEA, 

ii)M,NEeA => MNNEA, 

iv) A enthält mit je endlich vielen oder abzählbar vielen Mengen auch deren 
Vereinigung. 


( 
( 
( 
( 


Ein solches Mengensystem heißt eine o-Algebra auf R”. Die entscheiden- 
de, für Vollständigkeitseigenschaften verantwortliche Eigenschaft des Lebesgue- 
Maßes ist die o-Additivität (abzählbare Additivität) 


V”(UJ Ar) = I,V”(Ar) für paarweise disjunkte Ar € A. 
k=1 


Das ist so zu lesen: Genau dann hat A := U Ar endliches Maß, wenn alle A, 
k=1 


endliches Maß haben und wenn die Reihe _ V”(Ar) konvergiert. Dann ist 
k= 
V"(A) durch diese Reihe gegeben. Andernfalls schieben wir V”(A)= oo. 


Für An+ı = An+2 = =® folgt die endliche Additivität: 
N 
v”( Ü Ar) er ”(Ar,) für paarweise disjunkte A, € A. 


Einpunktige Mengen haben offenbar das Maß Null. Wegen (iv) und der o- 
Additivität sind daher alle abzählbaren Mengen Lebesgue-messbar mit Maß 0, 
z.B. die Menge Q” aller Vektoren mit rationalen Komponenten. ([BA]: Zeigen 
Sie per Induktion, dass Q” abzählbar ist). Nach (ii) enthält A alle abgeschlos- 
senen Mengen. Kompakte Mengen haben endliches Maß. 
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1.3 Nullmengen und der Begriff „fast überall“ 
(a) Eine Lebesgue-messbare Menge A mit V”(A) =0 heißt Nullmenge (ge- 


nauer: Lebesgue-Nullmenge). Äquivalent dazu ist folgende Bedingung: Zu 
jedem e > 0 gibt es endlich viele oder abzählbar viele Quader /, mit 


AC|)Rr und Y,V"n)<e. 
k k 


Durch eventuelle Hinzunahme entarteter Quader dürfen wir immer von abzähl- 
baren Überdeckungen ausgehen. Dieser Nullmengenbegriff ist umfassender als 
der in Bd.1, 823:7.4, da wir jetzt abzählbare Quaderüberdeckungen zulassen 
und nicht mehr nur endliche. Die Menge der rationalen Zahlen © ist als abzähl- 
bare Menge eine Lebesgue-Nullmenge des R, jedoch keine Nullmenge im alten 
Sinn. 


Satz. (i) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge. 
(ü) Sind Aı, Aa,... Nullmengen, so auch |) Ar- 
k=1 
BEWEIS. 
(i) folgt direkt aus der Definition. 


(ii) Zu gegebenem e > 0 gibt es nach der oben gemachten Bemerkung Quader 
I;e mit 


Ar € U Ipre und »,V”(Ire) Se. 
t= EEE 


—1 {=1 


Nach dem Umordnungssatz Bd.1, 87:6.6 folgt 


UAr € U Ufre mit DIV") < yıeat se, 
k=1 k=1 


k=1l=1 k=1l=1 














BEISPIELE von Nullmengen: 
(i) Achsenparallele Hyperebenen [üA]. 


(i) Graphen stetiger Funktionen f:0— R auf offenen Mengen N CR". 
A]: Betrachten Sie zunächst stetige Funktionen auf kompakten Quadern und 
stellen Sie dann $2 als abzählbare Vereinigung kompakter Quader dar, vgl. Bd.1, 
823:4.1. 


(iii) Nullmengen können sehr umfangreich sein. Ein Beispiel ist das Cantorsche 
Diskontinuum in R, welches sich bijektiv auf R abbilden läßt (BARNER-FLOHR 
[141] 815). 


(b) Funktionen u, v auf einer messbaren Menge heißen fast überall gleich, 
ux) = v(x) für fast alexeQ, kurz u=v fü., 


wenn {x € N | u(x) Zv(x)} eine Nullmenge ist. 
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Allgemein heißt eine Eigenschaft E(x) fast überall auf N erfüllt, wenn sie 
höchstens auf einer Nullmenge verletzt ist. Konvergenz fast überall von 
Funktionen ur auf N bedeutet also, dass 


N := {xe2| (ur(x)) konvergiert nicht } 


eine Nullmenge ist. In diesem Fall definieren wir u= lim u, durch 
ko 


lim ur(&) fürxeN\N, 
u(x) := $ 7» 
0 fürxeN. 
Entsprechend vereinbaren wir: Bilden die Definitionslücken einer Funktion eine 


Nullmenge, so schließen wir diese für Zwecke der Integration durch Zuweisung 
des Funktionswertes Null. 


In diesem Sinne sind 1/u, bzw. ö,u zu verstehen, falls u(x) #0 f.ü. bzw. falls 
u fast überall partiell differenzierbar ist. 


1.4 Das Lebesgue-Integral 


(a) Die Definition des Integrals erfolgt zunächst für integrierbare Elementar- 
funktionen, das sind Funktionen 9: R”"—R, die sich in der Form 


N 
P= » Cr Xar 
k=1 
mit reellen c, darstellen lassen, wobei die A, paarweise disjunkte messbare 
Mengen endlichen Maßes sind. Zu diesen gehören die Treppenfunktionen. Für 
solche Elementarfunktionen ist das Lebesgue-Integral 


N 
[ep - f px) d”x := Y) crV”(Ar) 
Rn k=1 
unabhängig von der Darstellung und genügt den üblichen Rechenregeln. Die 
charakteristische Funktion XA einer messbaren Menge A C R” ist genau dann 
eine integrierbare Elementarfunktion, wenn V”(A) < oo. Es gilt dann 


[xa _ V”(A). 


Schon unter den Elementarfunktionen gibt es solche, die nicht im herkömmlichen 

Sinn integrierbar sind, z.B. die Dirichlet-Funktion Xa fürn = 1. Da ® eine 

Nullmenge ist, folgt J Xa = 0. Die Dirichlet-Funktion ist überall unstetig und 
R 


auf keinem kompakten Intervall gleichmäßiger Limes von Treppenfunktionen. 


(b) Messbare Funktionen. Eine auf einer messbaren Menge Q definierte 
Funktion f:Q — R heißt messbar (genauer: Lebesgue-messbar), wenn 
für jedes Intervall I das Urbild f”'(I) eine messbare Menge ist. 
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Wir notieren folgende Eigenschaften messbarer Funktionen: 


Elementarfunktionen sind messbar [üA]. Stetige Funktionen u: — R auf 
messbaren Mengen 2 sind messbar. Letzteres wie auch die folgenden Eigen- 
schaften messbarer Funktionen entnehmen wir ohne Beweis aus 820:3. 

Eine Funktion ist genau dann messbar, wenn das Urbild jeder messbaren Menge 
messbar ist. 

Die Hintereinanderausführung messbarer Funktionen ist messbar. 

Die messbaren Funktionen bilden einen Vektorraum, der mit u,v auch u- v 
enthält. Unter Beachtung der Konvention 1.3 (b) gelten folgende Aussagen: 
Mit u ist auch |u| messbar; im Fall u£0 f.ü. ist auch 1/u messbar. Der Limes 
einer fast überall konvergenten Folge messbarer Funktionen ist messbar. 

Ist u auf dem Gebiet N fast überall partiell differenzierbar, so sind die partiel- 
len Ableitungen d,u messbar, vgl. 1.3 (b). 

Die Einschränkung einer messbaren Funktion f :2 — R auf eine messbare 
Teilmenge von 02 ist messbar; setzen wir umgekehrt f durch Nullsetzen außer- 
halb von 2 auf den R" fort, so entsteht eine messbare Funktion. 

Alles in allem: Die Klasse der messbaren Funktionen ist abgeschlossen unter 
algebraischen Operationen, Hintereinanderausführung und Grenzprozessen. Sie 
umfasst alle Funktionen, die aus Elementarfunktionen mit Hilfe solcher Pro- 
zesse hervorgehen; andere wurden bisher nicht betrachtet. Dennoch dürfen wir 
von der Voraussetzung der Messbarkeit nicht einfach absehen, denn es existieren 
nichtmessbare Funktionen. Deren Definition stützt sich in starkem Maß auf das 
Auswahlaxiom und ist daher nichtkonstruktiv. 


(c) Integrierbarkeit positiver Funktionen. Ausgangspunkt für die Inte- 
graldefinition ist der folgende, in 820:3.5 bewiesene 


SATZ. Jede positive messbare Funktion u auf einer messbaren Menge 2 ist punkt- 
weiser Limes einer aufsteigenden Folge positiver integrierbarer Elementarfunk- 
tionen auf N, d.h. es gibt außerhalb von N verschwindende integrierbare Ele- 
mentarfunktionen pr 2 0 mit 


prX) < prrılX) für k=1,2,... 
und 
ux) = lim pr(x) für allexeN. 
k>00 
Für die monoton wachsende Folge ( f pr) der Integrale gibt es zwei Fälle: 


([ px) ist beschränkt. Dann heißt u über N (Lebesgue-)integrierbar, 
und das Lebesgue-Integral 


ee x)d”x := ‚im or 


ist ante von der approximierenden monotonen Folge (pr). 
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Wir schreiben in diesem Fall „, ih u<oo“. 
9 


(ii) Die Folge ( ei x) ist unbeschränkt. Dann gilt dies auch für jede andere gegen 
u aufsteigende Folge positiver integrierbarer Elementarfunktionen. In diesem 


Fall heißt u nicht über © integrierbar. Wir sagen auch „, ii u existiert nicht“ 


und schreiben „, fu =", 2 
Q 


(d) Integrierbarkeit und Integral beliebiger messbarer Funktionen. 
Eine messbare Funktion u: — R heißt (Lebesgue-)integrierbar, wenn 
die positiven messbaren Funktionen 


ur = z(u+u, u- = 3;(ul- u) 


im Sinne von (c) integrierbar sind. Wir setzen dann 
er ER 
9 Q 9 


Für messbare Funktionen u:N—R ist die Integrierbarkeit daher äquivalent 
zur Integrierbarkeit von |u|. 


Eine komplexwertige Funktion f =u-+iv:N2—C heißt messbar bzw. 
integrierbar, wenn u und v die entsprechende Eigenschaft haben. Wir setzen 
im Fall der Integrierbarkeit 


St = Er 


(e) Integrierbarkeit über Teilmengen. Ist u über Q integrierbar, M eine 
messbare Teilmenge von 0 und v die Einschränkung von u auf M, so sind v 
über M und u-Xm über © integrierbar, und die Integrale sind jeweils gleich. 
Wir setzen 


je ]#Z we 


M 


1.5 Eigenschaften des Lebesgue-Integrals 


(a) Die integrierbaren Funktionen u: >K (K=C odrK=R) bilden 
einen IK-Vektorraum, bezeichnet mit LY(9). 


(a) Das Integral ist linear. 


(b) Das Integral ist monoton, d.h. für integrierbare Funktionen u,v auf N gilt 
wo [u< fe 
9 Q 


() WEL!) — JuleL'(9) und | [ul < flul. 
9 9 


(d) Alle im herkömmlichen Sinn integrierbaren Funktionen sind auch Lebesgue- 
integrierbar mit gleichem Integral (Zur Begründung siehe 1.6 (d)). 
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(e) Majorantensatz. Eine messbare Funktion u: N — K ist genau dann 
über I) integrierbar, wenn sie eine integrierbare Majorante hat: 


ux)| < f(x) fü. mit fe L!(9). 

(f) Sind reellwertige Funktionen u, v über N integrierbar, so auch 
supfu,v} : x +> max{u(x),v(x)}, 
inf{fu,v} :x > min{u(x),v(x)}. 

(g) Aus ve L!(O) und v=u f.ü. folgt ve L'(N) sowie 


at 


(h) Ist u über Q integrierbar und [ |ul = 0, so gilt u=0 fü. 
9 


1.6 Konvergenzsätze 


Die Konvergenzsätze stellen die Hauptresultate der Lebesgueschen Integra- 
tionstheorie dar. In dieser Theorie ist für eine Folge integrierbarer Funktionen 
u1,Uua,... € L\(9) die Vertauschung von Limes und Integral bereits unter der 
schwachen Voraussetzung der punktweisen Konvergenz f.ü. gesichert, dass die 
Folge durch eine Majorante kontrollierbar bleibt. Für den Integralbegriff aus 
Bd.1 und das Riemann-Integral besitzen die Konvergenzsätze kein Analogon. 


Konvergiert eine Folge (ur) punktweise f.ü., so definieren wir u= lim ur wie 


in 1.3(b) und erhalten nach 1.4 (b) eine messbare Funktion u. . 


(a) Satz von Lebesgue von der majorisierten Konvergenz (1902). 
Konwergiert eine Folge ur € L'(N) fast überall in Q und besitzt eine integrier- 
bare Majorante f € L'(0), 


ur(&)| < FR) fü (k=1,2,...), 


soist u:= lim u; über N integrierbar, und es gilt 
ko 


J u= „im J Ur: 
Dass auf die Majorantenbedingung nicht verzichtet werden kann, zeigt das Bei- 
spiel in Bd.1, 812:1.2 (b). 


(b) Satz von Beppo Levi über monotone Konvergenz (1906). 
Bilden u, € L'(N) eine monoton aufsteigende Folge, und ist die Folge der 
Integrale [ ur nach oben beschränkt, so gibt es eine Funktion ue L'(N) mit 


) 
u(x) = ‚im ur(x) f.ü. und es gilt | % — ‚im Ja 
Die Voraussetzung ur < ur+ı für k=1,2,... kann durch die Voraussetzung 


ur < Uur+ı fü. für k=1,2,... ersetzt werden. 
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(c) Der „kleine Satz von Lebesgue“. Ist V"(N) < oo und konvergiert eine 
Folge (ur) von beschränkten, messbaren Funktionen auf N gleichmäßig gegen 
eine Funktion u, so sind die Voraussetzungen des Satzes von Lebesgue erfüllt. 


Denn ist © eine Schranke für die |uwx|, so ist die Elementarfunktion C’Xo eine 
Majorante der Folge. 


Die Voraussetzung V”(N) < oo ist wesentlich. Das zeigt das Beispiel 2 = R, 
+50 

= +Xjo,K] mit ur — 0 gleichmäßig auf R und ’ w=1l. 

(d) FOLGERUNG. Jede im herkömmlichen Sinn integrierbare Funktion ist auch 

Lebesgue-integrierbar, und beide Integrale stimmen überein. 


BEWEIS der Folgerung. 


Bezeichnen wir für en Quader / bzw. für offene Mengen 0) das herkömm- 

liche Integral mit I8 x)d”x bzw. f u(x)d”x und das Lebesgue-Integral mit 
9 

” u bzw. f u,so eilt definitionsgemäß 

I 9) 


[e&) d’x = [ep für Treppenfunktionen p. 
T 


(i) Ist I ein kompakter Quader und u stetig auf I, so ist u gleichmäßiger Limes 
von Treppenfunktionen x auf I. Nach Definition des herkömmlichen Integrals 
und nach (c) folgt 

ern Ze fu 


I k220 I 














(i) Ist QCR” offen und ue CP(D) im herkömmlichen Sinn integrierbar, so 
gilt we L!(O) und 18 = [ulx)d’x 
9 


Es genügt, dies für positive, BUSLBR Bin Euonen zu zeigen. Nach Bd. 1, 823:4.1 
gibt es kompakte Quader /; mit 5: Ale Ö für kZl und 2= u ]I,. Nach 
Bd.1, 823:4.2 gilt 


u)d& = lim 5 Sul 


2 No00 421 5, 


Für un := Suxy, gilt ur <u2<... und u(x) = „um un(x) für jedes 
k=1 —0o 

feste x, denn zu jedem xE N gibtesein me N mit u,(x) = u(x) für k > m. 

Wegen 1.4 (f), der Linearität des Integrals und nach dem oben Bewiesenen gilt 


Jun =D Jun = % Ju=D Su) Fe = Wed 


U I, k=1 Iy 
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Nach dem Satz von Beppo Levi folgt u € L!(Q) und 


Jü= „im fun = lim » [eek = [u)ex. 
fe) 9 


>00 921 j, 2 














1.7 Parameterintegrale 


Sei CR” eine messbare Menge, AC TR” ein Gebiet, und das Parameterin- 
tegral 

U(x) = [ulx,y)d"y 

9 

existiere für alle x € A. Dann ergibt sich als Anwendung des Satzes von Lebes- 
gue der folgende 
Satz. (a) Ist x ulx,y) für fast alle yeN stetig und existiert eine Ma- 
jorante fE L'(N) mit |ux,y)| < f(y) für xeA, yEN, so ist U stetig in 
jedem Punkt von N. 
(b) Ist x > u(x,y) für fast alle ye N C!-differenzierbar und existieren 
Majoranten fi € L'(Q) mit 
| u 
09% 





Wy)| <A) fürxeä,yen (i=1...,m), 
so ist U C!-differenzierbar in A und es gilt 


U du n a 
3, ®) = [na y (=l...,m). 
9 


Dabei ist der Integrand wie üblich an den Nichtdifferenzierbarkeitsstellen von u 
gleich Null gesetzt. 
BEWEIS. 


(a) Für xE A sei (x.) eine beliebige Folge in A mit x« — x. Wir setzen 
vr(y) := ulxr,y) und v(y) :=u(x,y). Dann folgt 


Us) = [% > [v = U) 
9 9 





nach dem Satz von Lebesgue. 


(b) Sei xEeA fest und (tk) eine Nullfolge mit nichtverschwindenden Gliedern. 
Wir setzen 


ulx + Erei, y) —_ ulx, y) 


wr(y) := zn 


’ 


falls x > u(x,y) € C!(A) und we(y) := 0 sonst. Nach dem Mittelwertsatz 
gilt |wr(y)| < fi(y), ferner gilt we(y) > (x, y) für alle ye ©. Nach dem 
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Satz von Lebesgue folgt 


ne = [wı nn. = [Eenes, 
Q 2 2 


also existiert 5 (x) für alle x € A. Die Stetigkeit von 5 (x) folgt aus (a). 

















+00 +5 
BeıspieL. Für fEL!(R) gilt . [ F® sin(zt) dt = [ tf(t) cos(zt) dt. 


1.8 Vertauschung der Integrationsreihenfolge 


Im folgenden wird R” als kartesisches Produkt aufgefasst: 
R"=RPxR?’={(x,y)| xeR’, yeR?’} mit n=p+g. 


Für eine messbare Menge 2 C R” be- 
trachten wir die Mengen 


xi=yeR’|w,y)eN}, 
9 :=TxEeRP|(&,y)e2}, 
NM := [XkERP’|Nx ZB}, 
9:= yeR?|0y #0} 


(Figur). Diese Mengen sind messbare 
Teilmengen von RP bzw. R®. 





Satz von Fubini. Sei Q CR” eine messbare Menge und u € L!(9). Dann 
existiert U(x) := [ ulx,y)d’y für alle x € Qı mit eventueller Ausnahme 
92x 

einer Nullmenge N. Setzen wir U(x) =0 für xe N, so ist U über Nı inte- 
grierbar, und es gilt 

fü= ns ulx,y)d’y)d’x. 

9 9 9x 
Ganz entsprechend erhalten wir 

fü = ei ( f ulx,y)d’x)d'y. 

9 92 Qy 


und damit die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge. 


Wiederholte Anwendung dieses Satzes ermöglicht die Berechnung von Integralen 
durch sukzessive eindimensionale Integration. 


Für den Beweis siehe KÖNIGSBERGER [150] Bd.2, 6.1, BAUER [115] 22.6. 
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Satz von Tonelli. Sei u: — R eine messbare Funktion, für welche die 
Integrale 


f lu(x,y)|d?y für fast alle x und f ( f lu(x,y)|d’y) d’x 
9x 21 9x 


existieren. Dann ist u über D integrierbar, und die Integrationsreihenfolge ist 
nach dem Satz von Fubini vertauschbar. Entsprechendes ergibt sich, wenn wir 
in den Voraussetzungen die Rollen von x und y vertauschen. 


BEWEIS siehe KÖNIGSBERGER [150] Bd.2, 6.2. 
Demnach ist u(x,y) = exp(-|y| (1+x?)) über den R? integrierbar. Das innere 


+50 
Integral | u(z,y)dx existiert nur für y#0, vgl. Bd.1, 823:6.2. 


—0o 


1.9 Der Transformationssatz für Integrale 


Sei g:N2- 0% ein C'-Diffeomorphismus zwischen den Gebieten Q und ©’ 
des R”; ferner sei ACN messbar und u über p(A) integrierbar. Dann gilt 


J u) d"x = [ulply))Idetp/(y)ld"y- 
(A) A 
Konwvergiert umgekehrt das rechte Integral, so ist u über p(A) integrierbar. 


BEWEIS siehe KÖNIGSBERGER [150] Bd.2, 7.1, 7.2. 


2 Die Räume LP(Q) 
2.1 Der Hilbertraum L?(Q) 
(a) Für die Anwendungen ist neben dem £!(D) vor allem der Raum 
L’(9) = u :2—K]|u messbar und [ |ul? < oo} 
9 


von Interesse. Dabei ist Q CR” messbar und K=R oder ©. 
L?’(9) ist ein Vektorraum über K, und für u,v € L?(D) gilt u-v e L!(9), 
denn für Be Kogilt 


au +80]? < (la]- Jul + 181-101)” < 2 (Jef?lu? + 18]?10]?) , 
a v| = Juli < 3 (lu? + lo), 
also sind |au + Bv|? und u- v integrierbar nach dem Majorantenkriterium. 
Wir wollen für den Raum £?(N) durch 
(u,v) := [Tv 
Q 
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ein Skalarprodukt definieren, stoßen dabei aber auf die Schwierigkeit der fehlen- 
den positiven Definitheit. Aus (u, u) = [ |ul® = 0 folgt nicht u = 0, sondern 
Q 


lediglich u=0 fü. 


(b) Wir erzwingen die positive Definitheit, indem wir alle fast überall gleichen 
£L?’-Funktionen identifizieren, d.h. als gleich betrachten. Den so vergröberten 
Raum £L?(9) bezeichnen wir mit L?(0). 


Das bedeutet, dass wir fast überall gleiche Funktionen zu Klassen 
[u] := {ve£?(9) |v=u fü} 


zusammenfassen und L?(9) := {[u] | u € £L?(0)} setzen. Wir wollen kurz 
skizzieren, welche Überlegungen dabei angestellt werden müssen, um dann zu 
einer pragmatischen Handhabung überzugehen. 


Da die Vereinigung zweier Nullmengen wieder eine Nullmenge ist, gilt 
u=v fü,v=vwfü — u=w fü. 


Hiernach bedeutet die Gleichheit zweier Klassen [u] = [v] einfach u=v f.ü.. 
Aus u = ua f.ü. und vı = va f.ü. folgt 


au +ßBvı = au + Pßv fü. für aBEK, 


f U v1 = | U2 v2. 
9) 9 


Daher sind die Definitionen 


alu] + Blv] = [au+ßv] und ([u], [v]) := [@v 
19) 





sinnvoll. 


Auf diese Weise wird L?(0) ein Vektorraum über IK mit Nullvektor [0], auf 
dem ([w], [v]) ein Skalarprodukt liefert. 


Im Hinblick auf Vektorraumoperationen, Skalarprodukte und Normen ist es 
nach dem oben Gesagten unerheblich, mit welchen Vertretern einer Klasse wir 
arbeiten; in dieser Hinsicht sind alle Vertreter einer Klasse gleichwertig. Wir 
dürfen also künftig von L?-Funktionen statt von Klassen sprechen und uns 
pragmatisch auf den Standpunkt stellen: 


L?(9) ist die Menge aller u € L?(Q) mit dem Gleichheitsbegrif u=v f.ü. 


Dies ist, wie gesagt, solange unproblematisch, solange wir L?(N) als Skalarpro- 
duktraum auffassen. Dagegen macht es keinen Sinn, von einzelnen Funktions- 
werten einer L?-Funktion zu sprechen! 
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Eine wichtige Ausnahme von dieser Einschränkung bilden die stetigen Funk- 
tionen auf einem Gebiet 0. Für u,v € C’(Q) hat u = v f.ü. zur Folge, dass 
u(x) = v(x) für alle x € N. Denn wäre u(a) —- v(a) #0 für ein ae), so gäbe 
esein r> QOmit K,(a)C N und u(x) - v(x) #0 in K.(a). Die Kugel K,(a) 
hat aber positives Maß. 


Enthält also eine Klasse in L?(Q) eine stetige Funktion, so ist dies die einzige 
stetige in dieser Klasse; wir wählen immer diese als Vertreterin. 


(c) Die zum L?-Skalarprodukt (u, v) := [ev auf L?(N) gehörige Norm 
9 
heißt L?-Norm und wird wahlweise mit 
Ill. = Iullı> = Vu, u) 


bezeichnet. Die Konvergenz bezüglich dieser Norm 





u - un||, > 0 fu un? — 0 
9 


heißt L?-Konvergenz oder Konvergenz im Quadratmittel. Näheres dazu 
in (d). In 820:7.2 beweisen wir den 


Satz von Fischer-Riesz (1907). L?(D) ist vollständig, d.h. ein Hilbertraum 
bezüglich des L?-Skalarprodukts: 
Ist (ug) eine L’-Cauchyfolge, so gibt es eine L’-Funktion u mit 

lu- url, >20 für ko. 


Darüberhinaus existiert eine Teilfolge (un,) mit un, > u f.ü.. 


(d) Das Verhältnis der L’-Konvergenz zur punktweisen Konvergenz. 

(Gi) Aus ||u— ur|| > 0 folgt die punktweise Konvergenz f.ü. einer geeigneten 
Teilfolge, nicht aber die punktweise Konvergenz f.ü. der Originalfolge (ur). Ein 
Beispiel bilden die „wandernden Zaunlatten“ auf 2 = [0,1]: Für jede Zahl 
ke gibt es eine eindeutige Darstellung k = 2" + m mit m,n € No und 
0 <m< 2”. Wir setzen I, = ma", (m +1) 2] und ur =Xj,. 


Zeigen Sie ur > 0 im Quadratmittel. Skizzieren Sie uı,...,us (es lohnt 
sich). Machen Sie sich klar, dass die Folge (u;(x)) für kein x € N konvergiert. 
Geben Sie eine punktweis konvergente Teilfolge an. 

(i) Das Beispiel ur =kX,r,, Jr = ]0,1/k| auf 2 = [0,1] zeigt: 

Aus punktweiser Konvergenz folgt nicht die Konvergenz im Quadratmittel [GA]. 
Es gilt aber der 


SATZ. Besitzt eine Folge messbarer Funktionen ur: — K eine gemeinsame 
Majorante f € L?(0) und existiert „im ur(x) f.ü., so gült 
>00 


u:= lim un eEL’(N) und lim |u- url, = 0. 
ko ko 
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BEWEIS. 

Es gilt ur (x)|? < |f(x)]? fü, also auch |u(x)|? = ‚im [ur &)]? < fx) fü. 
Da u := ‚im u, nach 1.4(b) messbar ist, folgt die Integrierbarkeit von |u|? 
und |u.|? nach dem Majorantenkriterium 1.5 (d). Ferner gilt 


lu) - ul)? 0 fü. und |ux) -u&)|” < Alf) fü. 











Also ergibt sich die Behauptung aus dem Satz von Lebesgue 1.6 (a). 





(iii) Aus der gleichmäßigen Konvergenz u, — u beschränkter messbarer Funk- 
tionen uz auf folgt im Fall V”(N) < oo die Konvergenz im Quadratmittel. 
Im Fall V”(0) = © ist dieser Schluss nicht zulässig. Beides folgt aus 1.6 (c). 
2.2 Die Banachräume LP(Q) 


Für reelle Zahlen p > 1 definieren wir 


LP(9) === {u:02—>K | u messbar und [ |ul? < oo}, 
0) 
1/ 
all, = lulle» := (SUP) ”, 
) 
wobei wir wie oben fast überall gleiche Funktionen identifizieren. 


Satz. LP(N), versehen mit der Norm ||ul|,, ist vollständig, also ein Banach- 
raum. 


Weiter folgt aus ||u — ur||, > 0 in LP(N) die Existenz einer Teilfolge (un,) 
mit 


Un, > u fü. 


Zum BEWEIS ist zu zeigen: LP(Q) ist ein Vektorraum über K, ||: ||, liefert eine 
Norm, und LP() ist in dieser Norm vollständig. 

Zunächst gilt: ve LP(0), aeK — auelP(9) und |aull, = la - Ill, - 
Daraus folgt die Vektorraumeigenschaft: Für u,v eLP(9) gilt 


lu + 0 < (Jul + lol)” < (2 sup {ful,[ol})” = 2 sup {lu |olP}, 


also ist |w + v|? integrierbar nach 1.5 (e),(f). Die Dreiecksungleichung ist für 
p=1 trivial; für p> 1 wird sie in 2.3 bewiesen. 


Die Vollständigkeit wird in 820:7.2 gezeigt. 


2.3 Die Ungleichungen von Hölder und Minkowski 


(a) LEMMA. Seien p,q > 1 reelle Zahlen mit 1/p + 1/q = 1. Dann gilt für 
alle z,y >20 


p q 
ee 
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BEWEIS als [öA]: Bestimmen Sie für festes y> 0 das Minimum der Funktion 





vn fa) =a®/p+ y"/ga-ay. 
(b) Die Höldersche Ungleichung. Sei p, gq> 1 und 1/p+1/q = 1. Dann 
ist für ue LP(N), ve L*I(N) die Funktion u-v integrierbar, und es gilt 
u vll, < lull, lol, 
BEWEIS. 
Aus |ju||, = 0 folgt u = 0, also u-v = 0 und damit die Behauptung. Entspre- 


chend ist die Behauptung im Fall ||v||, = 0 richtig. 
Sei also |[u|l, ‚vll, >0 und f:=u/liull,, 9 := v/lvll,- Aus (a) folgt 








ERBE NL] AERENLTE 
Te ta Tele 


Die rechte Seite ist integrierbar, also nach dem Majorantenkriterium auch die 
linke. Integration ergibt ||f- gll, < n + n =1, also |[u- vll, < |ull, lvl, - 














(c) InLP(N) gilt die Minkowskische Ungleichung 
Iu+ vll, < Iull, + lloll, für ve LAN). 
BEWEIS. 
Für p=1 ist das klar. Fürp> 1 und uvelP(D) gilt u+vVveLP(D) und 
lu+v® = |u+vP" utol < auto" ul ++ ol?" hol. 
Für q mit 1/p + 1/q =1, also q:= p/(p-1) ist nach Voraussetzung 
(u + uf? = ut, 
somit |u+v[PT eL*(9). 


Die Höldersche Ungleichung liefert 


Dr < (Futur) (rar Sera Jr) 


= ([Iu+op je (all, + Ioll,) - 


Q2 





Im Fall [u+v| = 0 ist nichts zu beweisen, andernfalls folgt die Behauptung 
durch Division durch ( fiu+vlP jr 
Q 
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2.4 Der Raum L”° (N) 


Eine messbare Funktion u: — K heißt wesentlich beschränkt (in Zeichen 
u € L”(N)), wenn es eine Konstante C' gibt mit 


ux)| < C für fast alle xe N. 


Für wesentlich beschränkte Funktionen u existiert 
lull, := min{C >20 | [ux)|<C fü}. 


Zum Nachweis setzen wir M={C>0||u(x)| <C £fü}und s= infM. 
Dann gibt es Zahlen sz € M, die monoton gegen s fallen. Zu diesen gibt es 
Nullmengen N, mit |u(x)| < s£ für alle xe N\N,. Dann ist N= |) Nr 


k=1 
wieder eine Nullmenge, und es gilt 


xeN\N= N (O\NM) —> |[uß)| < sr für kEN — |ux)| <s. 
ke 


Identifizieren wir alle f.ü. gleichen Funktionen, so erhalten wir den Raum L* (0). 
Auf diesem liefert || - ||, eine Norm [ÜA]. Es gilt 


Satz. LX (N) mit der Norm || - ||, ist ein Banachraum. 


2.5 Beziehungen zwischen den LP-Räumen, der Raum L},.(0) 


(a) Hat N endliches Volumen, so gilt L(9) CLP(Q) CL!(D) für allep >1. 
Für r<s gilt ferner L’(0) C L’(N), und für uve L’(Q) 


all, < e- Ill, mit e= VOA)TI/EN. 


Zum BEWEIS von L* (2) C LP(N) beachten wir |u| < ||ull, :Xn - Der Rest folgt 
aus 2.3 (b) für [|u]” = ||lul” - 1], mit p= s/r [ER]. 

9 
(b) Im Fall V"”(0) = oo lassen sich keine Inklusionsaussagen treffen. 
Zeigen Sie mit Hilfe geeigneter, auf 2 := R>o stetiger Funktionen, dass 
keiner der Räume L*(9), L!(D), L?(9) in einem der anderen enthalten ist. 
(c) Eine Funktion u: — K auf einem Gebiet 2 C R” heißt lokalinte- 
grierbar, wenn sie messbar ist und über jede kompakte Teilmenge X C 9 
integrierbar, d.h. wenn u: Xx über 0) integrierbar ist. Identifizieren wir fast 


überall gleiche lokalintegrierbare Funktionen, so erhalten wir den Vektorraum 
LL.(0). Nach (a) gilt 


Lo) c1.0) Bir a>1i. 


Denn es gilt ve LP(D) — uELP(K) für jede kompakte Teilmenge K von 
2 = ueEeL!(K) nach (a). Beschränkte messbare Funktionen sind lokalinte- 
grierbar, ebenso stetige Funktionen. 
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AUFGABE. Zeigen Sie: Für 1<p<r<g und we LP(R)NL(P) gilt die 
Interpolationsungleichung 


ueL”(0) und |ull, < als Iullf 


für Konstanten aß >0 mit «a+8=1 und 1/r =a/p + Ba. 


2.6 Die Separabilität der LP-Räume 


Satz. Für 1L<p< oo und jedes Gebiet CR” liegen die Treppenfunktionen 
dicht in LP(9), d.h. zu jedem u € LP(N) gibt es Treppenfunktionen pr auf N 
mit |u— prll, > 0- 

Für den BEWEIS wird auf 820:8.4 verwiesen. Es ergibt sich als 


FOLGERUNG. Für jedes Gebiet N enthält LP(N) eine abzählbare dichte Menge 
von Treppenfunktionen. 


Denn sei u € LP(N), e > 0 vorgegeben und p eine Treppenfunktion auf N 
mit ||u ol » <E Durch geringfügige Abänderung von % erhalten wir eine 
„rationale“ Treppenfunktion 


N 
vd = ” Ir XIy » 
k=1 


(d.h. Regr, Imqr € Q und die Eckpunkte der Quader /; haben rationale Ko- 
ordinaten) so dass ||p —- #||, < e. Es folgt ||u- Yl|, < 2€. Diese rationalen 
Treppenfunktionen ı) bilden eine abzählbare Menge (Al, benützen Sie die 
Abzählbarkeit von Q°"*?, vgl. 1.2). 


Eine Teilmenge M eines normierten Raumes V heißt separabel, wenn es eine 
abzählbare Teilmenge A gibt mit M C A, d.h. wenn jedes v € M Grenzwert 
einer Folge aus A ist. 


IK” ist separabel, da die Vektoren x = (tı,...,2n) mit rationalen Koordinaten 
xx (d.h. Rexz;, Imx;, € ®) dicht liegen. 


Satz. Für messbare Mengen CR” und 1<p< oo ist jede Teilmenge des 
LP(N) separabel. 


BEWEIS. 
(a) Nach dem eingangs zitierten Satz existiert eine in LP(R”) dichte Folge (1x) 
von Treppenfunktionen. Dann liegt die Folge (1x -Xo) dicht in LP(0) [A]. 


(b) Sei (ur) eine in LP(N) dichte Folge und M C LP(N). Nach Voraussetzung 
gibt es zu jedem ve M und jedem ne IN ein um mit || < uml|, < 4,d.h. 
v € Kı/n(Um). Diejenigen Kugeln Kj/n (Um), deren Durchschnitt mit M nicht 
leer ist, lassen sich durchnumerieren: Uı mit Radius oı, Ua mit Radius 02, 
etc. Wir wählen aus jedem U, ein vu, € M aus und erhalten so eine in M 
dichte Folge (v.). Denn zu jedem v € M gibt es eine Teilfolge (n.) von IN mit 
vEUn, , On, > 0 (8.0.). Es gilt dann ||v - vn. |, < On, > 0. 
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3* Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 


Die folgende Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integral- 
rechnung kommt erst in den Paragraphen 814, 816, $17 und im Schlusskapitel 
dieses Bandes zum Tragen und kann bei der ersten Lektüre übergangen werden. 


3.1 Absolutstetige Funktionen 


Eine Funktion u : 1 — C auf einem Intervall 7 C R heißt absolutstetig, 
wenn es zu jedem e>0 ein ö>0 gibt, so dass 


2 |u(br) = ular)| < € 


für je endlich viele Intervalle [a.,5x] C I mit paarweise disjunktem Innern und 


N 
>> (br — 4x) io, 
k=1 


Absolutstetige Funktionen sind gleichmäßig stetig (N = 1). Eine Funktion ist 
genau dann absolutstetig, wenn Real- und Imaginärteil absolutstetig sind [üAl. 


Erfüllt u eine Lipschitzbedingung |u(y) - u(z)| <L|y-x]| für alle x,y € I, so 
ist u absolutstetig Al. 


Satz. (a) Die absolutstetigen Funktionen u: I —C bilden einen Vektorraum 
über C. 


(b) Mit u sind auch |u| und % absolutstetig. 
(c) Sind u und v absolutstetig und beschränkt, so ist u- v absolutstetig. 


(d) Ist u absolutstetig auf dem Intervall J und g: IT — J absolutstetig und 
monoton, so ist uoyp absolutstetig. 


BEWEIS als 


Satz. Für ueL!(I) und einen festen Punkt a € I ist durch das unbestimmte 
Integral 


U(z) := 


Rs 


u= [u(t)dt 
eine absolutstetige Funktion U gegeben. 


BEWEIS. 


Es genügt, den Beweis für positive Funktionen zu führen. Sei e > 0 gegeben. 
€ 


Nach 1.4 (c) gibt es eine Elementarfunktion p mit O<p<uund [(u-yp) <S. 
7 
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Wir setzen C := ||p||, +1 und 6 := e/2C. Haben die [ax,bz] C I paarweise 


N 
disjunktes Inneres und gilt ),) (br — ar) <ö, so folgt 


a 


N 


> |U(b;) U (ar) 
k=1 


it 


br 
2 (el+lf- el) 














‚ (8 = ar) Ben <E: 
I 


3.2 Der Hauptsatz 


SATZ (LEBESGUE 1904). (a) Jede absolutstetige Funktion u: T>R ist fast 
überall differenzierbar. Die gemäß 1.3(b) definierte Ableitung W : T>R ist 
lokalintegrierbar, und es gilt 


u(x) + ji t)dt für alle a,xel. 


(b) Für jede Funktion. ueL!(T) ist durch 


P4 


Die) = fulda 


a 


eine beschränkte absolutstetige Funktion U gegeben mit U =u fü.. 
Für den BEWEIS verweisen wir auf Rıesz/NAcy [131]5. 


3.3 Partielle Integration 
Für absolutstetige Funktionen u,v: [a,b] > C gilt 


[e-va = [v- v|. - [® -vdt. 


Denn u,v sind als stetige en auf [a,b] beschränkt. Also ist u-v nach 
3.1 (c) absolutstetig. Nach dem Hauptsatz 3.1 (a) sind %’, v’ integrierbar; also 
auch @-v’, @-v mit den Majoranten |[u||, ; |v’| und |w| - ||v||... Ebenfalls 
nach 3.1 (a) folgt 


[mol=J 


(#-v)' = [@v+7vV). 
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1 Beispiele für Hilberträume 


1.1 Zum Hilbertraumkonzept 


Ein Skalarproduktraum 5 über K = R bzw. K = C heißt Hilbertraum, 
wenn er als normierter Raum mit der Norm ||u|| = / (uw, u) vollständig ist, d.h. 
wenn jede Cauchy-Folge (un) in 5 einen Grenzwert u € 5 besitzt. 


Wie schon in 88:1.1 gesagt wurde, spielen Hilberträume eine wichtige Rolle 
für den Nachweis der Existenz von Lösungen von Differential- und Integralglei- 
chungen. Häufig wird dabei der Hilbertraum L?(N) der im Lebesgueschen Sinn 
quadratisch integrierbaren Funktionen oder ein passender Teilraum zugrunde- 
gelegt, vgl. 814:6. 

Der mathematische Formalismus der Quantenmechanik basiert auf der Theorie 
linearer Operatoren in komplexen Hilberträumen, Näheres dazu in Kap. VI. Von 
besonderer Bedeutung sind hierbei die orthogonalen Projektoren, die wir in 
Abschnitt 2 behandeln. 


Hauptgegenstand dieses Paragraphen sind Reihenentwicklungen nach Ortho- 
normalsystemen in Analogie zu klassischen Fourierreihen. 


Die für Hilberträume typische geometrische Betrachtungsweise erlaubt es, ana- 
lytische Sachverhalte in eine übersichtliche Form zu bringen. 


1.2 Endlichdimenionale Hilberträume 


Jeder n-dimensionale Skalarproduktraum V über IK ist unitär isomorph zum 
K” und daher ein Hilbertraum: 
Für jede ONB vı,...,Un von V ist die Koordinatenabbildung 


U:V> RK”, ur ((v,W),...,(Vn,u)) 
unitär, d.h. linear, bijektiv und isometrisch. 


BEweIs. 
Nach Bd.1, 819:2.2 ist die Koordinatenabbildung U bijektiv, da jeder Vektor 


u€ V eine eindeutige Basisdarstellung u = 3 (vr, u)vr besitzt. Die Isometrie 
k=1 
folgt aus der Parsevalschen Gleichung 


n 
2 2 2 
lully = & vr, u)" = |Uullgen - 
k=1 


Die Vollständigkeit von V ist wiederum eine Folge der Isometrie. Wir wollen 
diesen Schluss wegen der grundsätzlichen Bedeutung des Isomorphiebegriffs an- 
schließend in einen allgemeineren Rahmen stellen. 
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1.3 Isomorphe Skalarprodukträume 


Zwei Skalarprodukträume (Vi,(-,-),) und (V2,(-,-),) heißen isomorph 
oder unitär isomorph, wenn es eine unitäre Abbildung U : Vı — V> gibt. Die 
Abbildung U wird dann unitärer Isomorphismus genannt. 


Unitäre Isomorphismen übertragen die lineare Struktur sowie alle topologischen 
und geometrischen Eigenschaften. 


Für die Vektorraumstruktur bedeutet dies: Linear unabhängige Vektoren gehen 
in linear unabhängige über, Dimensionen bleiben erhalten, und es gilt 


U(Span {vı,va,...}) = Span{Uv1,Uva,...}. 
Für einen linearen Operator 7: Vı — Vi setzen wir 
Bere". 
Dann ist $: Va — V> linear, und es gilt 
Bild$S = U(BildT), KermnS = U(KernT). 


Die lineare Gleichung Tu = v ist äquivalent zur linearen Gleichung S(Uu) = Uv. 
Die linearen Operatoren S,T heißen unitär äquivalent. 


Da U unitär ist, gilt ||u— v||, < r genau dann, wenn ||Uu — Uv||, < r. Daraus 
folgt unmittelbar: (un) ist Cauchy-Folge in Vı genau dann, wenn (Uu„) Cauchy- 
Folge in V2 ist, und un — u in Vı ist äquivalent zu Uun — Uu in Va. Daher 
sind Vı und V2 entweder beide vollständig oder beide unvollständig. Im ersten 
Fall heißt U ein Hilbertraumisomorphismus. Eine Teilmenge M von Vı ist 
genau dann offen (abgeschlossen, beschränkt, kompakt, dicht), wenn U(M) die 
betreffenden Eigensschaften hat; ferner ist f : VID M — Vı genau dann stetig, 
wenn g:=UofoU’!:U(M)-— V» stetig ist. 

Für die Übertragung geometrischer Betrachtungen aus dem R” auf unendlichdi- 
mensionale Skalarprodukträume spielt die Orthogonalität eine wesentliche Rol- 
le; dies betrifft vor allem die orthogonalen Projektionen. Da aus der Isometrie 
die Erhaltung des Skalarprodukts folgt, 


(u,v), = (Uu,Uv), 


(Polarisierungsgleichung), gehen zueinander orthogonale Vektoren in zueinander 
orthogonale über und Orthonormalsysteme in Orthonormalsysteme. 


Ziel der Hilbertraumtheorie ist es, unter Ausnützung der Vollständigkeit die 
Lösbarkeit von Gleichungen, insbesondere Differential- und Integralgleichungen 
zu untersuchen. Zu diesem Zweck sind einzig und allein die oben genannten 
Strukturmerkmale von Interesse. In dieser Hinsicht haben wir unitär isomorphe 
Hilberträume als gleich zu betrachten; sie sind nur verschiedene Ausprägungen 
der gleichen mathematischen Struktur. 
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Eines der Hauptergebnisse dieses Paragraphen besteht darin, dass alle separa- 
blen Hilberträume unendlicher Dimension isomorph sind und durch den im Fol- 
genden beschriebenen Hilbertschen Folgenraum £? repräsentiert werden können. 


1.4 Der Hilbertsche Folgenraum 


(a) Satz. Der Folgenraum 


2 = LK): I: (z1,22,...) | zzeK, % rl? <oo } 
k=1 








versehen mit dem Skalarprodukt 
k=1 


ist ein Hilbertraum. 


BEWwEIS. 

£? ist zunächst eine Teilmenge des K-Vektorraums aller Folgen, in dem Gleich- 
heit und die Vektorraumoperationen auf naheliegende Weise erklärt sind. Die 
Vektorraumeigenschaft von £? und die Konvergenz der das Skalarprodukt dar- 
stellenden Reihe ergeben sich unter Verwendung des Majorantenkriteriums für 
Reihen aus 


lau + By’ < 2a + BI), rl < zer + le): 


Zum Nachweis der Vollständigkeit betrachten wir eine Cauchy-Folge x”) = 


(x, 2m, ...) in £?. Zu vorgegebenem e > 0 gibt es also ein n. mit 
2 oo 
(*) je _ “| =.’ [2 _ m]? <e für m>n>n.. 
k=1 


Es folgt [2 = x] <e fürm>n> ne. und jedes feste k € N, d.h. jede der 


Komponentenfolgen (nem ist eine Cauchy-Folge in K. Somit existieren die 


Grenzwerte xx := lim 2m (k =1,2,...). Für die Folge 
Nn—OO 
x = (zı,2a2,...) 


ist zu zeigen: 
() ze, (i) |e- 2] 0. 
Aus (x) folgt zunächst 
N 
> 1.9 _ „m? <e?” fürm>n>n. und jede natürliche Zahl N 
k=1 
und daraus für m > © 


N 
>, ler - „2 <e” für n>n. und jede natürliche Zahl N. 
k=1 
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Daraus ergibt sich 

> ar - a? <e fürn>n., 

k=1 


also 2 — x”) € ? für n > n. und ||x — z”|| > 0. Da @ ein Vektorraum ist, 
folgt 2= 2-2) +29) el. m 








(b) Die Einheitsvektoren 

eı := (1,0,0,0,...), e2 := (0,1,0,0,...), es := (0,0,1,0,...), -.- 
bilden ein Orthonormalsystem in 0, aber keine Basis: 

£3 := Span {e1, e2,...} = {(zı,...,2n,0,0,...) NEN, eK} 
ist ein echter Teilraum von 2, der in (2 dicht liegt. 


Denn wegen des Gleichheitsbegriffs in € gilt h := (1; 3, 34...) € (2, aber 


hg@.Für x = (mı,22,...)E 2 und 29 := (z1,22,...,2%n,0,0,...) € 4 gilt 


oo n 
|e- =] = % rl = % Il? -% |eel? > 0 fürn oo. 
kentl k=1 k=1 


BEMERKUNGEN. 

Beachten Sie die Unterschiede zum endlichdimensionalen Fall: 

(i) Das ONS eı,ea,... ist keine ONB und lässt sich auch nicht zu einer ONB 
ergänzen, denn jeder zu eı,ea,... senkrechte Vektor x = (tı,a,...) ist wegen 
(er, 2) = xx der Nullvektor. 


(i) Nicht jeder Teilraum ist abgeschlossen, wie das Beispiel (2 zeigt. 


(ii) Nicht jede beschränkte, abgeschlossene Menge ist kompakt. Beispielsweise 
enthält die abgeschlossene Einheitskugel {x € £? | ||«|| < 1} die Folge (e„), von 
der wegen ||en — em|| = V2 für n #m keine Teilfolge konvergieren kann. 


(c) Der Hilbertsche Folgenraum ist separabel, vgl. 88: 2.6. Denn die abzählbare 
Menge 


A=!q= (q,...,90,0,0,...)|NEN, Regr, Img: € Q} 


liegt dicht in £?: Zu x = (x1,22,...)€ ?, e>0 können wir nach (b) ein N € 
IN finden mit z{N = (zı,...,20,0,0,...) € K-(x), und durch geringfügige 
Abänderung der x; erhalten wir einen Vektor q= (q1,:..,90,0,0,...) € A mit 
I — q|| < &, also insgesamt ||x — q|| < 2e. 
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1.5 Das kartesische Produkt zweier Hilberträume 
Für zwei Hilberträumen (1,(-,),) und (#£2,(-, - ),) ist das kartesische 
Produkt 
Hıx H2 = I(u,v) | ve Hı,vE Ka} 
mit dem Skalarprodukt 


((u1,vı), (u2,v2)) := (ur, ua), + (v1, v2), 
ein Hilbertraum. 


Sind 1,52 separabel, so auch Xı x #2 [üA]. 


2 Abgeschlossene Teilräume und orthogonale Projektionen 


2.1 Abgeschlossenheit und Vollständigkeit 


Sei (E,||- ||) ein vollständiger normierter Raum (Banachraum) und V ein Teil- 
raum. Wir können V, ausgestattet mit der in E gegegebenen Norm, als ei- 
genständigen normierten Raum (V,||- ||) ansehen. Dann gilt der 


Satz. (V, || - ||) ist genau dann vollständig, wenn V als Teilmenge von E abge- 
schlossen ist. 


BEWEIS. 


(a) Sei V ein abgeschlossener Teilraum von E und (un) eine Cauchy-Folge in 


V. Da (un) dann auch eine Cauchy-Folge in E ist, existiert u= lim un in E. 
N—o& 


Aus un € V, un > u folgt ue V, da V abgeschlossen ist. 
(b) Sei V nicht abgeschlossen in E. Dann gibt es ein ve E\V und eine Folge 
(vun) in V mit mn — u. Die Folge (vn) ist als konvergente Folge eine Cauchy- 
Folge in V ohne Grenzwert in V. 














2.2 Beispiele abgeschlossener Teilräume 

(a) Jeder endlichdimensionale Teilraum eines Hilbertraums ist abgeschlossen. 
Das folgt aus 2.1 und 1.2. 

(b) Für jeden festen Vektor v eines Skalarproduktraums V über K ist die 
Funktion I,:V RK, ur (v,u) linear und stetig, denn aus un — u 
folgt (dv, un) — (v,u)| = |(v, un -u)| < ||v|| - ||un — ul — 0. Daher ist 
KernL, = {ueV | (v,u) = 0} ein Teilraum von V und als Nullstellenmenge 
einer stetigen Funktion auf einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen. 

(c) Orthogonalräume. Für jede nichtleere Teilmenge M eines Skalarprodukt- 
raums V ist 


M=:={ueV | (u,v)=0 füralleve M} 
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ein abgeschlossener Teilraum von V. 
Denn aus (b) folgt wegen 


M* = N Kern L»,, 


veM 


dass M+ als Durchschnitt abgeschlossener Teilräume ein abgeschlossener Teil- 
raum ist. Für spätere Zwecke notieren wir: 


(i) MCM+ := (M+)T, 
Ü) MCN = N!TcM- fü]. 





(d) In unendlichdimensionalen Skalarprodukträumen ist nicht jeder Teilraum 
abgeschlossen. Der allgemeine Beweis dieser Aussage folgt später. Ein Beispiel 
liefert der Teilraum 2 von @. 


2.3 Orthogonale Projektion auf einen abgeschlossenen Teilraum 
Satz. Sei V ein abgeschlossener Teilraum eines Hilbertraums 4. Dann gibt 
es zu jedem Vektor u € Zf einen eindeutig bestimmten Vektor Pu € V mit 
||u — Pull = dist (u, V), d.h. 

|u- Pul| < ||u- vl|| für alleveV. 
Weiter gilt 

u-Pu_LV für alleue #, 

u=Pu = ueV. 


Pu heißt die orthogonale Projektion von u auf V. 


BEMERKUNG. Auf die Abgeschlossenheit von V kommt es wesentlich an. Ist ein 
Teilraum V nicht abgeschlossen, so gibt es ein ue V\V. Für u existiert kein 
veV mit ||u - v|| = dist (u, V) = 0, denn dann wäre v=ugEV. 


In unvollständigen Skalarprodukträumen gilt kein entsprechender Satz. 
BEWEIS. 
(a) Existenz eines Punktes kleinsten Abstandes. Sei ve 5 und 

d := dist (u,V) = inf {]u-v|| |veV}. 


Dann gibt es eine Minimalfolge (vn) aus V mit 
2<ju-ml<d+l M=12..). 
n 


Wir zeigen, dass (vn) eine Cauchy-Folge ist. Dazu verwenden wir die Parallelo- 
grammgleichung |ja + b|]”+|]a — d]|? = 2]lal|”+2]]b]]” und setzen a := 4(u-vn), 
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b:= 4(u- vm). Beachten wir, dass a—b = 3(Um - in), a+b=U- 3(Vn + Um) 
und dass $(vn + m) zu V gehört, so erhalten wir für m>n 


2 
+ 4m -wnl” < | - (on +Um)|| + 3 |lüm - vnl| 
2 2 
= 3 lu - WI + 3 I - vml 
<d+ at <d+t, 


also ||um — in||? < 2 für m>n. Da V nach 2.1 vollständig ist, gibt es ein 


vo € V mit un — vo. Wegen der Stetigkeit der Norm folgt 


u voll = lim |u-wn|| = d. 
Nn—o& 


(b) Eindeutigkeit. Hat auch v. € V von u den Abstand d, so ergibt die Paral- 
lelogrammgleichung mit a = 3(u- vo), b= $(u- v,) wie oben 








2 
2 + 2] vl? < |u- 3 + wo)|| + 2 1er - vol 





= 3 u voll? + alu - vl? = #, 
also ||v, — voll = 0. 
(c) Es genügt zu zeigen, dass u- Pu Lv für alle ve V mit ||v|| = 1. Sei also 
vo := Pu, veV mit ||vo|| =1 und a := (v, u— vo). Dann erhalten wir 





d? < |ju - (vo + w)|? = (u- vo - av, u- vo — av) 








u - vo]? -— &v,u- vw) - a{u-w,v)+la®=d-|al?, 


also @«=0. 


(d) Aus Pu = u folgt u € V wegen Pu € V. Für u € V folgt umgekehrt 
u — Pull = dist (u, V) = 0, somit Pu = u. 














2.4 Der Zerlegungssatz 


Für jeden abgeschlossenen Teilraum V des Hilbertraums gilt 
H# =VeV", 
d.h., jeder Vektor u € 5 besitzt eine eindeutige Zerlegung 
u=v+w mit veV und weV". 
Hierbei ist v= Pu die orthogonale Projektion von u auf V, und es gilt 


2 2 2 
all" = lol + will. 
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BEWEIS. 
Nach 2.3 gilt u= Pu+ (u— Pu) mit Pu V und u- Pue V*. Also gibt es 
eine Zerlegung der behaupteten Art. Diese ist eindeutig: Aus 


s L 
u=-vıtwı=v%+wa mit v1,vn EV, wı,wa EV 





folst V3vı - un = wa — wı V*. Daher ist vı — va zu sich selbst orthogonal: 
2 
0 = (vı - wu, vı - va) = ||vı < val||”. Es folgt vı = v2, also auch wı = wn. 





Die letzte Behauptung ergibt sich aus ||u|? = (v+w,v+w) und (v,w)=0. 














2.5 Biorthogonalräume 


(a) Für abgeschlossene Teilräume V eines Hilbertraums 3 gilt V-"=V. 
(b) Für beliebige Teilräume U gilt U-"=U und U! = vr. 

BEWEIS. 

(a) Für u V gilt (u,v) = 0 für alle ve VT, also u e VIt := (VT)T. 
Umgekehrt folgt für u e V-" nach dem Zerlegungssatz 





u=v+w mit veVcV’"T und weV". 


Wegen w = u-ve V’-NV" erhalten wir (w,w) = 0, also w = 0, somit 
u=veV. 


(b) Wie oben ergibt sich U C U!+. Da Orthogonalräume nach 2.2 (c) abge- 


schlossen sind, folgt U C U++. Durch zweimalige Anwendung des Schlusses 
—l ll, = 


„MCN => NT cM** folgt aus U CD die Inklusion U c U" =TV, 
Letzteres nach (a). Somit ist U=U++. 


(c) Wegen UC U ist eu c U*+. Für ve U und w= lim wn mit un EU 


n—0o 


folgt (v, w) = lim (v, un) = 0. Also gilt auch UT C qm. 


Nn—Xo 














2.6 Orthogonale Projektoren 


Satz. Die orthogonale Projektion auf einen abgeschlossenen Teilraum V des 
Hilbertraums 5 liefert einen linearen Operator P:#f — # mit den Eigen- 
schaften 


) P?=P, 
(b) (u, Pv) = (Pu,v) für alle uveH. 
Umgekehrt vermittelt jeder orthogonale Projektor, d.h. jeder lineare Opera- 


tor P:H#— 5% mit (a), (b), die orthogonale Projektion auf den abgeschlos- 
senen Teilraum V := Bild P. 
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Demnach besteht eine 1-1-Korrespondenz zwischen den abgeschlossenen Teil- 
räumen V von 5 und den orthogonalen Projektoren. Letztere haben die wei- 
teren Eigenschaften 

2 
(e) (u, Pu) = ||Pull“. 


(d) P ist stetig: ||Pu|| < ||ul|, 
und Gleichheit gilt genau dann, wenn Pu=u, d.h.ueV. 


() 1-P ist der orthogonale Projektor auf V*. 


BEweIs. 

(1) Sei Pu die orthogonale Projektion von u auf V. Aus 2.3 entnehmen wir 
Pu=u => ueV. Wegen Pu € V folgt P?u = Pu für alle ue #. 

(2) Linearität. Seien un = vı + wı, ua = va + wa mit vı,wn EV, wı,un eV". 
Dann gilt für aı,aa €K 








a1uı + @2au2 = A1Vı + @aV2 + Qıwı + Q2wa ; 


dabei gilt aıvı + aav2 € V, aıwı + aawa € vH Wegen der Eindeutigkeit der 
Zerlegung folgt 


P(aıuı + aau2) = aıvı + Qaava = aı Pur + a2 Pun. 





(3) Symmetrie. Wegen u— Pu LV folgt u— Pu L Pv, ebenso v— Pv L Pu, 
also 


0 = (u-Pu,Pv) = (u, Pv) - (Pu, Pv), 
0 = (Pu,v-Pv) = (Pu,v)-(Pu,Pv). 


Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt die Behauptung. 


(4) Der lineare Operator P:3#f — A habe die Eigenschaften (a),(b). 

P ist linear, also ist V = Bild P ein linearer Teilraum. Es gilt ve V 
Pv=v, denn v=PueV Pv = PPu= Pu=v. 

Umgekehrt gilt Pv =v => ve BildP = V. Bevor wir zeigen, dass V 
abgeschlossen ist und Pu die orthogonale Projektion von u auf V, notieren wir, 
dass wegen (b) und (a) die Behauptung 








(c) Fu SiFu; Pr), Fr) 
folgt. Daraus ergibt sich nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 
(d) IPul? < ||Pull- ul 


mit Gleichheit genau dann, wenn u und Pu linear abhängig sind, d.h. wenn 
Pu = O0 oder wenn u ein Vielfaches von Pu ist und damit u € V gilt. Das ergibt 
||Pull < ||w|| mit Gleichheit genau dann, wenn veV. 
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5) Die Stetigkeit von P folgt aus || Pu — Pun|| = ||P(u — un)|| < ||u — un||. 


) 
6) V ist abgeschlossen. Für die Vektoren v„n € V gelte vn — v. Nach (4) und 
5) folgt v= lim 7%, = lim Pin = Pv, alsoveV. 


Nn—o n—0o 


( 

( 

( 

(7) Pu ist die orthogonale Projektion von u auf V. Wegen 
u=Pu+u-Pu mit PueV 


ist nur zu zeigen, dass u— Pu € V*. Dann folgt die Behauptung aus dem 
Zerlegungssatz 2.4. Sei also ve V, d.h. v = Pv nach (4). Dann gilt 
(u- Pu,v) = (u- Pu, Pv) = (Pu - Pu, v) =0 
wegen (b) und (a). 
(8) 1-P ist die orthogonale Projektion auf V*. Offenbar ist 1 — P ein ortho- 


gonaler Projektor, also u € Bild (1 — P) u= (1- P)u Pu=0 
<> ueV" nach dem Zerlegungssatz. 

















2.7 Aufgaben 
(a) Zeigen Sie für orthogonale Projektoren Pı, P2: 





BildPı CBilldR => PıP P»Pı Pı Pı < Ps. 





Dabei bedeutet Pı < Pa wie üblich (u, Pıu) < (u, Pau) für alle ue Z£ und 
ist nach 2.6 (c) gleichbedeutend mit ||Pıu|| < || Pau|| für alle ve #. 

Anleitung: BildPı C BldPp_&> PPı =Pı ergibt sich leicht. PP = Pı 
folgt dann mit dem Zerlegungssatz für P>. Der Rest ergibt sich aus 2.6 (c), (d). 


(b) Im Fall PıP2 = PaPı ist PıP> die orthogonale Projektion auf den Raum 
Bild Pı N Bild Pa. 


(c) Jeder abgeschlossene Teilraum eines separablen Hilbertraums ist separabel. 


2.8 Der Darstellungssatz von Riesz-Frechet 


Ein lineares, stetiges Funktional auf einem normierten Raum (V, || - ||) über 
K ist eine lineare, stetige Funktion L:V > K. Der Vektorraum aller linearen, 
stetigen Funktionale auf V heißt Dualraum V* von V. Für Le V* existiert 


ZI == sup{lZul | |ull<1}, 
denn andernfalls gäbe es Vektoren un mit ||un|| < 1 und |Lun| > n für n = 
1,2,.... Für die Vektoren ın := un/Lun wäre dann lim vn = 0, aber Lu =1 
fürneN. = 
Es ist leicht zu sehen, dass durch ||L|| eine Norm auf V* gegeben ist [GA]. 


Für jeden Vektor v eines Skalarproduktraums liefert L, :u > (v, u) ein linea- 
res stetiges Funktional, vgl. 2.2 (b). In Hilberträumen gilt auch die Umkehrung: 
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SATZ. Zu jedem linearen, stetigen Funktional L auf einem Hilbertraum gibt 
es einen eindeutig bestimmten Vektor v€ 3 mit 


Lu = (v,u) für alleue 4, 
und es gilt 
II = lol. 


Hiernach sind 5£* und 5 normisomorph. In der Physikliteratur werden die 
Hilbertraumvektoren meist als ket-Vektoren |u), die linearen Funktionale als 
bra-Vektoren (v| dargestellt. Das in der bracket-Form (v|w) geschriebene 
Skalarprodukt entsteht dann durch Zusammenfügen bra-ket. Bei abweichender 
Notation des Skalarprodukts, d.h. wenn Linearität im ersten Argument vorliegt, 
sind die Rollen von bra- und ket-Vektoren zu vertauschen. 


BEWEIS. 
(a) Für L = 0 gilt 0 = Lu = (0, u) für alle u € Z£. Umgekehrt folgt aus 
0=Lu=(v,u) für alle ue 5 insbesondere Zv = (v,v) = 0, also v=0. 


(b) Im Fall L #0 ist V := KernZ ein echter Teilraum und abgeschlossen als 
Nullstellenmenge einer stetigen Funktion. Daher gilt nach dem Zerlegungssatz 


F# =VSV- mit V"£L0}. 
Wenn die Behauptung des Satzes stimmt, so gibt es einen Vektor v # 0 mit 
V=KenL= {u €H# |(v,u) = o} — Span {v}", 


also V* = Span {u} = Span{v} nach 2.5(a). Da V* eindimensional ist, 
besitzt nach dem Zerlegungssatz jeder Vektor u € 5 eine eindeutige Zerlegung 
u= ug + aw mit uno € V,aE K und einem festen Vektor O# w € vr. 


Ausgehend von dieser Zielvorstellung konstruieren wir jetzt den gesuchten Vek- 
tor v. Wegen VNV+ = {0} gilt Lw £ 0 für Of we V*. Wir wählen einen 
Vektor we V* mit Lw=1. 


Für einen gegebenen Vektor u € . suchen wir eine Darstellung u = uo+aw mit 
uo EV undaEK. Notwendig dafür ist Lu = 0+aLw = a, also uo = u— Lu-w. 
Umgekehrt: Für uo := u — Lu: w gilt Luo = Lu— Lu=0. Wir erhalten also 


u=w+Llu-w mit weV, wevt 
und daraus 

(w, u) = Lu: |wl. 
Es folgt Lu = (v, u) mit v = w/|jw]]”. 


(c) v ist dadurch eindeutig bestimmt. Aus (v,u) = (v*, u) für alle ue # 
folgt v — v* L 5, insbesondere (v—-v*,v— v*) = 0, also v = v*. 
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(d) Wir zeigen ||Z|| = ||v||: Für ||u|| < 1 folgt nach Cauchy-Schwarz 


IZu| = |(v, ul < vll ul < lvl. 





Dabei gilt Gleichheit für u = v/||v||. 











BEMERKUNG. In dem (nicht vollständigen) Skalarproduktraum C[—1,1] mit 
1 1 


(u,v)= [ Wa)v(x)de sei L das durch Lu:= [u(z)dz gegebene lineare 
= 0 

stetige Funktional. Dieses läßt sich nicht in der Form Lu = (v, u) darstellen; v 

müsste die Heavyside-Funktion Xjo,ı) sein. Diese gehört aber nicht zu C|—1,1]. 


3 Dichte Teilräume 


3.1 Beispiele 


(a) Die Treppenfunktionen in @ bil- 
den einen dichten Teilraum von L?(9), 
vgl. 88: 2.6. 

(b) Der Raum Co [a,b] der stetigen 
Funktionen f : [a,b] — IK mit f(a) = 
f(b)=0 liegt dicht in L? [a,b]. 

Denn sei u € L?[a,b] und e > 0 gege- 
ben. Dann gibt es eine Treppenfunktion 
p auf [a,b] mit ||u — pl|| < e. Zu dieser 
gibt es nach der nebenstehenden Skizze 
eine PC!-Funktion f € Cola, b] mit 
If pll <e, also 


If ul < If pl + Ip ull <2e. 


Geben Sie für 9 = Xpn,gj und für e> 0 ein fe PC'[a,3]N Cola, 8] an 
mit |f- ul <e. 


(c) Die Polynome liegen dicht in L?[a, b], daher liegt auch C*° [a,b] dicht. 


Denn seien u € L?[a,b] und f € CJa, b] mit ||f — ul| < e. Nach dem Weierstraß- 
schen Approximationssatz 8 6: 2.9 gibt es dann ein Polynom p mit 





If-pllsvb-alf-plo <e, also |u-pll <2e. 


(d) Für die Differentialgleichungstheorie ist es von fundamentaler Bedeutung, 
dass für jedes Gebiet & C R” der Raum C2°(0) aller C%-Funktionen mit 
kompaktem Träger in dicht liegt in L?(N). Näheres dazu folgt im nächsten 
Paragraphen. 
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3.2 Das Fundamentallemma 


Für eine dichte Teilmenge eines Skalarproduktraums kann nur der Nullvektor 
orthogonal sein. 


Denn sei D dicht im Skalarproduktraum V und u 1 D. Da es eine Folge von 
Vektoren un € D gibt mit u = lim un, folgt mit der Stetigkeit des Skalar- 
produkts 222 


ul? = (u, u) = lim (u,un)=0, 
Nn—0o 


also u=0. 


4 Vollständige Orthonormalsysteme 


4.1 Problemstellung, Beispiele für symmetrische Operatoren 


Orthonormalsysteme (ONS) treten u.a. im Zusammenhang mit symmetrischen 
Operatoren auf. In endlichdimensionalen Skalarprodukträumen V gibt es be- 
kantlich zu jedem symmetrischen Operator T eine Orthonormalbasis (v1,..., Un) 
aus Eigenvektoren, und jeder Vektor u € V besitzt die Darstellung 


n 


u 2» (vr, U) Ur. 


k=1 
Wir erörtern an zwei Beispielen die Verallgemeinerung auf symmetrische Ope- 
ratoren im Unendlichdimensionalen und die Bedeutung der Methode. 


(a) Wir betrachten den Raum (30, r] := ai € as rn) | u(0) = ulm) = ot, 





versehen mit dem Skalarprodukt (u, v):= 2 2 [ut] x) dx, und den Operator 


A: [or] > Cfo,r], u u. 


Durch zweimalige partielle Integration unter Berücksichtigung der Randbedin- 
gungen erhalten wir die Symmetriebedingung (u, Av) = (Au,v) für u,v € 
c2, 7] Al. Sämtliche Eigenwerte A und Eigenfunktionen v von A wurden 
schon in 86: 1.2 bestimmt: Diese sind gegeben durch 


v.(x) = sinkx zu den Eigenwerten Ak =k? (k=1,2,...). 
Nach Wahl des Skalarprodukts bilden die v, ein ONS, und für u € C2 [0, r] 


erhalten wir nach 86:2.8 die gleichmäßig konvergente Reihenentwicklung 


u(z) = br sinkz mit b, = = 
k=1 


u(t) sinktdt = (vr, u). 


oa 


Hier tritt an die Stelle der Basisdarstellung im endlichdimensionalen Fall die 
gleichmäßig und daher im Quadratmittel konvergente Reihenentwicklung 


oo 


(*) u=)) (w,u)or. 


k=1 
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(b) Sei CR? ein Gaußsches Gebiet und 
V:=[uec(a)NC!P) | ux) =0 auf In} 


mit dem von L?(N) herkommenden Skalarprodukt versehen. Aus Bd. 1, 826:5.7 
entnehmen wir (u, Av) = (Au, v) für u,v € V; also ist der Laplace-Operator 
u — Au symmetrisch, und Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind 
zueinander orthogonal. Wir werden später zeigen, dass es eine Folge positiver 
Eigenwerte A, mit eindimensionalen Eigenräumen gibt mit An — 00. Daher 
gibt es ein ONS vı,v2,... zugehöriger Eigenvektoren, und wir können wieder 
fragen, ob für jedes u € V eine Reihenentwicklung der Form (*) besteht. Ist 
dies der Fall, so können wir ähnlich wie in 86:4 das Wärmeleitungsproblem 


- = Au in 0, u=0 auf IN, u(x,0) = f(x) für xEe9D 
mit der Separationsmethode angehen: Der Produktansatz u(x,t) = w(t) v(x) 
für Lösungen u € V der Wärmeleitungsgleichung führt über 

ü(t) _ Av(x) 


w(t) v(x) 





auf das Eigenwertproblem —Av = Av, v € V und die Bedingung w = —Aw. Aus 
(*) folgt dann für jede Lösung u € V des Wärmeleitungsgleichungsproblems 


(**) ulx,t) = > be Akty(x) mit d& = [vr (x) u(x, 0) dx = (uw, f), 
k=1 9 


also ist das oben gestellte Anfangs-Randwertproblem eindeutig lösbar. Unter 
geeigneten Bedingungen an die Anfangswerte f(x) = u(x,0) liefert die Reihe 
(**) eine Lösung. 

Bei diesem und ähnlich gelagerten Problemen erweist es sich als zweckmäßig, 
das Entwicklungsproblem (x) in zwei Schritten zu behandeln: 


(i) Es wird nachgewiesen, dass (x) im Hilbertraumsinn gilt, d.h. 


lim ||« - 2 (vr, u)or | = 0 für jedes ueV. 


Nn—Xo 


(i) Wenn dies aufgrund der im Folgenden entwickelten allgemeinen Kriterien 
sichergestellt ist, sind Bedingungen aufzustellen, unter denen die Reihe (**) eine 
gliedweis differenzierbare Lösung des vorgelegten Problems liefert. 


4.2 Orthogonalreihen 


Konvergenz von unendlichen Reihen in Skalarprodukträumen definieren 
wir durch 


Nn—0o 


[o.0} n 
u= ),u :> lim u - Durl|| = 0. 
K=1 k=1 
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Wir sprechen von einer Orthogonalreihe, wenn (uw, ur) = 0 füri £k gilt. 


Für Orthogonalreihen gilt: 
< 2 n 2 
@) u= Yu — Jul" = % all. 
k=1 k=1 


(b) In Hilberträumen ist die Konvergenz einer Orthogonalreihe )) ur äqui- 
k=1 


oo 
valent zur Konvergenz der Reihe ), Iux|]?. 
k=1 
Der BEWEIS stützt sich auf den verallgemeinerten Satz von Pythagoras 


Pr) |Dul (Lu Du) D kalt. 
k=m i=m k=m k=m 
Wegen der Stetigkeit der Norm schließen wir daraus 
- Hi = =u: =. 
a u P 
und damit (a). 
n 
Für (b) beachten wir, dass die Folge der Partialsummen s„ = ur in einem 
k=1 
vollständigen Raum genau dann konvergiert, wenn diese das Cauchy-Kriterium 


erfüllt. Daher folgt (b) unmittelbar aus (P). 














4.3 Fourierkoeffizienten, Entwicklungsproblem und Besselsche Un- 
gleichung 


(a) Im folgenden sei V ein unendlichdimensionaler Skalarproduktraum über K 
und vı, v2, ... ein abzählbares Orthonormalsystem. Wir fragen nach Bedingun- 
gen für das Bestehen einer Reihenentwicklung u = ), Arvr mit geeigneten 


k=1 
Koeffizienten A, € K. Eine erste Auskunft darüber gibt der 


Satz. Eine Reihenentwicklung 


u= > AR Ur 
k=1 
kann nur bestehen, wenn 
Ak = (vr, u) für k= Ir 2,2% F 


Die Zahlen (vr, u) heißen (verallgemeinerte) Fourierkoeflizienten von u be- 
züglich des ONS v1, va,.... 


Der Zusammenhang mit den in 86:2.1 definierten klassischen Fourierkoeffizien- 
ten ergibt sich aus 4.1 (a), vgl. auch 4.5. 
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BEWEIS. 
Aus u = = vr = lim = Ar vr folgt wegen der Stetigkeit des Skalarpro- 


k=1 n—0o 
dukts 
n 


(dm, u) = lim (ae; „ Arur ) (m=1,2,...). 


N.—09 = 


Für n > m gilt aber 


n 


(us ae 2% (Um, Ur) = Am: 
kl 














(b) Für die Fourierkoeflizienten von u gilt die Besselsche Ungleichung 


= 2 2 
Ku, Wl" < ul 
k=1 


Denn nach Bd.1, 819:2.5 gilt die für das folgende fundamentale Beziehung 


9) u ua |]? = ul? - SW? m=12..). 


Es folgt 


N %, u)” <||ull? für allenen. 


Ist daher vı,v2,... ein ONS in einem Hilbertraum 5, so konvergiert für jeden 
Vektor u € 5 die (verallgemeinerte) Fourierreihe 3 (vr, u) vr bezüglich der 
Norm gegen einen Vektor v € # . Dies folgt aus so 12 (b) unter Beachtung 
von |(vr, u) vr” = Kor, u)l?. 

(c) Der Grenzwert v der Fourierreihe von u ist i.A. von u verschieden, Näheres 


in 4.9. Von fundamentaler Bedeutung ist daher das Entwicklungsproblem: 
Unter welchen Voraussetzungen gilt 


#) u=), (w,u)vr füralle ve? 
k=1 


4.4 Vollständige Orthonormalsysteme 


Satz. Für ein ONS vı,va,.... in einem unendlichdimensionalen Skalarpro- 


duktraum V sind folgende Bedingungen äquivalent: 


(a) u = )) (vr, u)vr für jeden Vektor veV. 
k=1 


(b) Für jeden Vektor ue V gilt die Parsevalsche Gleichung 


oo 
2 
ul" = % Kor, u 
k=1 
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(c) Für alle Vektoren u,v € V gilt die Parsevalsche Gleichung in polarisierter 
Form 





et. 
k=1 


(d) Die Linearkombinationen der vr liegen dicht in V. 


Ein Orthonormalsystem mit diesen Eigenschaften nennen wir vollständig. 


BEMERKUNGEN. 
(i) Beispiele folgen in 4.5, 4.6. 
(ii) Besitzt ein Skalarproduktraum V ein vollständiges ONS, so ist er separabel, 


d.h. er enthält eine abzählbare dichte Menge, vgl. 88: 2.6. Denn die Vektoren 


N 
der Form % Ar vr liegen dicht in V, und jeder solche Vektor läßt sich durch 
k=1 


N 

Vektoren der Form ), pur vr mit Reyr, Imyır € ® beliebig gut approximieren. 
k=1 

Letztere bilden eine abzählbare Menge. In 4.7 zeigen wir, dass umgekehrt jeder 

separable Skalarproduktraum ein vollständiges ONS besitzt. 


(e) Ein wichtiges Kriterium zum Nachweis der Vollständigkeit eines ONS ist 
das folgende: 
Satz. Ein ONS vı,va,.... in einem Hilbertraum Z ist genau dann vollständig, 
wenn gilt: 

Aus ulLv für k=1,2,... folgt u=0, 


d.h. wenn nur der Nullvektor auf allen v, senkrecht steht. 


BEweIs. 
(a) —> (b) nach 4.3 (x*). 


(c) — (b) mit u=v. 
(a) —> (ec): Wegen der Stetigkeit und der Linearität von v+ (u, v) gilt 


n 


(u,v) = lim (u, T (u,0) or) = lim % (vr, v) (u, vr) 





no ki nZ>o© 51 
oo 

= ), (vr, u) (WR, dv). 
k=1 


Damit sind (a), (b), (c) äquivalent. 
(a) —> (d) ist offensichtlich. 
Dass (d) umgekehrt (a) zur Folge hat, ergibt sich aus der Beziehung 
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n 2 n n 
lu - Draw | = ul? - Don, uw? + DAR (vr, u)? 
k=1 k=1 


k=1 


n n 
2 
> |ull? - DKor, u)? = ||u- lo, u) vr|| 
k=1 


V 


(Bd.1, 819:2.3 und 4.3 (**)): Wir fixieren ein u € V. Nach (d) gibt es zu 
N 

vorgegebenem e > 0 eine Linearkombination w = Y)Arvr mit |u- w|| < e. 
k=1 

Nach den oben angegebenen Beziehungen folgt dann für allen > N 


n 2 n 
u - Dcor, u) oe || = lu? - Dorn, u)l? 
k=1 k=1 


2 N 2 N 2 
< Jul? - Dar, u)? = ||u- Dlor, u) or| 
k=1 k=1 
N 
< || - Yiroe |? < e nach 4.3 (a). 
k=1 


e) Die Bedingun 
(e) gung 
(U) =0 für k=12,.. > ü=0 


läßt sich auch so ausdrücken: Für W := Span {vı,v2,...} gilt W* = 10}. 
Da W" ein abgeschlossener Teilraum von .£ ist, gilt nach dem Zerlegungssatz 
24 # =W"® W-*. Somit ist die Bedingung W* = {0} äquivalent zur 
Bedingung W1- = 4. Nach 2.5 (b) ist aber W11 = W. Also ist W* = {0} 
äquivalent zu W = 5, d.h. dazu, dass die Linearkombinationen der vx dicht 
in 5 liegen. Beachten Sie, dass Satz 2.5 und damit das Kriterium (e) die 
Vollständigkeit des Skalarproduktraums voraussetzen! 

















4.5 Die Vollständigkeit der trigonometrischen Funktionen 


(a) Wir betrachten 4 = L?(|-r,r]) mit dem Skalarprodukt 


m 


(uv)=+ [ u(z) v(z) de. 


7 


Offenbar ist 5 ein Hilbertraum, und durch 
vu(2)= 
vo(x)=sinz, va(z) = cost, 
va(z) =sin?2r, vs(X) = cos2r,... 


ist ein ONS gegeben. Für die Fourierkoeffizienten 


ar = + [ ulx) coskede, = + [ ua) sinkede 


gilt dann ao = V2 (v1, u) und 


ar = (var+ı, U), br = (var, u) für keN. 
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Für 2r-periodische PC'-Funktionen u konvergiert nach dem Satz von Dirichlet 
(86: 2.3) die Fourierreihe 


(*)  ulz) = 3a0 + Y) (arcoskx + br sin kz) 2 vr, u)ur(z) 


k=1 
gleichmäßig, also auch im Quadratmittel, d.h. in der L’-Norm (88:2.1 (d) (ii)). 


Nach 3.1 (b) liegen die PC'-Funktionen u mit u(-r) = u(r) = 0 dicht in 5£. 
Mit dem Kriterium 4.4 (d) erhalten wir somit den 


Satz. Das ONS vı,va,... der trigonometrischen Funktionen ist vollständig. 
Für jede Funktion u € L’([-",r]) konvergiert die Fourierentwicklung (x) im 
Quadratmittel. 


FOLGERUNG. Für jedes ue L’([-",r]) gilt die Parsevalsche Gleichung 


oo 


z = lu)” dx = 3lao|? + % (larl? + 1bul?)- 


AUFGABE. Gewinnen Sie die Eulerschen Formeln 


7 4 


1 " S.1 
"en am 


durch Anwendung der Parsevalschen Gleichung auf die Funktionen u(z) = x 


und u(z) = x”. 


(b) Satz. Durch 


= /2 sinkz (k=1,2....) 


ist ein vollständiges ONS auf L?([0, m]) gegeben, vgl. 4.1. 

Das ergibt sich wie oben: V := {u € PC![0, r] | u(0) = u(r) = 0} liegt nach 
3.1(b) dicht in L?([0, ]), und für die Funktionen von V gilt der gleichmäßige 
Entwicklungssatz 8 6: 2.7. 


4.6 Die Vollständigkeit der Legendre-Polynome 
Orthonormalisieren wir die Folge der Potenzen ur(x) = x" (k € INo) bezüglich 
1 
des Skalarprodukts (u, v) = J zv, so erhalten wir ein ONS vo, vı,... mit 
_1 
Span {uo,...,un} = Span{vo,...,umn}+ (n = 0,1,...). Die Linearkombinatio- 
nen der v; sind also Polynome. Diese liegen dicht in L?([-1,1]), vgl. 3.1 (c). 
Nach dem Kriterium 4.4 (d) bilden also die vo, vı,... ein vollständiges ONS für 


L?([-1,1]). Die P,(x) = Ne vUn(z) (n = 0,1,2,...) sind die Legendre- 
Polynome, vgl. 84:4.5 und 815:3.4. 
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4.7 Die Existenz vollständiger Orthonormalsysteme 


SATZ. In jedem unendlichdimensionalen, separablen Skalarproduktraum V gibt 
es vollständige Orthonormalsysteme vı,va,.... 


BEWEIS. 
Sei A= {an |n € N} eine abzählbare, in V dichte Folge. Wir zeigen durch 
Induktion: Es gibt eine Teilfolge (an, ), so dass ur = Anı, ---, Um = An, jeweils 


linear unabhängig sind und dass 
{a1,Q2,...,Anm}+ C Spanfuı,...,Umt. 


Ist dies gezeigt, so folgt A C Span{uı,ua,...}, also ist Span {u1,ua,...} 
dicht in V. Konstruieren wir dann mit dem Orthonormalisierungsverfahren von 
Gram-Schmidt ein ONS vı,va,... mit 


Span {vı,...,ım} = Span {uı,..., wm} (n=1,2,...), 


so ist nach dem Kriterium 4.4 (d) das ONS vı, va,... vollständig. 


Zum Induktionsbeweis. Sei Qan, das erste von Null verschiedene Folgenglied und 
ur := Qn,. Dann gilt {a1,...,Qn,} C Span{uı}. Sind u = QAnı, -.- Ur = Any 
linear unabhängig und {aı,...,@n,} C Sr := Span {u1,..., ur}, so setzen wir 


M=/{n>n;|an Sr}, ne+ı :=minM und ur+ı = Angyı- 


(M ist nichtleer, sonst wäre A C 5%, also V = Ac%S = $, da S, als 
endlichdimensionaler Teilraum nach 3.1 (b) abgeschlossen ist.) 
Nach Konstruktion sind uı,...,ur+ı linear unabhängig, und es gilt 














{a1,...,Any;ı} C Span {u1,...,Ur+ıt- 


4.8 Der Isomorphiesatz 
Jeder unendlichdimensionale separable Hilbertraum Zf über K ist unitär iso- 
morph zu ®=P?(K). 


Einen. Hilbertraumisomorphismus U : ## — ? erhalten wir wie folgt: Wir 
wählen ein vollständiges ONS vı,va,... für H und setzen 


Uu := ((v1, u), (v2, u),...)-. 


U entspricht der Koordinatenabbildung 1.2 im endlichdimensionalen Fall. We- 
gen dieser Analogie heißt ein vollständiges ONS auch Hilbertraumbasis, ob- 
wohl es im unendlichdimensionalen Fall sicher keine Basis ist. Zur Bedeutung 
des Isomorphiebegriffs wird auf die Bemerkungen 1.2 verwiesen. 

Es gibt also im Wesentlichen nur die separablen Hilberträume 


K” (neN) und PK). 
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BEWEIS. 


Nach 4.7 gibt es ein vollständiges ONS vı,v2,.... Die oben eingeführte Ab- 
bildung U ist linear und isometrisch, denn nach der Parsevalschen Gleichung 
4.4 (b), (c) gilt 


oo 
ul» = D Kur, u) = IUulle, 
k=1 





eve Piomaie) A 


Es bleibt nur noch zu zeigen, dass U surjektiv ist. Sei also a = (aı,aa,...) € £, 


d.h. Y]|ar ve||” = I jar|? < oo. Nach 4.2 (b) konvergiert die Reihe 
k=1 k=1 


oo 
u! 2» Ak Ük 
k=1 


im Normsinn, und aus 4.3 ergibt sich a, = (wvr,u) (k = 1,2,...), somit ist 
a=ÜUu. 














Dass die v1, va,... keine Basis für Zf liefern, ergibt sich jetzt aus der Tatsache, 
dass die Einheitsvektoren eı,ea,... nach 1.4 keine Basis des f? darstellen. 


4.9 Entwicklung nach unvollständigen ONS 


Sei vı,va,... ein beliebiges ONS in einem Hilbertraum Z# und ue 3. Dann 
konvergiert die Fourierreihe von u gegen die orthogonale Projektion Pu von u 
auf den abgeschlossenen Teilraum V = Span {vı,va,...}: 


oo 


> (vr, u)ur = Pu. 

k=1 
Im Fall V# 5 ist das ONS vı, va,... nicht vollständig, es kann aber durch ein 
vollständiges ONS für V" zu einem vollständigen ONS für H ergänzt werden. 


BEweIs. 
Wegen der Besselschen Ungleichung 4.3 (b) und wegen 4.2 konvergiert die Reihe 


oo 


v:= ) (w,U)u%R. 


k=1 
Dann gilt ve V, und aus 4.3 (a) folgt (vr, v) = (vr,u) (k=1,2,...). 
Also ist u — v orthogonal zu allen v, und somit u— v € V" nach 2.5 (b). Aus 


u=v+(u-v) mitveV,u-veV* folgt v—= Pu nach dem Zerlegungssatz 
2.4. 
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810 Glättung von Funktionen, Fortsetzung stetiger 
Funktionen 


Vorkenntnisse: Die Kenntnis des Lebesgue-Integrals ist nur an wenigen Stellen 
nötig, die im Text entsprechend ausgewiesen sind. Die Hauptergebnisse und de- 
ren Beweise bleiben für das herkömmliche Integral für stetige Funktionen und 
Treppenfunktionen gültig, wenn wir „u € LP(N)“ so verstehen, dass |u|P über 0 
integrierbar ist, und „u € L”(N)* einfach Beschränktheit auf N bedeuten soll. 
Die Voraussetzung u € L},.(N) (u ist lokalintegrierbar) ist für stetige Funktio- 
nen und Treppenfunktionen immer erfüllt. 


1 Testfunktionen 
1.1 C*-Funktionen mit kompakten Träger 


(a) Der Träger (support) einer 
Funktion u: R"—>K (K=R oder n\ 
IK = C) ist definiert als 


supp u:= {xE R” | u(x) #0}. 


(b) Für eine nichtleere offene Men- 
ge c R” und k = 0,1,2,...,00 U 
bezeichnen wir den Raum der C*- SUPPEN 
Funktionen R” — K mit kompaktem 

Träger in mit 





ch) = {u e c*(R”) | supp u ist eine kompakte Teilmenge von 2} : 


Die Funktionen aus dem Raum C2°(0) heißen Testfunktionen auf Q; der 
Name erklärt sich in 4.1. Anstelle von C2°(9) sind auch die Bezeichnungen 
CH (2) und D(P) gebräuchlich. 


CO(N) besteht aus den stetigen Funktionen mit kompaktem Träger. 
(c) Für ue CD) und ve CD) ist u-v über Q integrierbar. 


(Das Lebesgue-Integral y uv macht genau dann für alle u € C2(Q) einen Sinn, 
) 

wenn v € Li,., d.h. über jede kompakte Teilmenge von O2 integrierbar ist, vgl. 

88 : 2.5. Die eine Richtung ist klar: Ist u € C2(D) und A = supp u kompakt, 

so existiert ||u||, = max{ju(x)| | x € A}, und für ve LL,.(N) gilt die Ab- 

schätzung |u - v| < ||u||, - |v| - Xa, woraus die Integrierbarkeit von u- v nach 

dem Majorantensatz folgt. Die andere Richtung ergibt sich in 3.5.) 
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1.2 Die Standardbuckel j. und weitere Testfunktionen 
SATZ. Zu jedem e > 0 gibt es eine Testfunktion je € CX(R”) mit 


Je 20, supp je = K.(0), I==1: 


BEwEIS. 
j et: für t>0, 

Wir gehen aus von f(t) := 
0 für £<0. 


Durch Induktion erhalten wir für t>0 
Pierre 


mit einem geeigneten Polynom pr 

[üA]. Wegen lim treVt = 0 für 
t—0+ 

kENo folgt FECTR), O<f<I 

sowie supp f = Rı. Für 


belR) == FÜ - |Ixll?/eR) 




















gilt also db. € OF (R"), de(x) > O für 
|x|| <e und d.(x) = 0 sonst. 
Die Funktion je := c.U%. mit c. := 31/3 
1/ f%b- besitzt dann die gewünschten 
Eigenschaften. 
jı 
Aus der Konstruktion ergibt sich un- 35/3 
mittelbar 
© fürx=0, 
lim je(x) = 
e>0+ 0 für x7Z0. 


Aus den Standardbuckeln lassen sich weitere Testfunktionen konstruieren: 


(a) Sei N offen, r > 0 und K,(xo) C . Dann ist 


PX) = ir (X Xo) 


eine Testfunktion o € CP (D) mit supp p = Kr.(Xo). 

(b) Für fE C(R”) und pe CA(R”) ist f- p eine Testfunktion. 

(cl) Für pe C (2) ist jede partielle Ableitung beliebiger Ordnung wieder eine 
Testfunktion. 


(d) Weitere Testfunktionen ergeben sich in 2.3 durch Faltung von Standard- 
buckeln mit Funktionen mit kompaktem Träger. 
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2 Faltung mit Testfunktionen 
2.1 Definition der Faltung 


Unter jeder der nachfolgenden Bedingungen konvergiert das Faltungsintegral 


(uxv)(x):= [ ux-y)v(y)d"y 
= 


für fast alle x € R” und ist kommutativ, urv=vru f.ü.: 
(a) wEelF(R”), veL’(R") mitp>1, 3+3=1, 
(b) veLHR”), veL”(R”) und umgekehrt, 
(c) we CHR"), ve LL.(R”) und umgekehrt. 
Denn für y> w(y) :=u(x—y) bei festem x erhalten wir: 

uEel’(R?) > welP(R") und [ |uP = [ wi? 

Rn Rr 

(Substitution z=x— y unter Verwendung des Transformationssatzes für Inte- 
grale), ferner 

vwelcıR”) > weclR”). 


Somit existiert das Faltungsintegral im Fall (a) nach der Hölderschen Unglei- 
chung 8$8:2.3(b) und im Fall (b) nach dem Majorantenkriterium. Für den Fall 
(c) verweisen wir auf 1.1 (c). 


Die Kommutativität des Faltungsprodukts ergibt sich durch Substitution z = 
x— y bei festem x (siehe oben). 


(d) Für Lebesgue-integrierbare Funktionen u,v existiert das Faltungsintegral 
(uxv)(x) fü, und urv=vxu ist Lebesgue-integrierbar. 


Denn für fast alle ye R” existiert das Integral 
fy) := Slux - y) v(y)|d*x = |o(y)l Jul - y)ld”x = |ullı - Iu(y)l, 


Letzteres durch Substitution z= x — y. Damit ist f integrierbar, und die Be- 
hauptung folgt aus dem Satz von Tonelli 88:1.8. 


2.2 Differentialoperatoren und Multiindizes 

(a) Ein (n-dimensionaler) Multiindex ist ein n-Tupel 
a = (a1,...,@n) mit @1,...,@n E No. 

Wir verwenden die Abkürzungen 


al:=aı +... + und al:=aı :-- an!. 
le| 
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(b) Für x = (z1,...,%n)ER” und a= (aı,...,@n) definieren wir 

x° Pe ze ak zer 

=.% 

Ein Polynom p vom Grad m € No in den Variablen xı,...,2n hat die Form 

pe) =’) 8, 

lal<m 

wobei mindestens ein c„. mit |@| = m von Null verschieden ist. Wir beachten 
dabei, dass es nur endlich viele @ = (aı,...,«n) gibt mit |a| < m. 


(c) Ferner setzen wir 


a. (IN... (IN ger... gan 
in (35) (35) 2 An”. 


Es ist also beispielsweise 


0998 0° u 


Fade Da 


Die Leibnizregel für u,v € C"(N) und |y| < r lautet 


Bir = Höbau. 


uv)= % I eu: Po. 
a 


(d) Ein linearer Differentialoperator m-ter Ordnung auf einem Gebiet 
NCR" hat die Form 


L:unr Lu= ) auöu, 


lal<m 


wobei die a« Funktionen auf 0 sind und wenigstens ein a. mit |a&| = m keine 
Nullstellen besitzt. 


Sind die Koeflizienten a„ C”-Funktionen, so kann L als ein linearer Operator 
L:C2(NM)—CA(9) aufgefasst werden. 


2.3 Faltung mit Testfunktionen 

Satz. Für ve CE(R”) und ve L},.(R”") gilt: 

(a) urvectR”), 

(b) *%kluxv) = (u)xv für |a|<k, 

(ec) supp (u* v) C supp u+supp v = {x+y|x € supp u, y € supp v}. 
(d) Mit A := supp v gilt insbesondere je xv € CT (R") und 


supp (je *v) C A. := [xER” | dist (x, A) <e} = U K.(a). 
acA 
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BEWEIS. 


(a) und (b) K := supp u ist kompakt, also existiert für jeden Multiindex a mit 
lal<k 


M*® := max{|ö*u(x)| | x € K} = max{|ö®ukx)||xEeR”}, 
und es gilt 
|oux-y)v(y)| < M*|v(y)| für alle yeR”. 
Nach dem Satz über Parameterintegrale existiert daher 
(9° (ux v))(x) = 8° [ulx - y)u(y)d”y = [Orulx - y)uly)d*y 
und ist stetig. 
(c) Seien K := supp u, A := supp v. Für x K + A verschwindet 
(uxv)(x) = [ulx- y)u(y)d”y, 
denn dann ist x-y&@K für alle ye Aund v(y) =0 für y@A. 
(d) Aus (c) folgt 
supp(jexv) C {fa+y | aeA und ||y|| <e} 


= |) Ke(a) =: Be. 
acaA 


Zu zeigen bleibt 
B. = A. := {x | dist (x, A) < e}. 


Für xe B. gibt esein ae A mit ||x-al| < z, also gilt dist (x, A) <e. 
Sei umgekehrt d := dist(x,A) < e. Dann gibt es Punkte au. € A mit 
Ix-anl| <d+ +. Es folgt |an|| < |x|| +d+ + < ||x|| + d+ 1. Daher 
besitzt die Folge, (an) eine konvergente Teilfolge. Für deren Grenzwert a gilt 
Ix-al<d<e. 














3 Glättung von Funktionen 


3.1 Definition und Beispiele 


Sei DCR” offen und u € L1.(D). Wir setzen u(x) := 0 für xe R”\Q. Sind 
jep die in 1.2 eingeführten Standardbuckel, so heißt die Schar der Funktionen 


U = je*U, UelX) = S je & - y)uly)d"y (>), 
Rn 


eine Glättung oder Regularisierung von u. Nach 2.3 gilt u. € C(R”). 
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BEISPIELE. (a) Für die Heaviside- 

Funktion u = Xr, ist uclx) = 0 u 
für © <-e, ua) =1füre De, 

ferner wächst u. streng monoton in 

[-s, €]: Das folgt unmittelbar aus der 

Darstellung 


uele) = (ur je)le) = [ieldat. 


Offenbar gilt 

+00 —E & 

[ Iue-uP <2e für p>1. 
(b) Ist I C R” ein kompakter Quader und u = Xr seine charakteristische 
Funktion, so wird u. nach 2.3 (d) eine C”-Funktion mit kompaktem Träger in 
I. = {x | dist (x, I) <e}. Aus 


Ue 


uc(xX)= [ je(xX - y)uly)d”y = [ j.(x-y)d"y 
Rr I 


entnehmen wir, dass u.(x) = u(x) = 1 für alle x € I mit dist (x,O/) > e und 
u:(X) = u(x) = 0 für alle x mit dist (x, I) > e. Ferner gilt |u.(x) - ux)| <1 
in S. = {x | dist (x,09/) < e} und Volumen V”"(S.) < const - e. Es folgt 

Su. - ul? < V"($S) 0 füre > 0+. 
BEMERKUNGEN (i) Aus u.(x) = u(x) für alle x mit dist (x,0I) > e folgt 
iim u:(X) = u(x) für alle x OT, d.h. fast überall. 
€eo0+ 


(i) Liegt I in einem Gebiet ®, so gibt eseino>0 mit 1, CO, vel. Bd.1, 821: 
8.3. Dann gilt u. € CA(N) füre<o. 

3.2 Glättung stetiger Funktionen 

(a) SATZ. Für jede stetige Funktion u mit kompaktem Träger in der offenen 
Menge D gilt vr = jr xuEeCc%#(9) fürr<l, 


Ur — u gleichmäßig auf N und 


flu-ul’ 40 für I<p<o. 
9 


BEWEIS. 

Im Fall suppu = P, d.h. u = 0 ist u. = 0. Sei also A := supp u # B. Wir 
setzen 0 := 4 dist (A,9N) (bzw. 0 :=1, falls 2 = R”). Nach Bd.1, $21:8.3 
ist 0 >0. Ferner ist 


Ar := [XER” | dist (x, A)<r} für r<2o 
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eine kompakte Teilmenge von N. Aus 2.3 (a),(d) ergibt sich u, € COX (R”) und 
SUPP Ur C Ar CN, also ur € C(9) für r<2o. 


Sei e>0 gegeben. Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von u auf Aa, gibt es 
ein dö mit O<ö<o und 


|u(x) -u(ly)| <e für alle x,ye A. mit |x—-yl| <6. 


Wegen [ jr(x-y)d”y=1 folgt für O<r<ö6 


lu) - ur(&)| = | Sir - y)lulx) - uy))d”y | 
=| J ‚Inu u | 
Kr (X 
<e [| &-y)ld’y = e. 
Kr(&) 


Zum Nachweis der zweiten Behauptung beachten wir, dass supp u,supp ur C 
As, für0 <r<o. Nach Bd.1, $23:4.6 gibt es kompakte Quader /ı,..., In in 
N mit Ar, C IL U---UIn =: K. Wegen der gleichmäßigen Konvergenz ur > u 
folgt 

















flu-wP = [u-wP —0 fürr0. 
9 K 


(b) FOLGERUNG. Ist KC N kompakt undu: K— KK stetig, so gibt es eine 
Folge von Testfunktionen pn € CP(9) mit pn > u gleichmäßig auf K. 


BEWEIS. 


Nach dem in 5.3 zitierten Satz von Tietze-Uryson läßt sich u zu einer stetigen 
Funktion u € CP(N) fortsetzen, auf welche wir (a) anwenden. 














3.3 Testfunktionen liegen dicht in LP(Q) 


(a) Satz. Für 1<p<ow ist ON) ein dichter Teilraum von LP(9). 
Wegen CX(N) C CAD) CLP(9) ist daher auch CI(N) dicht in LP(Q). 


BEWEIS. 


Wir zeigen zunächst: Die Treppenfunktionen u mit supp u C Q liegen dicht in 
LP(N) bezüglich der Norm 


Ill, = (Far) 
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Denn existiert I |\f|P im herkömmlichen Sinn, so gibt es zu jedem e > 0 eine 


Q 
Vereinigung K = Iı U...U/n kompakter Quader /; C 2 mit 


IErFeJUPSe 
9) K 


Ferner existiert eine Treppenfunktion u auf K mit |u(x) - f(x)| <e fürxeK. 
Es folgt 


Sir-uP = [IP + fIf-u® <e+e?V"(K). 
N K 


DK 


Bei Zugrundelegung des Lebesgue-Integrals ergibt sich die Dichtigkeit der Trep- 
penfunktionen in LP(Q2) nicht so leicht, wir verweisen auf $ 20:8.4: 


Sei u eine solche Treppenfunktion, u = »2> CckXı, mit kompakten Quadern 
k=1 
I. < 9. Nach 3.1 (b) (ii) gibt es Testfunktionen pr,n € C(N) mit 


Rn - Oral, < 2. 
N 
Aus der Dreiecksungleichung folgt für (n := )) cr Yrn € CAD): 
k=1 
N 1 N 
u < Pnll, sul r| Kr < Prnll, n »|cal—0 für no. 
K=1 k=1 














(b) Zusatz. Sei ve LP(R”) eine Funktion mit u=0 außerhalb von D. Dann 
gilt für ur := jr »u € CI (R”) 


2 2 d li _ Pr, 
[lul? < Flur und lim, Fleur 


BEWEIS. 


Wir zeigen zunächst, dass für xe R” 
n.,\1/Pp 
lür(x (Sry (Yeary)”. 


Für p = 1 folgt dies aus der Definition von ur. Für 1<p< oo gibt es ein 
q>1 mit 1/p+1/q = 1. Aus der Hölderschen Ungleichung 88: 2.3 (b) ergibt 
sich 


lur(&)| < Sara)? huy)ld”y 


(SH&-Nary)" (S H&-Nluy)P dry)” 


Rr Rr 


IA 
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= S ir(&-y):uy)lP dry 
En 


Mittels sukzessiver Integration und Vertauschung der Integrationsreihenfolge 
(vgl. $8:1.8) ergibt sich die Konvergenz des Integrals 


(*) Sur < J (hut Dr Frey) d"x) d"y = Into) )P dry. 


Rr 


Zu gegebenem e > 0 gibt es nach (a) ein o € CO(Q) mit ||u — pl, <&, und nach 
3.2 gilt für 9r := jr *yp und genügend kleines r > 0 


supp pr C 2, |P-prl,<e- 


Aus (*), angewandt auf u — p, erhalten wir ||ur - pr|l, < ||u pl, Es folgt 
a url, < 1a el, + Ip - gell, + or - urll, <3e für r <1. 

















BEMERKUNGEN 
() Für ve LP(R”) folgt ||u- url, 40 fürr 0. 
(i) Der Zusatz wird für die Theorie der Sobolew-Räume benötigt. 


(ii) Verschwindet u nicht ausserhalb von Q, wird die Sache komplizierter, wie 
der Beweis des folgenden Satzes zeigt. 


3.4 Glättung lokalintegrierbarer Funktionen 
Sei u:N2—K auf N im Lebesgueschen Sinn lokalintegrierbar und Ur = jr *U. 
Dann gilt für jede kompakte Teilmenge A von Q 

li -Uür| = 0. 

Im [ie 
BEWEIS. 
(a) Seir > 0 so klein gewählt, dass A, = {x € N | dist (x, A) <r} c 9. Für 
beliebiges f € Li,.(0) gilt nach 2.3 fr = jr x f C C*(N) c Ly,.(0), und mit 
Hilfe von 8 8: 1.8 erhalten wir 


Sir = JS | SHa-nIfn)d"y |d”x < Kor, (&-y)lf(v)ld”y) d’x 
A A Ar 


Ar 
SI Sr Na'x)d’y < [Ifnld’y 
Ay A Ar 
Wir schreiben dafür kurz ||frIı,a < IIfIl,a.- 


(b) Wir fixieren ein o > 0 mit A, C ©. Da C2(D) nach 3.3 dicht in L!(9) 
ist, finden wir zu gegebenem e > 0 für u-Xa, € L!(N) ein v € CI(Q) mit 
Su: xa, -o| <.e. Daher gilt 

Q 


Iu-vlı,a < lu-vlıa, <e für r<o. 
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Nach (a) mit f :=u- v erhalten wir für r <o 
ur - vrllı,a < lu ollı,a, <e- 
Es folgt 
lu urll),a < lu ollı,a + Iv < vrllı,a + Ior < urllı,a 


<2+lw-wlıa- 











Für genügend kleines r wird ||u — vr||; „ < & nach 3.3, also [Iu- url < 3e. 
A 





3.5 Zerlegungen der Eins 


(auch Partitionen der Eins genannt) dienen als technisches Hilfsmittel zur Ein- 
führung des Integrals auf Untermannigfaltigkeiten. Dazu benötigen wir das 


LEMMA. Zu jeder kompakten Teilmenge A einer offenen Menge CR” gibt es 
eine Funktion pE CE(N) mit p(x) =1 auf Aund O<y(x)<1 sonst. 
FOLGERUNG. Ist v messbar und u-v € L'(Q) für alle u € CO(Q), so gilt 
velief). 


BEWEIS. 
Wir wählen en r > 0 mit Ar = {x € R” | dist (x,A) < 2r} C 9. Für 
u=Xa, betrachten wir ur := jr *u € OP (R”). Aus 2.3 (d) folgt mit Hilfe der 


Dreiecksungleichung supp ur C (Ar)r = U K,(a) C Aar C 9; weiter ist 
acAr 


0< f[irl-y)d'y = wlx) < [iv -y)d’y = 1. 
Ar [9 





FürxeA ist jr ('x—-y) = 0 für y £ A,, also ur(x) = [»& y)Jd’y=1. 
9 


Die Folgerung ergibt sich aus der Tatsache, dass u, - v eine integrierbare Ma- 
jorante für v-Xa ist. 














Satz. Sei K C R" nichtleer und kompakt, und Vı,--:,Vm seien nichtleere 
offene Mengen mit KC Vı U---UVn. Dann gibt es Funktionen ıb, € CR (Vr) 
mit O< dr <1 und 


N 
YYık&) =1laufK. 
k=1 


BEWEIS. 

(a) Wir konstruieren kompakte Mengen A, C V, mit K C Aı U---U An: Zu 
jedem x € K gibt es ein V, mit x € V;, und ein r > O mit K,(x) C V;. Die zu- 
gehörigen O(x) = K,(x) bilden eine Überdeckung von K durch offene Mengen. 
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Nach dem Überdeckungssatz von Heine-Borel (Bd. 1, $21:6.3) genügen endlich 
viele davon, um K zu überdecken: K C N(xı)U---UN(xm). Wir definieren Ax 
als die Vereinigung aller N(x;) mit N(x;) C Vr. 








(b) Nach dem vorangehenden Lemma gibt es Funktionen a, € C2°(V,) mit 
0<gpr<1lund pr(xX) =1 auf Ar (k=1,...,N). Wir setzen 


Yı:= 91, ya :=pall-Pı), ..., dn =pn(l= pP) (l-pn-ı). 


Dann gt O<d, <1fürk=1,...,N und br, € CP (Vr.) wegen pr € CP (Vr). 
SeixeK,alsox € Am für ein geeignetes m. Wir erhalten 


ym(X) = 1, Ym4alR) =... = un) = 0 





und damit 
> Yu(x) = = Yu[X) = FılX) + Pax) (1- Pula) 
+) - A) U- PM) +... 


+1-(1- 918) (1 gm-ıR)): 


Der Rest ergibt sich aus der Formel 





aı + a2(1 a1) H as(1 a2)(1 a1) F...+4 (1 a1)’ (l-am-ı)=1 


( ‚ Induktion). 














4 Das Fundamentallemma der Variationsrechnung 


4.1 Die klassische Version 


Lemma von du Bois-Reymond. Eine stetige Funktion u:N— R auf einer 
offenen Menge N CR" verschwindet, wenn 


[upd"x =0 für alle pe CAD). 
9 


Diese Aussage motiviert die Bezeichnung „Testfunktion“. Einen Schluss die- 
ser Art verwendete LAGRANGE 1755 ohne Begründung bei der Aufstellung der 
Euler-Lagrange-Gleichungen der Variationsrechnung. 


BEWEIS. 
Angenommen u #0, 0.B.d.A. u(a) > 0 für ein ae N. Dann gibt eseinr >0 
mit K,(a) CN und 


u(x) > 0 := $u(a) > 0 für |x-all < r. 
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Dann ergibt sich mit g(x) = jr(x — a) der Widerspruch 














= [ußd'x = J upd"”x > o f pd”x=o>0. 
9 


Kr(a) Kr(a) 


4.2 Die allgemeine Version des Fundamentallemmas 


Satz. Gilt u € Lie(Q) und [up=0 für alle pe CA(N), so ist u=0 fü. 
9) 


Dieser Satz ist grundlegend für die Theorie der Distributionen. 


BEWEIS. 
(a) Nach Bd.1, $23:4.6 gilt N = U 9x, mit offenen Mengen Q9ı C 92C..., 
k=1 


wobei die 0, kompakte Teilmengen von Q sind. Wir zeigen in (c), dass u = 0 
f.ü. in jedem P.,d.h. u=0 in x \ Nr mit OBEE Nullmenge Nr C 0%. Daraus 


folgt die Behauptung wegen N\ U Nr € U (Dr \ Nr), da eine abzählbare 
Vereinigung von Nullmengen eine Nullnaips. er 


(b) Sei 0x offen und 0, eine kompakte Teilmenge von ©. Für » € C2 (Nr) 
undr &1 gilt pr = jr xp € CX(Q) und somit J ur = 0 nach Voraussetzung. 


Setzen wir G(x = jr (& - (y)|d”y, so ee G stetig und hat fürr «1 
einen kompakten NR in ©, also existiert ) |u|-G. Nach dem Satz von Fubini 
folgt unter Beachtung von jr (X —- y) = Jr = x) mit ur = jr x U 
0 rar u ey) (y)d”y Ydx 
9 
= [el nl —x) ee 
973 1975 


Da ur stetig ist, folgt ur(x) =0 in Rx nach 4.1. 


(c) Nach 3.4 gilt lim [ u-wur| =0,also [u =0 und u=0 fü. in 9% 


9% 2 














nach 88:1.5 (h). 
Die Übertragung des Fundamentallemmas auf vektorwertige und komplexwer- 
tige Funktionen bereitet keine Schwierigkeiten. 

Weiter läßt sich durch geringfügige Modifikation der Beweise 4.1, 4.2 zeigen: 
Sarz. Gilt vE Li.) und [up > 0 für alle pe C(Q) mit > 0, so 


9 
ist u>0 fü. 
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4.3 Das Hilbertsche Lemma 
Satz. Gilt für eine Funktion u € L1,.(I) auf einem offenen Intervall I 


[ur = 0 für alle pe CT), 
7 


so gibt es eine Konstante cmitu=c fiü.. 


BEWEIS. 


Wir fixieren ein po € C%(T) mit f 20 = 1. Zu gegebener Testfunktion p € 
T 


C2°(T) wählen wir ein die Träger von p und yo enthaltendes Intervall [a,b] C I 
und setzen 


RA 


da) = Jlott) - (pP): yolt))dt. 


Die Funktion ist C”-differenzierbar auf R., ferner ist (x) =0 fürz <a, 
und für 2 > b gilt 


da) = Je) - (Je) pl))dt= [P- (Je) (Seo) = 0. 


£ I I Z 


Ra 


Somit hat ı) kompakten Träger in /, und nach Voraussetzung gilt mit der 


Konstanten c := F po u 
I 


0= [u y = fu (e-([p)o) = Sl u-gd:p- 


J: I 


Da p €e C%(T) beliebig gewählt werden kann, folgt nach dem Fundamental- 
lemma die Behauptung u-c=0 fü.. 














5 Fortsetzung stetiger Funktionen, die Räume CF(N) 


5.1 Fortsetzung gleichmäßig stetiger Funktionen 


(a) Satz. Sei f:Vı > DV; eine gleichmäßig stetige Abbildung von einer 
Teilmenge D eines normierten Raums Vı in einen Banachraum Va. Dann gibt 
es genau eine stetige Fortetzung F: D— Va von f. Diese ist gegeben durch 


F(u) := lim f(un), falls u= lim un mit mn ED. 


N.—0O Nn—&o 


Die Fortsetzung F ist gleichmäßig stetig auf D. 
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BEwEIS. 

Besitzt f eine Fortsetzung F € C’(D), so gilt notwendig F(u) = lim f(un) für 
Nn—OO 

u € D und jede Folge (un) in D mit un — u. Also gibt es höchstens eine solche 

Fortsetzung. 


Konstruktion einer Fortsetzung. Wir fixieren ein u € D und betrachten eine 
Folge (un) in D mit un — u. Sei e > 0 gegeben. Nach Voraussetzung gibt es ein 
ö>0 mit 


If) - f(w)||;, <e füralle vsweD mit |v-wl, <6. 
Wählen wir n. so, dass ||um — ün||; <6ö für m>n> ne, so folgt daraus 
| f(um) — Flun)||. <e. Also hat (f(un)) als Cauchyfolge einen Limes z € V>. 
Für jede andere Folge (vn) in D mit un — u gilt || f(vn) — F(un)||, < &, sobald 
[un — vn||ı < d. Es folgt lim f(vn) = lim f(un). Wir definieren F(u) durch 

Nn—Oo N—0o 

diesen, von der approximierenden Folge unabhängigen Limes. 
Für u € D wählen wir die konstante Folge (w) und erhalten F(u) = f(u). 
Gleichmäßige Stetigkeit von F. Sei e > 0 vorgegeben und ö > 0 wie oben 
gewählt. Zu u,v € D mit ||u - v||| < d seien (un), (Un) Folgen in D mit un — u, 
Un — v. Für genügend großes n gilt ||un — un ||, < 6, also || f(un) — f(vn)||ı <e- 
Es folgt 














IFlu) = Fo). = lim I flun) = Fon) SE für |< vll, < 6. 


(b) FOLGERUNG. Ist T: D— Vr ein linearer Operator auf einem dichten 
Teilraum D von Vı mit 


ITu|l, < elull, für alle ueD, 


so läßt sich T in eindeutiger Weise zu einem linearen Operator T:Vı Va 
fortsetzen. Für diesen gilt |Tu|le <e||u||, für alle ue Vı. 


BEwEIS. 

T ist gleichmäßig stetig auf D wegen ||Tu — Toll, = |T(u - v)||, < eu - vll, 
auf D. Nach (a) gibt es also eine eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung 7’: 
Vı=D- DV». Nach Definition von T, nach den Rechenregeln für Grenzwerte 
und wegen der Stetigkeit der Norm folgt 











T ist linear und es gilt ||Tulle < e|jul|, für alle ueV.. 





5.2 Die Räume C*(D) 


Eine Funktion url = R. auf einem Gebiet N des R” heißt C*-differenzier- 
bar auf D (we C*(D)), wenn ue C*(0) gilt und wenn sich die Funktionen 
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0° u für alle Multiindizes a mit |a| < k zu stetigen Funktionen auf D fortsetzen 
lassen, die wir wieder mit ö*u bezeichnen. 


Hinreichend dafür, dass eine Funktion u € C*(D) auch zu CH(M) gehört, ist 
nach 5.1 die gleichmäßige Stetigkeit aller dau mit |a| <k auf D. 


Ist 2 beschränkt, so ist diese Bedingung auch notwendig. Denn © ist kompakt, 
und jede auf © stetige Funktion ist dort und damit erst recht auf 0 gleichmäßig 
stetig (Bd.1, 821:8.4). 


BEMERKUNGEN, BEISPIELE 


(a) Für offene Intervalle 0 = Ja,b| stimmt C*(9), wie oben definiert, mit 
C* [a, b] mit der bisher gebräuchlichen überein. Dies ergibt sich aus dem Mittel- 


wertsatz BA]. 
(b) Sei 0 = Ja, bl, f € C?(9) und j If’(@)? < C für alle [@, 8] < Ja, b[. Dann 


sit FfEq?Q ) (dA]. Zeigen Sie zum Sehe, dass f’ gleichmäßig stetig ist.) 


(c) Für ein a Gebiet CR” undue er (0) seien alle zweiten 
Ableitungen 8;0%u beschränkt in 2. Dann gilt u € c!(9) Al. 


5.3 Der Satz von Tietze-Uryson 


Jede auf einer kompakten Menge K eines Gebiets N CR” stetige Funktion f 
läßt sich zu einer Funktion F € CO(9) unter Erhaltung der Norm fortsetzen, 


IFlo = Iiflie: 


zu lesen als 
sup{|F@)||x EN} = maxtIf(&)||xe RK}. 


Für den Beweis verweisen wir auf CIGLER-REICHEL [143] 4.8, 3.2, DUGUNDJI 
[144] VII. A 
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811 Gaußscher Integralsatz und Greensche Formeln 


Der Integralsatz von Gauß und die aus diesem folgenden Greenschen Integral- 
formeln sind ein fundamentales Hilfsmittel für die Behandlung partieller Diffe- 
rentialgleichungen. 


Eine Formulierung des Gaußschen Integralsatzes für Gaußsche Gebiete des R? 
wurde in Bd. 1, 826 gegeben. Für eine Verallgemeinerung auf höhere Dimensio- 
nen und für die wünschenswerte Einbeziehung allgemeinerer Ränder IN müssen 
wir vom Integral über Flächenstücke des R? zur Integration auf Untermannigfal- 
tigkeiten des R” übergehen. Dies erfordert zwar einige begriffliche Vorbereitun- 
gen, doch tritt der Begriff der Untermannigfaltigkeit ohnehin in vielen physika- 
lischen Kontexten auf und wurde auch im vorangehenden mehrfach angespro- 
chen. An Vorkenntnissen werden das (Lebesgue) Integral stetiger Funktionen 
über kompakte Mengen (88:1) und die Zerlegung der Eins ($10:3) benötigt. 


1 Untermannigfaltigkeiten des IR” 


1.1 Definitionen und Beispiele 


In Bd.1, 825 wurden ein Kurvenstück im R", bzw. ein Flächenstück im R° als 
Bildmenge einer einzigen regulären und stetig invertierbaren C!-Parametrisie- 
rung definiert. Dies hat den Nachteil, dass „geschlossene“ Flächen wie z.B. die 
Einheitssphäre des R° nicht erfasst wurden. Die Einheitssphäre wird durch eine 
Gleichung ||x||” = 1 beschrieben und ist eine Lösungsmannigfaltigkeit im Sinne 
von Bd.1, 822:5. Wir erinnern daran, dass eine Lösungsmannigfaltigkeit nach 
dem Satz über implizite Funktionen lokale Parametrisierungen besitzt, dass aber 
in den meisten Fällen eine einzige Parametrisierung nicht ausreicht. 


Wir definieren jetzt m-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des RR” zunächst 
lokal als Nullstellenmengen von C”-Funktionen, rechtfertigen dann die Bezeich- 
nung „m-dimensional“ und zeigen schließlich mit Hilfe des Satzes über implizite 
Funktionen, dass Untermannigfaltigkeiten lokale C”-Parametrisierungen besit- 
zen, die durch Parametertransformationen miteinander verbunden sind. 


DEFINITION. Eine nichtleere Menge M C R” heißt m-dimensionale C’— 
Untermannigfaltigkeit 1 <m<n,1<r< oo), wenn es zu jedem Punkt 
ae M eine Umgebung V und eine C”-Abbildung f:V — R”””" gibt, so dass 


(a) MNV=I{xeV |fx)=0} und 
(b) Rangf’(x) =n—-m fürall xeV. 


Meist spezifizieren wir die Differenzierbarkeitsstufe r > 1 nicht und sprechen 
von m-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten. 


(n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten werden auch Hyperflächen ge- 
nannt. 
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BEISPIELE. (1) In 1.2(c) zeigen wir, dass Flächenstücke im R? zweidimensio- 
nale Untermannigfaltigkeiten sind. 


(i) S.(a) := {x e R? | ||x|| = r} ist eine zweidimensionale Untermannigfal- 
tigkeit des R?, aber kein Flächenstück, wie wir in 1.4 (b) zeigen werden. 


(ii) Eindimensionale Untermannigfaltigkeiten stellen eine Erweiterung des Be- 
griffs „Spur einer C”-Kurve“ dar; sie lassen sich lokal durch Parametrisierungen 
t:> x(t) darstellen. Definitionsgemäß sind auch folgende Gebilde eindimensio- 
nale Untermannigfaltigkeiten des R?: Die Vereinigung endlich vieler sich nicht 
schneidender Kreislinien, ein Rechtecksrand ohne die Eckpunkte, die Hyperbel 
x — y- = 1 mitsamt der Asymptoten y = x sowie jede Schar äquidistanter 
paralleler Geraden. 


(iv) Die Oberfläche eines Würfels ohne die Kanten ist eine zweidimensionale 
Untermannigfaltigkeit des R°. 


1.2 Charakterisierungen m-dimensionaler Untermannigfaltigkeiten 


(a) Eine m-dimensionale C"”-Untermannigfaltigkeit M läßt sich lokal auf C’— 
differenzierbare Weise zu einem m-dimensionalen Ebenenstück E verbiegen: 


Zu jedem Punkt ae M gibt es Umgebungen V von a, W von 0, sowie einen 
C”-Diffeomorphismus F:V— W mit F(a)=0 und 








F(VNM) = !y = (vyı,...,‚Yy)EW | Ym+ı=...=y=0} =: E. 
BEwEIS. 
M 
Nach der Definition 1.1 gibt es eine 
Umgebung V von a und eine C”-Ab- V 
bildung 


fen; at 





mit Rangf’(x)=n—- m in V und 





MNV = {xeV|f(x)=0}. 


Wir schreiben x = (y,z) mit yeR”, ze R””’”" und entsprechend a = (b,c). 
Nach geeigneter Umnumerierung der Koordinaten dürfen wir annehmen, dass 


d(y,z) := det (36. 2)) #0 


für (y,z) € V, wobei m+1<i,k<n. Weiter setzen wir 


F(y,z) = (y-b,f(y,2)): 
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F ist C’-differenzierbar auf V, und es gilt 
F(y,z)=(y-b,0)EE für (y,z)J)eVNM, 
insbesondere 
F(b,c)=0, 


ferner detF’(y,z) =d(y,z) #0 ([üal, vgl. Bd.1, $22:5.7 (c)). 


Nach dem lokalen Umkehrsatz Bd.1, $22:5.2 ist F nach passender Einschrän- 
kung ein Diffeomorphismus zwischen einer Umgebung V von a und einer Um- 
gebung W von 0. 














(b) Parametrisierungen einer Untermannigfaltigkeit. Zu jedem Punkt 
a einer m-dimensionalen C"-Untermannigfaltigkeit M gibt es eine Umgebung 
VCR”, ein Gebiet UCTR” und eine C"-Abbildung ®:U—>M mit 


Gi) B(U)=VNM, 
(i) ®’(u) hat für jedes u€ U den Maximalrang m, 
(iii) Die Umkehrabbildung ®!:VNM-U _ existiert und ist stetig. 


Jede solche Abbildung ® heißt eine Parametrisierung von M und die Bild- 
menge VNM eine Parameterumgebung von a. 


Die Umkehrabbildung ®°!: VNM — U nennen wir (in Anlehnung an die 
Geographie) eine Karte für M. 


BEWEIS. 


Es gibt nach (a) einen Diffeomorphismus F : V— W einer Umgebung V von a 
auf eine Umgebung W von O0 mit F(a) = 0 und 


F(VNM)={yEeW | ym4ı =... = =0. 


Wir setzen U:={ueR” | (u,0) € W}. Dass U eine offene Teilmenge des R”” 
ist, folgt aus der Offenheit von W. Wegen der Stetigkeit der Projektion P: 
WU, (Yi;:--.,Yn) > (Yı,---,Ym) ist U=P(W) zusammenhängend. 


Wir definieren 
®:U>R”, u»>F'(u0). 


Dann gilt ®=F!oE mit der „Einbettung“ E:U — W, u- (u,0). Aus der 
C*-Differenzierbarkeit von E und der C’-Differenzierbarkeit von F! folgt die 
C"-Differenzierbarkeit von ®, und es gilt nach der Kettenregel 


(u) = (F)/(u,0)-E’(w). 
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Aus Rang E’(u) = m folgt Rang ®’(u) = m, da die Jacobi-Matrix (F')’(u, 0) 
invertierbar ist. 


Schließlich ist ®:U—> VNM bijektiv, und die Umkehrabbildung ®"' = PoF 
(P wie oben) ist stetig. m 





(c) SATZ. Für eine nichtleere Teilmenge M des R” sind folgende Eigenschaften 
äquivalent: 


(i) M ist eine m-dimensionale C”-Untermannigfaltigkeit. 


(i) M läßt sich im Sinne von (a) lokal zu m-dimensionalen Ebenenstücken 
geradebiegen. 


(ii) Zu jedem Punkt von M gibt es eine Umgebung V, so dass MNYV Bildmenge 
einer C"-Parametrisierung ®:R" DUM ist. 


BEWEIS. 

Es wurde bereits (i) — (ii) — (iii) gezeigt. 

Wir zeigen (iii) — (i): 

Sei V eine Umgebung vonae M,U ein Gebiet des R” und ®:U — VNM eine 
C’-Parametrisierung mit stetiger Umkehrung ®"!: VNM — U. Schließlich sei 


®(uo) = a und Rang ®’(u) = m für alle u € U. O.B.d.A. dürfen wir annehmen, 
dass die ersten m Zeilen von ®’ linear unabhängig sind. 


Die Aufspaltung x = (y,z) mitye R”, ze R””"" führt zu Aufspaltungen a = 
(b,c) und $(u) = (p(u),ıb(u)) mit detp’(u) #0 in U und Z(uo) = b. Nach 
dem lokalen Umkehrsatz ist ä ein C”-Diffeomorphismus zwischen geeigneten 
Umgebungen Uno C U von uo und Vı := Y(Uo) von b. Wegen der Stetigkeit von 
® auf U und von ©”! auf VNM gibt es eine Umgebung V von a mit 


x= (yzZJEVNM = Bx)elo 
— x=&(u) mit uEelb. 
Es folgt 
(y,zyeVNM = y = lu), z= Y(u) mit uelbo 
— z=#(p'(y)) mit yeVvı. 
Setzen wir 
f(y,2) =2- bp '(y)), 
so gilt 
dzf(y,z) = En-m, also Rangf’(x)=n-m 
für x = (y,z) €EeVıx R"7". 
Ferner st MNV={xeV | f(x) = 0}. 
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1.3 Parametertransformationen 
Zu je zwei Parametrisierungen 


®,ı:Uı>M, ®:U2—M M 


einer m-dimensionalen C”-Unterman- 
nigfaltigkeit M des R”, deren Bildmen- 
gen nichtleeren Durchschnitt D haben, 


1st 

h:= $5!08, 
ein C"-Diffeomorphismus zwischen &f ®; 
den offenen Mengen Wı = ®7'(D), 

—- &71 h 

Ww. =®,‘(D). uU 24 U; 
h heißt Parameter— oder Koordina- 
tentransformation. 
BEWEIS. 


Nach Definition einer Parametrisierung gibt es Gebiete Vı,V2 C R” mit der 
Eigenschaft ®(U.) =VıNM (k=1,2), aso D=VıNnVanM. 


(a) Die Wr sind offen als Urbilder der offenen Menge VıM Va unter den stetigen, 
auf den offenen Mengen U, definierten Abbildungen ®,. (k = 1,2). Nach 1.2 (b) 
ist h := &! o®, :Wı — W3 bijektiv und mitsamt hr stetig. Zu zeigen bleibt 
die C”-Differenzierbarkeit von h sowie deth’(u)£0 für ueWı. 


(b) Wir fixieren einen Punkt ue Wı und setzen a := ®,(u). Nach 1.2 (a) gibt 
es Umgebungen, V von a, W von O und einen C”-Diffeomorphismus F:V— W 
mit F(a) =0 und 


F(VNM) C Spanfeı,...,‚em} =: E. 


Dabei dürfen wir VC Vın Va annehmen. Wie oben ergibt sich, dass W/. := 
®,.'(VNM) jeweils eine offene Teilmenge von W; ist. Nach Wahl von F gilt 


Fo®, = (pı,...,m,0,...,0) = (,0) auf Wi, 

Fo®3 = (dı,...,ıbm,0,...,0) = (%,0) auf Wa 
mit pr € C’ (WI), br € C”(W3) sowie 

y(Wi) = b(W2) = {y ER” | (y,0) € W} =: Em. 


Wegen der Stetigkeit von ®,' ist Em eine offene Teilmenge des R” [üA]. 
Aus Rang ®, = m und der Invertierbarkeit von F’ folgt nach der Kettenregel 
Rang’ = Rangıb’ = m. Wegen der Bijektivität der Abbildungen 


£:Wı > Em, %:W3 - Em 
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sind diese Diffeomorphismen. Die Einschränkung von h auf die Umgebung W; 
von u ist 


8,08, =, oF'oFodı=(Fo®,) 'o(FoSı)=Y "op, 
also C’-differenzierbar mit det h’ = det p’ /(dt WW) op #0. 














1.4 Atlanten 


(a) Für jede Untermannigfaltigkeit M gibt es eine Überdeckung durch höchstens 
abzählbar viele Parameterumgebungen MNV; = ®;(U;). 


Die Kollektion der zugehörigen Karten heißt ein Atlas für M. 


Im Fall V;NVaNnM 6 sind ®, und ®, im Sinn von 1.3 durch Parameter- 
transformationen verbunden. 


(b) Ist M kompakt, wie z.B. eine r-Sphäre im R” oder ein Torus im R?, so 
besitzt M einen Atlas mit endlich vielen Karten, aber keinen Atlas mit nur einer 
Karte. 


(ce) Ist M nicht kompakt, so kann die Überdeckung in (a) so gewählt werden, 


dass V;NM jeweils kompakte Teilmengen von M sind und jede kompakte Teil- 
menge von M durch endlich viele von ihnen überdeckt wird. 


BEWEIS. 


(a) Nach 1.2 (a) gibt es zu jedem a € M eine Umgebung V und einen Diffeo- 
morphismus F:V — W auf eine Nullumgebung W mit 


F(VNM) = Span {eı,...,em} NW =: Em. 
Setzen wir 

U:={ueR”|(w0)Ee Em} und &(u) :=F'(w,0), 
so erhalten wir nach 1.2 (b) eine Parametrisierung ®:U—>VNM. 
Im Hinblick auf (c) wählen wir eine Umgebung Va von a so, dass Va eine 
kompakte Teilmenge von V ist. Dann ist F(Va NM) = Spanfeı,...,em}N 
F(Va) kompakt, also ist auch die Bildmenge VaNM unter F*! kompakt. Nach 


Einschränkung von ® auf Ua :=F(VaNM) erhalten wir eine Parametrisierung 
®,:Ua—VanM. 
Für 2:= |) Va gibt es nach Bd.1, $23:4.6 eine ausschöpfende Folge offener 


aceM 
Mengen 


MCeMc.. mit = |)% 
k=1 
so, dass die N, kompakte Teilmengen von Q sind und jede kompakte Teilmenge 
von N in einer der Mengen Rx liegt. Nach dem Überdeckungssatz von Heine- 
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Borel (Bd.1, 821:6.3) genügen jeweils endlich viele Va, um ein einzelnes Q 
zu überdecken. Deren Zusammenfassung liefert eine abzählbare Kollektion M 
überdeckender Parameterumgebungen. 


(b) Der erste Teil folgt wie oben aus dem Überdeckungssatz von Heine-Borel. 
Wäre die kompakte Mannigfaltigkeit M durch eine einzige Parametrisierung 
®: UM beschrieben, so wäre U = $!(M) als stetiges Bild einer kompakten 
Menge kompakt, andererseits aber offen, was nicht sein kann. 














FOLGERUNG. Jede Untermannigfaltigkeit des R” ist eine V"-Nullmenge. 


Da jede abzählbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge ist, 
muss nach dem Beweis (a) nur folgendes gezeigt werden: Ist V Umgebung eines 
Flächenpunktes, und gibt es einen Diffeomorphismus 


F:V>W mit F(VNM) =: Em C Span {eı,...,emt, 


so ist VNM eine V"-Nullmenge. Da Em eine V"-Nullmenge ist, ergibt sich 
dies aus dem folgenden 


Satz. Itg:N— 0 ein Diffeomorphismus und N C © eine Nullmenge, so 
ist auch g(N) eine Nullmenge. 


Denn aus dem Transformationssatz 88:1.9 ergibt sich 


V"(A(N)) = Sem = S Kom °P) |det | = [X |det | =0. 
192 9 19 


1.5 Orientierbarkeit und Orientierung 


(a) Zwei Parametrisierungen ®1:Uı > MNVYı, ®:U2—MNY>2 ei 
ner Untermannigfaltigkeit M mit D:= MNVınYa # ® heißen gleich 
orientiert, wenn sie durch eine Parametertransformation h mit deth’ > 0 
verbunden sind, d.h. wenn h:= &! o&;: 8 (Vi NV2) — &,'(Vı N ’V>) 
ein orientierungstreuer Diffeomorphismus ist. Im Fall det h’ < 0 heißen sie ent- 
gegengesetzt orientiert. 


(b) Eine Untermannigfaltigkeit heißt orientierbar, wenn es einen Atlas gibt, 
bei dem je zwei überlappende Parametrisierungen gleich orientiert sind. Über- 
lappende Parametrisierungen ® eines Atlasses und W eines anderen Atlasses 
einer orientierbaren Mannigfaltigkeit M sind entweder immer gleich oder im- 
mer entgegengesetzt orientiert Al. Die orientierenden Atlanten zerfallen somit 
in zwei Klassen. Eine Orientierung von M besteht in der Auszeichnung einer 
dieser Klassen. 


(c) Wird eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit durch eine einzige Karte 
beschrieben, wie dies bei Flächenstücken im R? der Fall ist, so ist sie offenbar 
orientierbar, vgl. Bd.1, 325:3.3. Andererseits gibt es zweidimensionale Unter- 
mannigfaltigkeiten des R?, die nicht orientierbar sind, etwa das Möbiusband 
(BARNER-FLOHR [141, II] 17.5). 
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1.6 Tangentialräume 


Sei M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R”. Ein Vektor veR” 
heißt Tangentenvektor von M im Punkt ae M, wenn es eine C!-Kurve 
a:]-e,e| > M gibt mit 


a(0)=a, A(0)=v. 
Für eine Parametrisirung ®:U— VNM mit (u) =ae VNM ist 


Blu) = +&(u+ter)|,_, ein Tangentenvektor. Wegen Rang®’(u) = m 
sind vı = 91 ®(u),..., Vm = dm®(u) linear unabhängige Tangentenvektoren. 


Satz. (a) Die Menge aller Tangentenvektoren von M im Punkt ae M bildet 
einen m-dimensionalen Vektorraum, den Tangentialraum TaM. Es gilt 


(a) TaM = Span {9 ®(u),...,Om®(u)} = Bild ®’ (u) 
für jede Parametrisierung ® mit ®(u)=a und 
(b) TaM =Kermf’(a) bzw. TaAM" = Span{V fm+ı(a),..., Vfn(a)} 


für jede C'-Abbildung £ = (fm+1,:.., fn), die M in einer Umgebung von a als 
Nullstellenmenge beschreibt, vgl. 1.1. 


BEWEIS. 

Wir zeigen zunächst Bild®(u) C TaM C Kernf’(a) und anschließend die 
Gleichheit der drei Mengen. 

(i) Für v= $#’(u)w eBild®(u) ist + alt) := $P(u+tw) eine Kurve in 
M mit &(0) = ®(u)w=v, somit gilt ve TaM. 

(i) Seive TaM, also v = «&(0) für eine Kurve & auf M mit «(0) = a. Dann 
gilt f(a(t)) = 0 für |t| < 1. Daraus folgt f’(a)v = f(a(t))| = 0, also 
veKernf’(a). 


(ii) Aus fo®& = 0 folgt nach der Kettenregel f’(a) - ®’(u) = 0. Also ist 
Bild ®’(u) = Span {dı &(u),...,dm®(u)} ein m-dimensionaler Teilraum von 
Kernf’(a). Wegen Rangf’(a)=n-—- m hat Kernf’(a) die Dimension m, 
hieraus ergibt sich die Gleichheit der Teilräume Bild ®’(u) und Kern f’(a). 


t=0 














1.7 Differenzierbare Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten 


Nach 1.2(b) ist eine Funktion f : M— R genau dann stetig (f € C’(M)), 
wenn fo ® für jede Parametrisierung ® von M stetig ist. Eine Funktion 
f:M > R auf einer C"-Untermannigfaltigkeit M C R” heißt entsprechend 
C*-differenzierbar (f € C(M),O<k<r) wenn fo®& für jede C’- 
Parametrisierung ® von M C*-differenzierbar ist. Hierfür genügt es nach 
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1.2(c) und 1.3 bereits, dass es zu jedem Punkt a € M wenigstens eine C*- 
Parametrisierung einer Flächenumgebung VN M von a gibt, so dass fo ® 
C*-differenzierbar ist. 


Ein Vektorfeld v: M — R” heißt C*-differenzierbar oder ein C*-Vektorfeld 
auf M, wenn die einzelnen Komponenten v1,...,un C*-differenzierbar sind. 


1.8 Die Gramsche Matrix 


Für eine Parametrisierung ® einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit 
M CR” hat die Gramsche Matrix 


G(u) := ®(u)’ (u) 
die Koeffizienten 

girlu) = (IPblu), rPlu)). 
Bei einer Umparametrisierung ®= Woh ergibt die Kettenregel 

®(u) = W’(h(u)) h’(u). 
Bezeichnen wir dien x m-Matrix W’(h(u)) mit A, so gilt 9;®(u) = Aö;hl(u), 
also 

G(u) = (Ah’(u))” (Ah’(u)) = h’(u)” A’Ah’(u). 
Dabei ist ATA= H(h(u)) mit der Gramschen Matrix H(v) := W(v)’w’(v) 
von W. 


Für die Gramsche Determinante g(u) := det(g;r(u)) = det G(u) gilt daher 


g(u) = det H(h(u)) (deth’(u))”. 


Die Gramsche Matrix wird bei der Darstellung der Kurvenlänge benötigt: Ist 
a: [a,b] > M eine Kurve auf M, die bezüglich einer Parametrisierung ® der 
Untermannigfaltigkeit M die Koordinatendarstellung & = ®o mit einer C!- 
Kurve %:: [a,b] > U im Parametergebiet U besitzt, so gilt nach Bd. 1, 824:2.1 


1) = [1 D sure a 


BEISPIEL. Für die Parametrisierung ®(u) = (u,y(u)) einer Fläche M als 
Graph einer C'-Funktion 9:R” D>N-R ergibt sich als Gramsche Deter- 
minante 


su) = 1+|Vplu)ll?. 


Zum Nachweis setzen wir a= (a1,...,dm):= Vy(u), A:=a-a” = (aiar). 
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Die Gramsche Matrix schreibt sich dann 
G(u) = (gir(u)) = (dr + mar) = EHA. 


Im Fall a= 0 gibt es nichts zu beweisen; sei also a # 0. Nach Bd. 1, 818:3.4 ist 
g(u) = detG(u) das Produkt der Eigenwerte (mit Vielfachheit) von G(u). Diese 
sind von der Form 1-+ X, wobei X ein Eigenwert von A ist. Aus der Gleichung 
Ay=a-a’y= (a,y)a lesen wir ab, dass alle zu a orthogonalen Vektoren 
zu Kern A gehören und dass Aa = |ja|?a gilt. Die Matrix A hat also den 
(m — 1)-fachen Eigenwert 0 und den einfachen Eigenwert X = |la||”. Das liefert 
die Behauptung g(u) = (1+40)”"!(1+ ja) = 1 + |al|? = 1 + || Vo(u)||?. 








2 Integration auf Untermannigfaltigkeiten 


2.1 Konstruktion des Integrals 


Für eine stetige Funktion f: M — R auf einer m-dimensionalen Unterman- 
nigfaltigkeit M des IR” definieren wir das Integral f Fdo über kompakte Teil- 
K 


mengen K von M in zwei Schritten: 


(a) Liegt K in einer Parameterumgebung, d.h. in der Bildmenge einer Para- 
metrisierung ®:R”" DU MNVY, so setzen wir 

[fd = f F®(u))yYg(u) d”u, kurz f (fo®) yg d”u 

u DK) DTUK) 
mit der in 1.6 eingeführten Gramschen Matrix g(u). Die Unabhängigkeit der 
rechten Seite von der Parametrisierung ergibt sich aus 1.8 mit Hilfe des Trans- 
formationssatzes für Integrale [üA]. 
(b) Für eine beliebige kompakte Teilmenge K von M gibt es nach 1.4 (b) end- 
lich viele Parameterumgebungen Y; N M und zugehörige Parametrisierungen 

p 

®,: R” DU — VeNM, sodass KC |) Vr. Nach 810: 3.5 gibt es ei- 


k=1 
ne zugehörige Zerlegung der Eins durch Testfunktionen pr € C2(Vr) mit 


p 
0< or <1 und >> or = 1 auf K. Wir setzen Ar, := KNsupp pr und 


k=1 
definieren 
p 
[rdo:= % [for do, 
K k=1 Ay 


wobei die rechts auftretenden Integrale im Sinne von (a) zu verstehen sind. 

Dass sich für jede Überdeckung von K und jede Zerlegung der Eins derselbe 

Wert ergibt, sehen wir wie folgt ein: 

Sei KC WıU---UW,, wobei WıNM jeweils die Bildmenge einer geeigneten 

Parametrisierung W, von M ist. Ferner seien ıdı € C2°(Wı) Testfunktionen mit 
q 

0O<Ydı <1lund >> dı =1lauf K. Mit Bı:= KNsupp Yı ergibt sich 


i=1 
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Ms 
I 
Ds 
>”s 
— 
RS 
= 
S 
Q 
jo} 


 [ao= DI fa) 
Ar 


k=1 k=l Ar I=1 k=11=1 Bı 
q p q 
= WS(D Forpr) do=% f Furdo 
I=1B, k=1 I=1 B, 


(c) Das Integral f f do über eine Untermannigfaltigkeit M. 
M 


Ist M kompakt oder wird M durch endlich viele Parameterumgebungen über- 
deckt, so definieren wir [ fdo gemäß (b). 


M 
Andernfalls können wir nach 1.4 (c) abzählbar viele kompakte Mengen K;, C M 


so wählen, dass M = |) K; und dass jede kompakte Teilmenge von M durch 
i=1 k 

endlich viele von diesen überdeckt wird. Die kompakten Mengen C;. := U K; 
i=l 


haben dieselbe Eigenschaft, zusätzlich gilt Cı C Ca C.... 


Eine stetige Funktion f: MR heißt über M integrierbar, falls die Folge 
der Integrale ri |f| do beschränkt ist. In diesem Fall definieren wir 
[077 


fdo := lim Fdo. 
J k>oo J 


Die Unabhängigkeit dieser Integrale von der Wahl der ausschöpfenden Folge 
(Cr) ergibt sich wie im Beweis des Ausschöpfungssatzes Bd. 1, 823: 4.6,4.7. 


(d) Der m-dimensionale Inhalt einer kompakten Teilmenge K von M ist 
definiert durch 


A”(K) := f[1do. 
K 
Ferner setzen wir 


A”(M) := [ 1do = sup{A”(K)| K ist kompakte Teilmenge von M} , 
M 


falls [ 1do existiert; andernfalls sei A”"(M) := oo. 
M 


BEMERKUNGEN. (i) Dain (a) beliebige kompakte Teilmengen ®!(K) als In- 
tegrationsgebiete zugelassen sind, ist der Lebesguesche Integralbegriff zugrunde 
zu legen. 


(ii) Läßt sich M durch eine einzige Parametrisierung beschreiben, so ergibt sich 
im Fall m = 1 wieder das skalare Kurvenintegral, im Fall m = 2,n = 3 das 
skalare Oberflächenintegral, vgl. Bd.1, 824:3.1 und 825:3.1. 
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2.2 Eigenschaften des Integrals über Untermannigfaltigkeiten 


(a) Die Linearität und die Monotonie des Integrals ergeben sich direkt aus 
der Definition. Die Integrierbarkeit von f € C’(M) über M ist äquivalent zur 
Existenz einer integrierbaren Majorante g. Es gilt dann 


|[fdo| < [ gdo. 
M M 
(b) Für kompakte Mengen KC M und f € C’(M) gilt die Integralabschätzung 


| [fdo| < max{|f&)| |xe K}- A”(K). 


(c) Unter den folgenden Voraussetzungen ist die Bestimmung des Integrals über 
eine kompakte Menge K ohne Heranziehung von Zerlegungen der Eins möglich: 
Sei K darstellbar als Vereinigung K = KıU---UKn, wobei jede der kompakten 
Mengen K; in einer Parameterumgebung ®, (U) =V;NM liegt, und füri #J 
seien die Mengen ®; '(KıNK;), 2, "(cK, NK;) Nullmengen im R’””. Dann gilt 


== 


II 
m 


[ rdo = 


K T 


J fdo, 
Ki 
wobei sich jedes der Integrale auf der rechten Seite nach (a) ergibt. 


BEWEIS. 

Das Majorantenkriterium und die Integralabschätzung ergeben sich aus der De- 
finition des Integrals Al. 

(c) Einfachheitshalber betrechten wir nur den Fall N = 2. Nach 2.1(b) gibt es 
Funktionen pı € CP (Vı), pa € C2 (Va) mit O< y1,92 <lundyı+typa = lauf 
K. Für A; := supp 9: C Vi gilt © (AANKı)U®,'(AANKo)=8;'(ANK) 
und ANKıNnK2 C KınKa. Also sind ®'(AANKınKs) für i = 1,2 
Nullmengen im R’”, und nach Definition des Integrals in 2.1 gilt 


[rd = [ Feıdo+ [ Fp2do 
K 





Aı Ag 

= 4 fyıdo + fi Fyı do 
AınKı AınKa 

+ fi fy2do + ij f ya do. 
AoanKı AanKa 


Wegen 91 + 2 = 1 auf jeder der Mengen K; gilt dabei nach 2.1 (b) 














[ feiıde + [ fpad= [fd (i=12). 


AınK,;, AanK; K; 
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2.3 Der Beitrag niederdimensionaler Mengen zum Integral 


Sei M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R" und NC M eine 
kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit k < m. Dann ist M\N 
eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, und es gilt 


[fd = J fdo sowie [fdo = 0 
M N 


M\N 


für jede über M integrierbare Funktion f € C’(M). 


BEWEISSKIZZE. 


BEMERKUNG. Das erste Integral ist im Sinne der Integration über M zu verste- 
hen, das zweite im Sinne der Integration über M \ N und das dritte im Sinne 
der Integration über N. Wir schreiben im folgenden deutlichkeitshalber 


J Fede; J f doa , [ f dos. 
M M\N N 

(a) M\N ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, denn zu jedem 

Punktae M\N gibt es eine Parameterumgebung VNM für M mit VNN =®. 

Die zugehörige Parametrisierung von M ist auch eine von für M\N. 


(b) Für kompakte Teilmengen K von M\N silt ir doı = [ f dos. Das 
K K 


ergibt sich aus der Definition 2.1 (a),2.1(b) des Integrals, da jede Parametrisie- 
rung von M\ N auch eine Parametrisierung von M ist. Nach Konstruktion des 
Integrals 2.1 (c) folgt daher aus der Integrierbarkeit von f € C’(M) über M die 
Integrierbarkeit über M\ N. 


(c) Sind Cı C Ca C ... kompakte Mengen mit M\N = |) Cr, so gilt 
Pat 


=1 
oo 


M = |) (C» UN). Wegen (b) und der Definition 2.1 ist daher nur zu zeigen, 
k=1 
dass 


J F doı = fr doı 
KUN K 
für kompakte Teilmengen K von M\ N und dass A”(N) = 0. Nach 2.2 (c) ist 
dabei F fdoı = [ fdoı + f fdoı, denn KNN = ß. Somit reduziert sich 
KUN K N 

der Beweis auf den Nachweis von A”(N)=0. 

(d) N wird durch endlich viele Parameterumgebungen VNM der folgenden 
Art überdeckt: VNM enthält einen Punkt ae N, und es gibt einen Diffeo- 
morphismus F: Y — W auf eine Umgebung W von 0 mit F(VNM) = Em € 
Span {eı,...,em}. Ferner ist VNN eine Parameterumgebung von a bezüglich 
N, d.h. es gibt eine bijektive C!-Abbildung W:RF>N0— VNN mit stetiger 
Inverser. Dann gilt 
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(fi) FoW:R®DN- F(VNN) ist eine Parametrisierung von F(VN N), 
aufgefasst als k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von ER =F(VNM). 


(i) Nach 1.2 (b) erhalten wir eine Parametrisierung von M durch 
®:U:={ueR”|(u,0)e Em} = VNM, ur F!(u,0), 


wobei ®”!(u) = F(u) für ue VNM. Die Punkte u mit (u,0) € F(VNM) bilden 
nach (i) eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von U. Also gilt für beliebige 
kompakte Teilmengen K von VN N nach Definition des Integrals, wegen der 


Folgerung 1.4 und aufgrund des schon Bewiesenen J ldoı = T ldoz =. 
K K 














2.4 Integration über Sphären und zwiebelweise Integration 


(a) Sei S.(e) C R”*! die Sphäre mit Mittelpunkt c = (a,b) und Radiusr > 0. 
Wir parametrisieren die obere Halbsphäre $}(c) und die untere Halbsphäre 
S7; (c) als Graphen: 


st(e) = [ (954 vr -Tx al? ) | xEeR", Ix-al<rb. 


Der Äquator {(x,b) | |x-al] = r} ist eine kompakte (m — 1)-dimensionale 
Untermannigfaltigkeit; das folgt unmittelbar aus der Definition 1.1 Al. Da 
S.(c) kompakt ist, gilt für f € C’(S,(c)) nach dem vorangehenden Satz 


[ fd = [ fdeo+ [ fdo. 


Sr(ec) ST (e) S, (c) 








Aus der Definition von 2.1 (a) ergibt sich mit Hilfe von 1.8 


h / abi Fee ee 


r?-|x-a 


———_ 
— 
Qu 
S) 
Il 


s+(e) Kr(a) 


=r | matras+r VI=TeR) ; 
vı-Iel? 
llell<ı 


Letzteres nach dem Transformationssatz für Integrale [GA]. Im Integral über 
5, (ec) ist jeweils nur b+ rl durch b— r,/ zu ersetzen. 


(b) Zwiebelweise Integration. Sein >3 und f stetig auf der Kugelschale 
K:={xeR”|rı <||x||<r2} mit 0O<rı<ra. 


Dann ist r f fdo stetig in ]rı,ra|, und es gilt 
Sr(0) 


r2 


Ser =f[( J[ Fo), 


rı Sr(0) 


falls eines dieser Integrale existiert. 
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BEWEIS. 


Die Stetigkeit von r — F do = f fdo + Ei Fdo folgt aus der zweiten 
Sr(0) Ss (0) S7 (0) 
Darstellung der rechtsstehenden Integrale in (a); dabei ist m=n-1. 


Wir stellen x € K in der Form (y,t) dar mit ye R" und r? < |y|? +? <r2. 
Für rı < 01 < 02 < ra sei 


2:= (&,r) | £EER”, gı <r<or, lIEII <ı} und 
NY = (yt)|yeR”,t>0, 2<|yl’+r<et. 


Dann liefert 


el&r) := (rer /1-1el? ) 


eine bijektive Abbildung des Zylinders © auf die obere Kugelschale ©’ mit 


& 
ie, 
vı-Jlel? 


Daher ist ä ein Diffeomorphismus, und der Transformationssatz für Integrale 
liefert 


m 


det p!(&,r) = 


[munerya = [rer vi= IEII? ) u d”E&dr 
4 . —llEl 
- ff do) dr, 
eı S(0) 


Letzteres durch sukzessive Integration und nach (a). Entsprechendes ergibt sich 
für den unteren Teil der Kugelschale. Der Ausschöpfungssatz Bd.1, 823:4.7 
liefert die Behauptung. 














(c) BEISPIEL. Nach (a) ist der Oberflächeninhalt der r-Sphäre 5,(0) im R” 


n—1l 
Ar-i(5,(0)) = ar! FE nu, 


viel? 


Dabei ist w„ der Oberflächeninhalt der Einheitssphäre. Aus FORSTER [147], 14.9 
entnehmen wir 


lell<ı 





k 
T = u 
5 omr/2 5 I für n = 2k 
on m) ee 


für n=2k+1l. 


272 &11 Gaußscher Integralsatz und Greensche Formeln 


FOLGERUNGEN. (i) x ||x||"? ist genau dann über jede Kugel K,(0) des R” 
integrierbar, wenn p < n und genau dann über R” \ K,(0) integrierbar, wenn 
p > n. Insbesondere ist 1/(1 + ||x||?) für p > n über den R” integrierbar. 


(i) log ||x|| ist über jede Kreisscheibe in der Ebene integrierbar. 


(ii) Mit Hilfe von (b) folgt V"(K,(0)) = —r". 
n 


2.5 Parameterintegrale 
Satz. Sei MC TR” eine kompakte C"*!-Untermannigfaltigkeit (r = 1,2,...), 
NCR” ein Gebiet und f:Nx MR eine C"-Funktion. Dann ist 
F(x) = [ fs,y)do(y) für zen 
M 
C"-differenzierbar und es darf unter dem Integral differenziert werden. 


Der BEWEIS ergibt sich aus der Definition des Integrals über Untermannigfal- 
tigkeiten und dem Satz 88:1.7 über Parameterintegrale Al. 


3 Der Gaußsche Integralsatz 


3.1 Normalgebiete 

Bei der folgenden Version des Gauß- 
schen Integralsatzes folgen wir der 
Darstellung in KÖNIGSBERGER [150] 
Bd.2, 810. 


Ein Randpunkt a € ON eines Gebietes 
NCR” (n > 2) heißt regulär, wenn 
es eine Umgebung U von a und eine 
C!-Funktion d:U—R gibt mit 
UN = {xeU|Y(x) <0}, 
*) U\N= txEeU|YR)2 0}, 
Vih(x) #0 für xeU. 


Gibt es also reguläre Randpunkte, so bildet deren Gesamtheit nach 1.1 eine 
(n — 1)-dimensionale C!-Untermannigfaltigkeit M = reg). 


Auf M = reg} existiert genau ein stetiges Vektorfeld n mit 
n(x) LTM, In) =1, 
x+tn(x)ER”"\N, x-tn(x)EN für Oo<t<Il 


für jedes x € reg). Ist W):U—R eine N lokal beschreibende Funktion wie in 
(x), so gilt n= Vyb/|Vı|| auf UNON. 
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BEWEIS. 


Es gibt höchstens ein Vektorfeld n mit diesen Eigenschaften. Zum Nachweis der 
Existenz wählen wir Y:U—R wie in (x) und setzen 


n := —— auf UÜNHesd. 
[vol i 


Dann sind die beiden ersten Eigenschaften erfüllt. Für f(t 
gilt F(0) = 0 und f’(0) = (Volk), n(x)) = ||VÄLK)]| > 
folgt also d(x + tn(x)) = f(t) > 0 und Yd(x - tn(x)) = 
x+tn(x) EN und x-tn(x)EN0. 


) := br + tx) 
0.Für O<t<1l 
I(-t) < 0, somit 














Eine Menge $ C R” heißt eine (n — 1)-Nullmenge, wenn es zu jedem e > 0 
eine Folge von Würfeln Wı, Wa,... C R mit Seitenlängen d(W;) gibt, so dass 


sc Um, „aw, 
i=1 i=1 


S ist z.B. eine (n — 1)-Nullmenge, wenn S in der endlichen oder abzählbaren 
Vereinigung von Untermannigfaltigkeiten der Dimension < n— 1 enthalten ist. 
(Punkte werden dabei als O-dimensionale Untermannigfaltigkeiten gezählt.) 


Unter einem Normalgebiet verstehen wir ein beschränktes Gebiet 2 c R" 
mit den Eigenschaften 


(a) A" (reg?) < 00, 
(b) IN\ reg} ist eine (n — 1)-Nullmenge. 


Der Rand eines Normalgebiets besteht also aus einer (n — 1)-dimensionalen 
C!-Untermannigfaltigkeit endlichen Oberflächeninhalts und der Menge von sin- 
gulären Punkten (vorzustellen als Ecken und Kanten von O0), der klein im Sinne 
der (n — 1)-dimensionalen Inhaltsmessung ist. 


Ein Gebiet Q C IR” nennen wir C”’-berandet (r > 1), wenn ON eine (n — 1)- 
dimensionale C”-Untermannigfaltigkeit des R” ist, d.h. wenn 0 nahe ON lokal 
durch C”-Funktionen ı) wie in (x) beschreibbar ist. 


Offensichtlich ist jedes beschränkte, C”-berandete Gebiet ein Normalgebiet. 


3.2 Der Gaußsche Integralsatz 


It QCR” ein Normalgebiet mit äußerem Einheitsnormalenfeld n und v ein 
Vektorfeld in C(D)NC!(N), so gilt 


divvd”x = v,n)do, 
{ ) 
Q 39 


falls das Integral auf der linken Seite existiert. 
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BEMERKUNGEN. (i) Das Integral auf der rechten Seite ist dabei definiert durch 
das Integral 


J (vın)do; 
eg 
dieses existiert wegen A"”1(dres0}) < oo und der Stetigkeit von v auf O0. 
(ii) Hinreichend für die Existenz des linksstehenden Integrals ist ve C!(D). 


(iii) Weitere Versionen des Gaußschen Integralsatzes finden sich in ZIEMER [135] 
5.8. Für C!-berandete Gebiete wird ein kurzer Beweis in FORSTER [147, 3] 821 
gegeben. 


FOLGERUNG (Randlose Version des Gaußschen Satzes). Für jedes Gebiet N des 
IR” und jedes C'-Vektorfeld v auf R” mit kompaktem Träger in Q gilt 


[div vd’x=0. 
Q 
BEWEIS. 


Wir wählen ein R > 0 mit supp v C Kr(0) =: 0’. Wegen v=0 auf 90° und 
suppvc® gilt dann 














0= [ (v,n)d = [divvd’x = [ divvd’x = [divvd”x. 
0% 9 


194 supp v 


3.3 Mehrfache partielle Integration 


Ist Q CR” ein Gebiet, ve O”(9), ve C(N) und a ein Multiindex mit 
al <m, so gilt 


[Hu vd’x = (pe fv- Ovd"x. 
9 9 


Zur Definition von Multiindizes & und von |a| verweisen wir auf $10:2.2. 


Der BEWEIS ergibt sich durch Induktion nach |«a|. Für |a| = 1, also a = e&; 
folgt die Behauptung durch Anwendung der Folgerung 3.2 auf das Vektorfeld 
w:=u:-v-e; mit kompaktem Träger in 9: 


0 = [divw = [Aluv) = [vöu + [udw. 
9 9 9 2 


Für |a| = 2, also @ = e; +; ergibt die zweimalige Ausnützung dieser Identität 


[9 uv u [Huv = - [ &;u8v n— [u 9;9v = ua: 
9 0 0 9 0 














Die Ausführung der Induktion überlassen wir den Lesern als [üA]. 
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4 Die Greenschen Identitäten 
4.1 Die Greenschen Identitäten für den Laplace-Operator 
Ist Q CR” ein Normalgebiet, so gilt 
(1) [ (vu, Vo) + uAv) d’x = [ u On v do 
) 89 
für ue C(M)NC!HD), vect(M)NC?(N) mit Vu, Ave L?(9), 
(2) J (u Av — vAu) d’x = T (u nv _ vönu) do 
) an 
für u,v e C!(O)NC?(R) mit Au, Aue L?(9). 
BEMERKUNG. Wie im Gaußschen Integralsatz schreiben wir in den rechts ste- 
henden Integralen IN anstelle von Öreg}, vgl. die Bemerkung (i) in 3.2. 


Der Beweis ergibt sich unmittelbar durch Anwendung des Gaußschen Integral- 
satzes 3.2 auf die Vektorfelder uVv bzw. uVu—vVu. 


4.2 Die Greensche Identität für Differentialoperatoren 2. Ordnung 


Gegeben sei ein linearer Differentialoperator zweiter Ordnung auf CR”, 


un Lu = % WRöiöRU + > du + au, 


i,k=1 i=1 
c?(9) > CD), 
mit Koeffizienten 
Gr = ame CN), vEec!{N), aecn). 


Der zu L formal adjungierte Differentialoperator v — L*v ist so defi- 
niert, dass der Ausdruck 


vLu — ul*v 


die Divergenz eines Vektorfeldes auf 02 ist. 
Es ergibt sich 


vr L’v := > Irlairv) — »,d:(a;v) + av, 
i,k=1 i=1 


cn) > CM), 


denn es gilt 
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vLu = arvIdUu + ), mvOu+t auv 


1 i=1 


(di(air ® ORrUu) — Ö; (air v) ru) 


i 


Ts 7Ms 


[er 


t, 


= 


II 
MA 


+ (da uv) - di(a: v) u) + auv 


) 
DM: 


(d(aik vORU) — (lu Oi (Gir v)) + ud: (air v)) 


Er 


M: li 


II 
MA 


+ (di(a: uv) - udlai v)) + auv 


= ul’v +), dw; = uL’v + divw. 


i=1 
Die Komponenten des Vektorfelds w lauten also 


WE = » (air v ru - ud (airv)) + uv. 
k=1 


Zusammen mit dem Gaußschen Integralsatz ergibt sich hieraus unmittelbar die 
Greensche Identität für den Differentialoperator L in zwei Versionen: 


(a) Ist 2 ein Normalgebiet mit äußerem Einheitsnormalenfeld n, so gilt 


[vLud’x = [uLl’vd"x + [ (w,n)do 
9} 9} [197 
für u,v e C!(O)NC?(9) mit Lu, L*v € L’(0), wobei 


w = ), (arv HU udlarv)) + muv (i=1],...,n). 
k=1 


(b) fpLud"x = [ ul’'pd"x 
2 9 
gilt für ve C?(9), € CN) und beliebige Gebiete Q. 


Hat L Divergenzgestalt, d.h. ist von der Form 
Lu = >> (air ru) + au, 


i,k=1 
so gilt 


I’*=L und w= iii (v ru _ ur). 
k=1 


(c) BEMERKUNG. Für einen linearen Differentialoperator m-ter Ordnung auf 
CR”, 


ur lLu= ), auöu mit a,.e Cel(9), 


lel<m 
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wird der formal adjungierte Differentialoperator 


vn Lv:= ) (-1)°18° (au v) 


lal<m 





in analoger Weise so festgelegt, dass vLu — uL*v Divergenzform hat, woraus 
mit dem Gaußschen Integralsatz folgt 


[pLud"x = [ul*pd”x für veC”(N),pec?(9). 
9) 9} 


4.3* Verallgemeinerte Greensche Formeln 
Diese werden für die Behandlung des Neumann-Problems in 814 benötigt. 


Sei N CR” ein beschränktes Gebiet mit C?-differenzierbarem Rand. Wir sa- 
gen, dass u € C!(N) eine einseitige Normalableitung nu auf N besitzt, 
kurz ve CH (D), wenn 


Onulx) := ‚ie (Vu(x —-tn(x)), n(x)) 


gleichmäßig für alle x € ON konvergiert. Dabei ist n das äußere Normalenfeld 
auf 9N wie in 3.1. 


Satz. (a) Es gilt CO) CAD) CC) und für ve CHh(9) ist Inu stetig 
auf ON. 


(b) [(uAv + (Vu, Vo))d”x = [ uönvdo gilt für ue CO (A)NCP), 
ve aM) NC?(N) mit uAv, (Vu. vo) EL). 

(c) [ (uAv - vAu)d"x = [ (ulmv - vönu)do gilt für u,v € H(MNC?N) 
mit u vAueL'(9). . 

(d) Für jede harmonische Funktion ue CH(M)NCN) gilt 


ii IVul? dx = f Uudnu do. 
9 an 


BEWEISSKIZZE. 


(a) Önu_ ist als gleichmäßiger Limes stetiger Funktionen stetig auf 90. Für 
uec!(D) existiert lim Vu(x+tn(x)) =: g(x), also auch 
t—0+ 


Inulx) = (ER), n(X)). 
Damit haben wir CO) C CH). 


278 &11 Gaußscher Integralsatz und Greensche Formeln 


Für ye 89,t>0 gilt y-tn(y) €. Umgekehrt bestimmt jeder hinreichend 
nahe bei O0 liegende Punkt x € N eindeutig ein ye ON und ein t > O mit 
x=y-tn(y), genauer: 

Es gibt eine Umgebung U, := {x € R” | dist (x,öN) < r} von IN, eine 
C!-Abbildung pP: U, — 80 und eine C!-Funktion d: U, — ]-r, r[ mit 





xEU, x=p(x)—-d(x)n(p(x)) und 
d(x) = ||x —- p(x)|| = dist (x,9N) für ze UrN®. 


Die Projektion p(x) von x auf IN ist eindeutig betimmt: x = y-tn(x) — 
y=p(x),t=dix). 
Dies und das Folgende ergibt sich aus dem lokalen Umkehrsatz, angewandt auf 
h(u,t) = $(u) - tn(®(u)), wobei ® eine C?-Parametrisierung von IQ. ist. 
Für festes t mit |t| < r sind die Parallellächen % = {xe U. | d(x) =t} 
zu Do = IN jeweils C!-Untermannigfaltigkeiten mit dem Einheitsnormalenfeld 
N = -Vd, und für xe Ur gilt 

N(&) = n{p(x)). 
Hieraus folgt für ve CH (D) und xeU,NN 
) Omuk) = (Vu), N&)) = (Vuly-tn(y)),n(y)) 


mit y=p(x), t=d(x)>0. 
(a) Für ve CH(D) und yeöQ sei h(t) = u(y-tn(y)). Dann gilt 


h’(t) = - (Vu(y-tn(y)),n(y)) und lim h’(t) = - nuly). 


t—0+ 


Daher existiert 


u(y) := u(y-tn(y)) + | (Vu(y- sn(y)),n(y))ds. 


—- 


Zu gegebenem e>0 gibtesein t>0 mit 
| önu(y) - (Vu(y - sn(y)), n(y)) | <e füralle yEeoN, se [0,1 


Da nu(y) auf 90% und u auf %; gleichmäßig stetig sind, folgt die gleichmäßige 
Stetigkeit von u auf IN sowie |u(x) — u(p(x))| <ed(x) für d(x) < 6. Mit 
der Dreiecksungleichung folgt lim u(x) = u(y) für ye ON. 

N3Xx-Yy 
(b) Für :={xeE2 | dist (X,9N) >t} gilt 9 =D: und 


[ (wAv + (Vu, Vo))d”x = [ uönvdo. 
Dr Dr 
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Die Behauptung (b) folgt für £— 0 mit dem Ausschöpfungssatz für die linke 
Seite und wegen der gleichmäßigen Konvergenz des Integranden der rechten 
Seite von (x) auf einer kompakten Menge. Entsprechend ergibt sich (c). 


(d) folgt unter den genannten Voraussetzungen aus 


ii Vuldrx = I dmudo = Omud 
il ul” d”x Er nudo er nu.do 














mit Hilfe des Satzes von Beppo Levi. 


5 Der Laplace-Operator in krummlinigen Koordinaten 


5.1 Koordinatentransformationen und Gramsche Matrix 


(a) Für eine Koordinatentransformation (d.h. einen C?-Diffeomorphismus) 
h: 9, Erx=h(£) 

definieren wir die Funktionen 
gik = (Oh, %h). 


Die aus diesen gebildete Gramsche Matrix G = (g;x) ist symmetrisch und 
positiv definit, denn für A:=h/ gilt 


G=ATA. 


Somit existiert die inverse Matrix 





GT! = (g*) = AT'(AT)T = AT(AT})”T = BTB mit B:=(A')T 


und diese ist ebenfalls positiv definit. Wie in 1.8 definieren wir die Gramsche 
Determinante durch 


9 := det(gir) = (det A)? > 0. 


(b) Die meisten in der Mathematischen Physik verwendeten Koordinatentrans- 
formationen sind orthogonal, d.h. besitzen die Eigenschaft 


gr =0 für i£k. 
Für solche Transformationen gilt 
ee für izf£k, el; und g = gı1°* "Inn, 


was die Berechnung des Laplace-Operators nach der folgenden Formel von Ja- 
cobi einfach gestaltet. 


280 &11 Gaußscher Integralsatz und Greensche Formeln 


(c) Als Beispiel betrachten wir die Transformation € > h(€) =x in Kugelko- 
ordinaten, 


r sind cosp 
h(r,d,g) = | r sind sing für r>0, O<d<an, O<p<2rm. 
r cos® 


Für diese ergibt sich 
gu(r,d,p)=1, g92(r,d,p) = r ‚ 9g33(r,d,9) = r sin? Ö, 
gik =0 für i#k und g=r"sin’d. 


Zahlreiche Beispiele von Koordinatentransformationen sind in ARFKEN-WEBER 
[1] Ch. 2 angegeben. 


5.2 Die Jacobische Formel 


Satz (JacoBI 1848). Ist h:0’— N eine Koordinatentransformation, u eine 
C?-Funktion auf Q und U := uoh, so gilt 


19 ;n OU 
u Il) 
DR u ö8: 


wobei auf der linken Seite das Argument x = h(£) und auf der rechten das 
Argument €E= (&ı,...,En) einzutragen ist. 


BEISPIELE. (a) Für Polarkoordinaten in der Ebene ergibt sich hieraus die For- 
mel 86:5.2 ohne die dort angestellte längliche Rechnung [UA]. 


(b) Bei der Transformation 5.1 (c) auf Kugelkoordinaten erhalten wir 


Au = 





198 (2%) 1 ö ( ar) 1 U 
r2sind 9% 


a ee, 
2 ör\ ar en r2 sin? &? 


0% 
BEWEIS. 

Der direkte Weg, nämlich Berechnung von A(U oh!) und anschließendes Ein- 
setzen von h ist sehr rechenaufwändig. Günstiger ist es, partielle Integration mit 


dem Transformationssatz für Integrale und dem Lemma von du Bois-Reymond 
zu kombinieren: 


Wir verwenden die Bezeichnungen von 5.1. Bezeichnen wir die Koeffizienten von 
B=(A7')" mit Bi, so gilt wegen G"' = BTB 


Oo Weir 22; 
j=1 
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ferner folgt aus 5.1 
(2) v3 = |deth]. 


Wir wählen » € C2(N) und setzen ® :=ypohe C2(9). Mit der Kettenregel 
folgt aus g=doh!,u=Uoh"! 


_ eu, du = x OU =’ 
(3) 3 - IxrB) oh a (2m Joh. 
Partielle Integration 4.2 (b) liefert 
no _ Ip M m. 
Eee ar 
9 
B# U ln 
| (Iı BI ) oh-! d"x 


i,j,k 


a) ir 98 HU 1 m 
a fe wu). dx 


Q ’ 





® 





Der Transformationssatz und anschließende partielle Integration ergeben 


PB OU 
A de ge en ) d" 
-/ pAud’x - [w( vo ( DE, der & 
5 2 
g° OU ) nv 
2 — )dE. 
., | Ö&r € 

Durch nochmalige Anwendung des Transformationssatzes erhalten wir daraus 


[eaua'x - (3 Dan (va) Jet 
9 QD ?, 


Mit dem Lemma von du Bois-Reymond 8 10:4.1 ergibt sich schließlich 


I 9 ir OU 
Au)oh = — ne 
(Au)oh N = 38 (" =) 


5.3 Die Invarianz des Laplace-Operators unter Bewegungen 

















Satz. Ist h eine Bewegung des R” und u eine C?-Funktion auf einem Gebiet 
DER”, so gilt 


A(uoh) = (Au)oh 
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FOLGERUNG. Für jede harmonische Funktion u und jede Bewegung h ist auch 
uwoh harmonisch. 


BEWEIS. 

Jede Bewegung h hat die Gestalt h(&) =a+A& = a+)) &a; mit einem Vektor 
i=1 

a, einer orthogonalen Matrix A mit den Spaltenvektoren aı,...,an. Damit gilt 


gr = (Ih, dh) = (a,.) = br, gr, g=1. 


Für ue C°(9) und U:=uoheC?(0) mit 9°:= h7!(D) ergibt sich aus 
der Jacobischen Formel 





(Au)oh = AU = A(uoh). 











5.4 Aufgaben 


(a) Berechnen Sie mit der Jacobischen Formel den Laplace-Operator für ellip- 
tische Zylinderkoordinaten 


E x cosh& cosn 
h:In| + [y| = | sinh& sinn 
Ä z Ä 
(b) Dasselbe für parabolische Zylinderkoordinaten 
3 © &n 
h:[n]) — |yv| = | 3-7?) 
Ä 2 Ä 


(c) Zeigen Sie für die Spiegelung an der R-Sphäre 


Are, R"\{0} > R"\ fo}, 


dass mit der Abkürzung o = R?/||E]|” und der Notation von 5.2 gilt: 


. m, ae = _n - Ka n-2 OU 
gik = OÖir, also Au= 9 ı de, ( =) i 


Er 
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812 Die Fouriertransformation 


Die Fouriertransformation ist ein wichtiges Hilfsmittel für die Theorie der Dif- 
ferentialgleichungen, sie spielt auch in der Quantenmechanik, in der Optik und 
in der Systemtheorie eine tragende Rolle. 


Vorkenntnisse: Testfunktionen, Faltungsintegral (8 10). Die Kenntnis des Lebes- 
gue-Integrals ist nur an wenigen, eigens ausgewiesenen Stellen nötig. 


Literatur: FOLLAND [35], WLADIMIROW [56], HÖRMANDER [63]. 


1 Zielsetzung 


1.1 Die Fouriertransformation von Differentialgleichungen 


(a) Wir suchen eine Transformation von Funktionen, welche Differentiation in 
Multiplikation überführt. Hierzu definieren wir den Differentiationsoperator P 
und den Multiplikationsoperator Q für differenzierbare Funktionen u:R—C 
durch 


P: ur Iu, Q:umr x-u, 
wobei x-u für die Funktion x > zu(x) steht. 
Gesucht ist also eine lineare Transformation u ++ u, unter welcher der Operator 
P in den Operator Q übergeht, 
(*) Pu = @ü. 


Durch zweimalige Anwendung von (x) folgt 








Somit kann diese Transformation dazu dienen, die Differentialgleichung 
w+aw+bu= f (a,b Konstanten, f eine gegebene Funktion) 
in eine algebraische Gleichung für % zu überführen, und zwar in 
ay) (-y? +iay+b) = fy). 
(b) Setzen wir die gesuchte Transformation als Integraltransformation 


+00 
üy) = [ Kla,y)u(a) de 


mit einer beschränkten C!-Funktion K an, so ergibt sich, falls u und w’ inte- 
grierbar sind und lim u(z) =0 gilt, 


2] 
2 +00 + 
(Pu)(y) = -i [ Kla,y)u(a)de =if Sea, y)ula) de, 


= | Eau 


oo 
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Die Beziehung (x) ist also gewährleistet, falls (IK/dxz)(z,y) = -iyK(z,y). 
Das bedeutet K(x,y) = ce”“”Y mit einer Integrationskonstanten c. Aus Grün- 
den, die in 1.2 deutlich werden, setzen wir c := (27) /2 und erhalten somit 
für integrierbare Funktionen u: R— © 


ee : x 
a) = 7] (a) 


(c) Den Nutzen der so heuristisch eingeführten Fouriertransformation u> u 
skizzieren wir am Beispiel des Wärmeleitungsproblems in einem unendlich lan- 
gen Draht. Sei u eine Lösung des Anfangswertproblems für die Wärmeleitungs- 
gleichung 


ou u .. = 
m) = En —,(2,t) für zeR, t>0 und u(z,0) = f(®). 


Wir betrachten die Fouriertransformierte bezüglich der Ortsvariablen, d.h. 


ay,t): "nl eV u (a,t)dx. 


Unter geeigneten Voraussetzungen über u und f (Näheres dazu in 2.2) ergibt 
sich mit Hilfe der Umformung (**) 


+00 +0 
u 01 RER. 1 ing u 
ot (v8) Var 67 (2,2) de — Vor 5 et) de 
= Ey u(y, ) 


Nach Integration dieses AWP erhalten wir 


y,t) = Üy,0)e = Fe” 
Wir werden zeigen, dass die Fouriertransformation injektiv ist, d.h. dass u durch 
% eindeutig bestimmt ist. Für die Lösung des Wärmeleitungsproblems bleibt so- 
mit die Aufgabe, die Fouriertransformation umzukehren. Einen Hinweis darauf, 
wie dies zu bewerkstelligen ist und zugleich einen anderen Zugang zur Fourier- 
transformation geben die folgenden Betrachtungen. 


1.2 Von der Fourierreihe zum Fourierintegral 


Gegebensei eine Testfunktion u: R— C. Wir wählen ne N so groß, dass 
supp u C [-nr,nr] und bezeichnen mit un diejenige 2rn-periodische Funkti- 
on, welche auf [-nz,nr] mit u übereinstimmt. Für jedes ze R gibt es dann 
einne N mit un(2) = u(x). Somit gilt un — u punktweise auf R. (Machen 
Sie sich für einen Standardbuckel u anhand einer Skizze klar, wie die Kopien 
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von u für wachsendes n nach links bzw. rechts wandern.) Wir zeigen, dass die 
Fourierreihe von un für n — oo in eine Darstellung von u als „Fourierintegral“ 
übergeht. Um die Fourierentwicklung der un zu gewinnen, beachten wir, dass 
durch fn(t) := un (nt) eine 27-periodische C®°-Funktion gegeben ist. Somit gilt 
nach dem Satz von Dirichlet 86:2.3 in der komplexen Version 86:2.1 

+ j 1 r ; 
1) Ad)= % Mei mit cl = il eher (dt. 


k=—-o _T 


Wegen un(2) =u(z) für |e|<nr und u(x) =0 für |x]| > nr folgt 


a 1% ee 1 nn is, 
2) cm) = Se untnt)dt = 5 S er" unla)da 
1 nn . 1 +00 
=, ige u(z)dıe = an in (2) de 
an an 





1 = ( =) 
_ al 
varn n 
mit der in 1.1 eingeführten Fouriertransformierten %. Somit folgt aus (1) 


a ee et ° (2) 2. 


Die rechte Seite deuten wir als Approximation des Integrals 


I 
ev y)d 
var a ” 
durch eine Reihe; ü(y) wird hierbei auf den Intervallen [#, — durch u(£) 


angenähert, vgl. Bd.1, 811:4.3 (c). Wegen der punktweisen Konvergenz Un — 
u erwarten wir daher, dass Gleichung (3) für n — oo übergeht in 


(4) ule) = ev aly)dy. 


uf 
Damit haben wir die Umkehrformel für die Fouriertransformation erraten: Aus 
u = v folgt u(x) = %(—x). (Den rein technischen Beweis für die Berechtigung 


des Übergangs von (3) nach (4) unterdrücken wir.) Die Wahl des Vorfaktors 
1/V2r erklärt sich einerseits durch die ar der Umkehrformel, ande- 


oo 
rerseits durch die Formel [ [u(y)|”dy = T u(x)|® dx, die in Abschnitt 4 


bewiesen wird. 
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2 Die Fouriertransformation auf L!(IR”) 
2.1 Definition und Beispiele 


Für jede integrierbare Funktion u: R”—ÜC existiert das Integral 


üly) := (2r)"? I er NY) ux)d"x für alle ye R" 
Rr 


und liefert eine stetige, beschränkte Funktion u: R"” — C, die Fouriertrans- 
formierte von u. 


Der lineare Operator 
F:LUR”) > CR”), urü 


heißt Fouriertransformation auf L!(R”). 


Die Existenz des Integrals und die Stetigkeit von u folgen aus dem Majoran- 
tenkriterium und dem Satz über Parameterintegrale, denn der Integrand hat 
die von y unabhängige Majorante le Y’u(x) | = |u(x) | ; 


BEMERKUNGEN. 


(a) Vertrautheit mit dem Lebesgue-Integral ist für die Hauptthemen dieses Pa- 
ragraphen (Fouriertransformation für schnellfallende Funktionen, Anwendungen 
auf DG) nicht erforderlich. Die Voraussetzung u € L!(R”) kann gelesen werden 
als „u ist über den R” integrierbar“. Sie ist immer erfüllt, wenn u: R" —C 
stetig und im herkömmlichen Sinn integrierbar ist (Bd.1, $23:4). Der Raum 
L!(R) umfasst auch stückweis stetige, über R integrierbare Funktionen (Bd.1, 
812:4). Für n> 2, u e L!(R”) läßt sich % durch sukzessive Integration be- 
rechnen, Genaueres in 88:1.8. Die Beweise werden größtenteils ohne Rückgriff 
auf das Lebesgue-Integral geführt; Ausnahmen bilden 2.6 (c), und 5.2. 

(b) Unter diesen Voraussetzungen gilt beispielsweise für u € L!(R?) 


+00 +50 . . 
u(yı,y2) = — f (F % u(xı,x2)e '”>92 da) e "ıvı dxı, 


entsprechend ist die Fouriertransformation auf L!(R”) Hintereinanderausfüh- 
rung von n eindimensionalen Fouriertransformationen. Daraus und aus 1.2 er- 
klärt sich der Vorfaktor (27) "/?. (In der Literatur wird als Vorfaktor auch 1 
statt (27)""/? verwendet.) 

(c) Im folgenden lassen wir beim Integral die Angabe des Integrationsgebiets 
R” meistens fort. 

(d) Die für die Fouriertransformation zugelassenen Funktionen müssen zunächst 
über den ganzen R.” integrierbar sein und damit im Unendlichen ein gewisses 
Abfallverhalten besitzen. Für nicht integrierbare Funktionen, z.B. Polynome, 
kann den Fouriertransformierten noch ein distributioneller Sinn gegeben wer- 
den, siehe 813:6. 
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BEISPIELE. (i) Für u=X[_.,ai mit a>0 erhalten wir 


+00 ' er 
u(y) _ I f 27 u(x) de = — [ eV dr = Vz u für Pe 


2a ES 
= lim u Fig.). 
ai (v) (Fig.) 
Dies entspricht der Formel für die Am- 
plitude bei der Beugung an einem Spalt 
der Breite 2a (untere Figur). a 
Beachten Sie: % ist nicht integrierbar: 





u(0) = 


Nm N rk u 
Swedy2%5 S Isinyldy 
0 k=1  r(k-1) 


Il 
alv 
MM: 
lm 


k 


1 


SQ 


(i) Für u(x) = e”“!®! mit a>0 gilt 


2 a 


uy) = Al = — 0A]. 
a) = 


In manchen Fällen kann der Residuensatz zur Berechnung von % dienen, vgl. 
Bd.1, 828:7.4. 


2.2 Das P, Q-Gesetz 


(a) Wir definieren die Ableitungsoperatoren P, und die Multiplikations- 
operatoren Q, durch die Vorschriften 


Qkru:xruk&) (k=1,...,n). 
Für diese gelten die Vertauschungsrelationen 
1 - 
(PrQı — QiPı)u = Zöuu für ue CR”) Bil. 


In der Quantenmechanik heißen die AP, Impulsoperatoren und die Q, Orts- 
operatoren. 


Für Multiündizes @ = (aı,...,@n) Setzen wir gemäß 810:2.2 


EN LON TS # slale 
- (:32;) Sen nun 


(QU)lX) = x" ul) = alt aa ur). 
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(b) Sarz. (i) Genügt ue C”" = C”(MR”) der Bedingung Pu € L! := L!(R”) 
für |a| < m, so gilt 
C 


Pau=Q%ü für || <m und |üly)| < ——— 
1+|yl 


mit einer Konstanten c. 


(i) Unter der Voraussetzung Qu € LU{R") für |a| < m gilt u € C"(R”) 
und 


Qu = (-ı)[!pPeü für |a| <m. 


Wir gewinnen hieraus folgende Regel: Je glatter u ist, desto schneller fällt % 
im Unendlichen ab; je schneller u im Unendlichen abfällt, desto glatter ist u. 
Letzteres wird durch folgenden Sachverhalt unterstrichen: 

(ec) Zusatz. Für ue COM”) ist ü analytisch, d.h. ü(y) kann um jeden Punkt 
yo € R” in eine überall konvergente Reihe J), aa(y — Yo)“ entwickelt werden 
Das folgt aus dem Satz von PALEY und WIENER, vgl. Dvm-Mc Kean [34], 3.3. 
Aus letzterem ergibt sich noch die für die Fouriertransformation von Distributio- 
nen wichtige Aussage: Für u € CO(R”), u # 0 kann die Fouriertransformierte 
ü nach dem Identitätssatz für Potenzreihen keinen kompakten Träger besitzen. 


(d) BEISPIELE. Es gilt 
Pu = Qrü fürueC!nL! mit Au,...,MuEel!, 
Prü = -Qru und DE! für Qıw....,‚Qnuell, 


- Auly) = |Iy|? &y) für ve C? mit u, du, Hduel!. 


BEWEIS. 

(i) Zunächst sei m =1. Für ve C! mit u, Pıu,...,Pnu € L! sind Pu = Or 
und die Beschränktheit von (1+J||y||) w(y) zu zeigen. Es genügt, den Fall k=n 
zu betrachten. Nach der Bemerkung 2.1(b) können wir Pau durch sukzessive 
Integration berechnen: Setzen wir x = (&,s), y=(n,t) mit ,&neR”-! und 
S=Yn,t=In ER, so erhalten wir 


rn _— P + R 
1) @m)tiPruy)= [ (etEM fett nulg,s)ds) dr"E. 
Rr-i1 —00 


Da nu stetig ist, gilt 
u(£,5) = u(E,0)+ [ nu(&,o)do. 
0 


Wegen der Integrierbarkeit von o > Mu(&£,o) existieren daher die Grenzwer- 


te lim u(&,s),unddaauch s+> |u(£, s)| integrierbar ist, müssen diese Grenz- 
S—>Zoo 
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werte verschwinden, vgl. Bd.1, 812:5.2, 5.3. Somit ergibt partielle Integration 


+00 +00 
ff "* Mul&,s)ds = it [ ee" u(&,s)ds 


Aus (1) folgt durch sukzessive Integration 


(2) Pauly) = (2m)? [ (et [ei ule,s)ds) de 
Rr-i1 —00 


= tu(y) = ynuly) = (Qnü)(y)- 


Em een] nd ergibt sich Pu —= Qu für k=1,...,n—1, und nach 2.1 sind 
Ü, Pia: ‚Pau u beschränkte Funktionen. Nach (2) gibt es also ein cı >O mit 


a+lyDlay)l <s a+laal+... + nl) ly)| < cı füralle yeR”. 


Unter den Voraussetzungen ue C?NL!, Ru eL!, ,Puel!füri<kl<n 
folgt nach dem Vorangehenden (mit F:u> U) 


F(P.Piu) = F(P.(Pıiu)) = QrF(Pıu) = QrQıt, 


außerdem die Beschränktheit von (1+||y||)|Pxu(y)| = (1+||y||) vr lüty)l- Wie 
oben folgt daraus die Beschränktheit von (1-+||y|])? |ü(y)|, also 


a+lyldlay)ı < A+liylD’en) < e 


mit einer geeigneten Konstanten ca. Es ist nun zu erkennen, wie sich die Be- 
hauptung (i) des Satzes durch Induktion nach m ergibt. 


(i) Sei m=1. Nach Voraussetzung ist x > x, u(x) integrierbar, und es gilt 


Nr uR)| = Izrl- ul. 
Nach dem Satz über Parameterintegrale folgt 


(iPRA)(y) = Hüly) = (27)? [ine N) uR)d'x = -iQnuly), 


somit Pu = —- Qru. 


Der Beweis des Satzteils (ii) durch Induktion nach m folgt diesem Muster [UA]. 
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e) Riemann-Lebesgue-Lemma. Für ueLl! gilt lim üly)=0. 
Iyl 
yl-» 


BEWEIS. 

Sei e > 0 vorgegeben. Nach $10:3.3 gibt es eine Testfunktion v € CF(R”) 
mit [|u(x) - v(x)|d"x < &, also |üu(y) - üy)| < e (2m) "/2 < e für alle 
y&TR”. Nach (b) gibt es eine Konstante c > 0 mit |ö(y)| <ec(1+||y|])"". Für 
Iyll 2 e/e folgt 














ay)| < jäty) - Sy)| + Ev)| <e+te = 2e. 


2.3 Rechenregeln für die Fouriertransformation auf L!(R”) 

(a) Wälzformel. Für uveL! gilt ü-v,u-VEeL! und 
Inu 

(b) Produktformel. Für ue L'(RP), veL!(R?) undn=p+gq ist durch 
W(X1,-..,n) := Ultı,...,2p)  Vl&pti,..-,En) 

eine Funktion w € L!(IR”) gegeben. mit 
Wlyı,.--,Yn) = WÜyız.--,Yp) Olyptl,--- Um): 

Skalierungsregeln für L'!-Funktionen u: 

(ce) Für ua(x):=ulx-a) gilt üaly) = ea) üly). 

(d) Für v(x) := ee! 'u(x) gilt O(y) =üly-a). 

(e) Für w(x) :=u(!x) mit r>0 gilt w(y)=r"ü(ry). 

Dem Beweis schicken wir ein im folgenden mehrfach verwendetes Lemma voraus: 


2.4 Lemma. (a) Sei f(x,y) stetig auf RP x R, und es gelte 


F&;y)l <s ul oy)l 


mit stetigen Funktionen u € L'(RP), v € L!(R). Dann ist f über den RP+? 
integrierbar, und es gilt 


[ Fay)d@xdıy= [ (| fx,y)d’y) dx 
Rpt+tqa RP Ra 


f (Say) d’x)d’y. 


Rd Rp 


(b) Entsprechendes gilt, wenn wir „stetig“ durch „messbar“ ersetzen und die 
Integrale im Lebesgueschen Sinn verstehen. 
(a) ergibt sich nach den Kriterien in Bd.1, $23:6.1, 6.2, 6.3. (b) ist eine unmit- 
telbare Folge des Satzes von Tonelli 88:1.8. 
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BEWEIS von 2.3 


(a) Da %, © nach 2.1 beschränkt und stetig sind, gilt ü-v, u-d EL! nach dem 
Majorantensatz. Wegen |v(x)u(y) ei%,y) | <|v(x)|- |u(y)| folgt nach 2.4 


(ar)/2 f u-v= [v(x) @ u(y) ettenigny) d"x 
= [u(y) “) ul) ty Marx) d"y = (am)/2 [ ud. 


(b) folgt unmittelbar aus 2.4 [üA]. 
(c), (d),(e) ergeben sich aus dem Transformationssatz für Integrale [ÜA]. 














2.5 Die Fouriertransformation der Gauß-Dichte 

Satz. (a) Für u(x) := e31x1? gilt a = u. 

(b) Für u(x) := et? mit t> 0 gilt üly) = (21)? eIyi?/ar 
BEWEIS. 


(a) Wegen der Produktformel 2.3 (b) muss (a) nur für n = 1 gezeigt werden. 
Die Gauß-Dichte u(x) = e32” genügt dem AWP 


(*) w(2) = -zu(e), u(0) =1. 
Mit Hilfe des P,Q-Gesetzes folgt hieraus 


_—_ 


= +00 
= iPü=-iQu=-Pu=-Qü, %0) = u S ei” y=1l, 








Letzteres nach (Bd.1, $23:8.4). Somit genügt u dem gleichen AWP (x) und 
ist deshalb nach dem Eindeutigkeitssatz mit u identisch. 











(b) ergibt sich aus (a) mittels der Skalierungsregel 2.3 (e) mit r = (2t) 2. 





AUFGABEN (i) (Verallgemeinerung von (b)). Sei u(x) := exp (-3(x, Ax)) mit 
einer reellen, symmetrischen, positiv definiten n x n-Matrix A. Zeigen Sie mit 
Hilfe der Hauptachsentransformation, dass 


üly) = (det A)? exp (Hy, A'y)). 


(ii) Zeigen Sie für invertierbare lineare Abbildungen A : x > Ax und für 
ueL!, dass 


(uo A')” = |det Al'Wo (AT). 
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2.6 Umkehrsatz, Faltungssätze für die Fouriertransformation auf L! 


(a) Umkehrsatz. Aus ue L!=L!(R”") und U € L! folgen die Stetigkeit von 
u und 


ux) = Ar)? ER N ay)ary = N-x) für alle xe R*. 
Daher ist die Fouriertransformation auf L! injektiv: 


uel!,ü=0 u=l. 





Beachten Sie: Aus ueL! folgt nicht DE L!, vgl. 2.1(i). 
(b) Faltungssatz 1. Unter den Voraussetzungen u,v,u,vEL! gilt u-veL! 


und 
Ur = (Mm)? av. 

(c) Faltungssatz 2. Für u,veL! gilt urveL! und 
urv = (Mm)? 9-D. 


Die Beweise folgen in 3.4 und 3.5. Der Beweis des zweiten Faltungssatzes stützt 
sich auf die Lebesguesche Integrationstheorie. 


3 Die Fouriertransformation auf /(IR”) 


3.1 Schnellfallende Funktionen 


Die Fouriertransformation bildet keinen der Räume L!(R”), C& (R”) in sich ab, 
wie das Beispiel 2.1 (i) und der Zusatz in 2.2 zeigen. Wir suchen einen Teilraum 
von L!(R”), der durch die Fouriertransformation und die Operatoren P;, Ok 
in sich überführt wird. In einem solchen Raum ist dann das P,Q-Gesetz 2.2 
beliebig oft anwendbar; die zugehörigen Funktionen müssen deshalb beliebig 
oft differenzierbar sein und im Unendlichen rasch abfallen. 


Diese Eigenschaft besitzt der von Laurent SCHWARTZ 1948 eingeführte Funktio- 
nenraum 


F=FRN:- fu € CX°(R”) | x“OPu(x) ist beschränkt für jedes Paar a,ß} 
= fu € CR”) | (1+ ||x||”") O°u(x) ist beschränkt für jedes 
m € N und jeden Multiindex 8 l 


: Weisen Sie die Gleichheit der beiden Räume nach. 
/ heißt Schwartz-Raum oder Raum der schnellfallenden Funktionen. 
Offenbar gilt 


CR”) C./(R”). 
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Beispiele schnellfallender Funktionen sind für n=1 


2 22 R 22 = . 
e” ,e” sinz, e” p(x) mit einem Polynom p. 


Weitere schnellfallende Funktionen ergeben sich mit den folgenden Rechenre- 
geln. 


.2 Eigenschaften von ./(IR”) 
a) (= .S/(R”) ist ein Teilraum von LP(R”) für L<p<o. 
b) ue / — Pu, Que ./ für jeden Multündex a. 
co) WVEFS/ — urvEe$. 
) 


—n DD IWW 


Ist u schnellfallend und v eine C” -Funktion, deren sämtliche Ableitungen 
v polynomial beschränkt sind, so gilt u-v € .S. Insbesondere gilt u-ve / 
für vve/S. 


je3) 


Dabei heißt eine Funktion v: R" — C polynomial beschränkt, wenn 


v(X) <c(1+|x|”) für ein m=0,1,... und eine Konstante c>0. 


BEWEIS. 

(a) Die Vektorraumeigenschaft folgt unmittelbar aus der Definition. 

Sei u € .Z. Nach 3.1 gilt (1 + ||x||?”) |u(x)| < c mit einer Konstanten c. Es 
folgt |u(x)|P < eP/((1+27) --- (1+22)) für alle x € R” und beliebiges p > 1. 
Daraus ergibt sich die Integrierbarkeit von |u|? durch wiederholte Anwendung 
des Lemmas 2.4. 

(b) Es genügt zu zeigen: ue. / — Pu, QruE SF. 

Für ve ./ gilt Pau € CX(MR”") und (mit den Bezeichnungen 2.2) Q*OP Pıu = 
Q°O9’u mit y= B+ex. Damit ist Q*O® Pu beschränkt für alle Paare von Mul- 
tiindizes (a, 8). Ferner gilt Qru € CR”) nach der allgemeinen Produktregel 
810: 2.2 (c). Durch mehrfache Anwendung der Vertauschungsrelationen 2.2 (a), 


PQ@r — Qu Pı = -iörıl, ; 


läßt sich QrOIP’Oru = (-i)PIQe PPOru mittels Durchtauschen von Qr auf eine 
Linearkombination von Funktionen des Typs Q’P°u zurückführen und ist also 
beschränkt. 


(c) Wegen OPv € ./ gibt es zu jedem Multiindex ß eine Konstante cg mit 
luly)örv(k-y)| < cs |u(y)l- 


Daraus folgt mit dem Satz über Parameterintegrale uxv € CX(R"), OH (uxv) = 
uxöPv und |P(uxv)|< caljull, für alle Multiindizes 8. Weiter gilt 


Hr (uxv) = Qr(ur Oo) = (Qru) +» Ov + ur (OröPv). 
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Jeder der Summanden auf der rechten Seite ist als Faltungsintegral zweier 
schnellfallender Funktionen beschränkt. Durch wiederholte Anwendung dieses 
Arguments folgt die Beschränktheit von Q*O®(uxv) für beliebige Multiindizes 


a,ß. 
(d) ergibt sich aus der allgemeinen Produktregel 810:2.2(c) [üA]. 














3.3 Die Fouriertransformation auf / 
(a) Sarz. (a) Für ue/ gilt ve SL. 
(b) Für ue ./ gilt das P,Q-Gesetz uneingeschränkt: 


Pau = au, fan _ (-ı)le!peü für alle Multündizes a. 


(c) Insbesondere gilt Pu = Qrü, Qru = -Prü und Au(y) = -|y|ay), 
vgl. 2.2. 
BEWEIS. 


(a) Seien u € ./ und ß ein beliebiger Multiindex. Nach 3.2 (b) gilt Que £, 
und aus dem P,Q-Gesetz 2.2 (b) folgt daher 


) Tec lR") sowie Pa = (-ı)[lQeu. 


Da nach 3.2 (b) auch P°QPu schnellfallend ist, folgt P*QPu € L! für beliebige 
Multiindizes «, und wir erhalten aus (*) und dem P,Q-Gesetz 2.2 (b): 


Q°PP% ist die Fouriertransformierte von (-1) FI! Pr Qu 


und ist daher beschränkt. 











(b) folgt unmittelbar aus (a). 





3.4 Der Umkehrsatz für die Fouriertransformation auf ./ und L! 
(a) Der Umkehrsatz für die Fouriertransformation auf /. 


Die Fouriertransformation bildet / bijektiv auf / ab. Die Umkehrabbildung 
ordnet jeder Funktion v € ./ die durch 


gegebene Funktion u€ ./ zu. Insbesondere gilt die Umkehrformel u(x) = u(—x), 
d.h. 


ux) = (ar) "/? f ey’ a(y) d”y für allxeR”. 
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BEMERKUNGEN. (i) Der Umkehrsatz wird oft so formuliert: Jede schnellfallende 
(nach 2.6 (a) sogar jede integrierbare) Funktion läßt sich durch ein Fourierin- 
tegral darstellen. 

In der Sprache der Wellenmechanik heißt das: Jedes Wellenpaket ue / 
kann als Überlagerung ebener Wellen x ++ e'*Y) aufgefaßt werden, wobei 
(27)="/?ü(y) die Amplitude der Welle mit dem Wellenzahlvektor ye R" ist 
(ii) Wir bezeichnen die auf ./ eingeschränkte Fouriertransformation wieder 
mit F und beschreiben die Punktspiegelung im Argument durch den Operator 


5:25, (Su)(x) := u(-x). 


Mittels Substitution y + —y erhalten wir SF=FS [üA], und der Umkehrsatz 
erhält die Form 


F'=FS=SF bw FS=SF?=FSF=1js. 


BEweISs. 

Wir setzen v(x) = e- 2x1” und v-(%) = v(x/r) = ea le Mmitr> 0. 
Für r — o strebt v„, monoton aufsteigend gegen 1. Der Grundgedanke des 
Beweises besteht darin, das rechts in der Umkehrformel stehende Integral durch 


die Integrale 
RN) Ay für r>1 


zu approximieren. Hierbei beachten wir, dass für u € ./ nach 3.3(a) ve ./ 
gilt und somit VEL!, ve L” nach 3.2 (a). 

Aus den Skalierungsregeln 2.3 (c),(d), der Wälzformel 2.3 (a) ergibt sich unter 
Verwendung der Substitution n=ry mit ux(y) :=u(y— x) 

Jay) or = uly)uly)d"y = [u-xly)on(y)d"y 
= [u-x(y)r N (n/r) on) d’n 
= [u-x(n/r) um) d*n, 

Letzteres nach 2.5 (a). Setzen wir r = 1/s?, so erhalten wir mit dem ersten 
und dem letzten Integral jeweils auch für s= 0 definierte Parameterintegrale. 
Nach Bd.1, 823:5.1 hängen beide stetig von s ab, denn der Integrand im ersten 


Integral besitzt die von s unabhängige Majorante |ü] € L'!, der im letzten 
Integral besitzt die Majorante |ju||, - |u] € L'. Somit erhalten wir für s — 0 


Ser ay)ary = [u-x(0)vu(n)d*n = ux) [ulm)d'n = (20)? u(x) 


für jedes x € R”, was die Umkehrformel für u € ./ darstellt. 
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(b) Beweis des Umkehrsatzes auf L!. 


Seien wu € L! und wo(x) := (Ar)? [Ey d”y. Für jede Testfunk- 
tion p € CX(R”) C ./ gibt es nach (a) ein v€ ./ mit % = op, für welches 
dann die Umkehrformel gilt. Mit der Wälzformel 2.3 (a), der Umkehrformel in 
(a) und dem Satz von Tonelli 88:1.8 folgt 


(2r)"/? [ u(y)oly)d”y = (2m)"/? [ üly)v(y)d”y 
St y)(f rAeiS) y) vx 
SER Fer üy 


—_ A Ux) uo(x) d"’x. 


Ja" 
Ja" 


R 


y)d 


Damit haben wir 
fu - wo) pd"x = [(u-w)dd"x = [uvd"x- [wud"x=0. 


Nach dem Fundamentallemma 8 10: 4.2 folgt hieraus u-uo = 0 f.ü., also können 
wir u mit der nach 2.1 stetigen Funktion uo gleichsetzen. 














3.5 Die Faltungssätze für .Z/(IR”) und L'(R”) 
(a) Die Faltungssätze für schnellfallende Funktionen. 
Für uve./ gilt urve./ und 


üx*d= (2r)"?u.v, ürv= (Am)? 0-0. 


BEWEIS. 


(1) Für u,ve ./ gilt uxv € ./ nach 3.2 (c). Durch Anwendung des Umkehr- 
satzes 3.4 (a)ergibt sich 


(axd)(R) = [üly)ukx-y)d"y 
= (2r)"/2 St y) [v(z) Tg) dy 
= (2r)” n/2 S(Sve@)e” i(x,2) üly)ey dry) d"z 
= (2r)” n/2 nn (z) e” x, =) (al u(y)e Dr 
= fu) v ei 2) any 


= (2r)"/2 cs 
Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge ist nach 2.4 erlaubt, da der Inte- 
grand die Majorante |u(y)| - |v(z)| besitzt. 


(2) Für u,v € ./ gibt es, wieder nach dem Umkehrsatz, Funktionen f,g€ / 


mit u= f, v=9,also f = Su, g= SV. Nach (a) folgt unter Beachtung von 
P’= md P=1» 
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nn 


Am)" ur = (m)? F(f*9) = Fl g) = S(l- 9) 


= Sf-Sg=Ü.. 














(b) Beweis des Faltungssatzes 2.6 (b). 


Sind u,v und u integrierbar, so existiert das Faltungsintegral U * vd, da © be- 
schränkt ist, vgl. 2.1 und 810: 2.1(b). Da im Falle u,u € L! der Umkehrsatz 
2.6 (a) für u gilt, läßt sich der Beweisteil (a) ohne weiteres übertragen, und wir 
erhalten: u,v,u eL! ud = (An) ?u-v. 





(c) Beweis des Faltungssatzes 2.6 (c). 


Zum Beweis der Formel u * v = (ar)"/ ?%-0 für L!-Funktionen u, v müssen wir 
die Lebesguesche Integrationstheorie heranziehen. Die Konvergenz der nachfol- 
genden Integrale und die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge stützen 
sich auf den Satz von Tonelli 88:1.8: Seien u,v Lebesgue-integrierbar und für 
festes xe R” sei 


v2) := c(x,y,z)u(y)v(z-y) 
mit einer stetigen Funktion c vom Betrag 1. Dann existiert das Integral 
Slc,y,2) fy,2)ld"z = )I- [Io y)ld’z = [ucy)l- lol 


und ist als Funktion von y über den R” integrierbar. Damit ist f über R?” 
integrierbar, und es gilt 


(sw. @y) d’rz = [([ v2) d’z) d’y. 


Mit c(x,y,z) =1 folgt die Existenz von (uxv)(x) fü. und urvE L!. Setzen 
wir c(x,y,z) = exp(-i(x,y)) exp(-i(x,y— z)), so ergibt sich 


(2m)"/2 üxv(x) = f ([ u(y)v(z-y) d”y) eilx,2) Inz 
Zu Y (f u(y) ei y) v(z _ y) etx,2-y) d”y) d’z 
= Ju nenn). 
Durch Substitution z— y > zZ im zweiten Integral erhalten wir 


(Am)r/2 rk) = [ (ur) er) olz)eitx2) Anz) ary 
= (2m)" s 
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4 Die Fouriertransformation auf L?(IR”) 


4.1 Die Fouriertransformation als unitärer Operator auf /(IR”) 


Die Fouriertransformation vermittelt eine unitäre Abbildung des mit dem L?- 
Skalarprodukt (u,v) = [ Tv versehenen Schwartzraums / := /(R”) auf 
sich. 

Für u,v € ./ gilt die Formel von Parseval-Plancherel 


(u,v) = (0), 
insbesondere ist 


Sul? dx = u) d”y. 


BEWEIS. 
Für uv€./ sei g:= u. Nach 3.4 (b) gilt g= ST, also g= U [ÜA]. Mit Hilfe 
der Wälzformel 2.3 (a) folgt hieraus 


(u,0)= [wu= [gu= [ı® ad = (a9). 


4.2 Die Fouriertransformation auf L’(IR”) 


SATZ. Die Fouriertransformation F:./— 5 läßt sich auf eindeutig bestimmte 
Weise zu einer unitären Abbildung 


F:L’(R”) > L’(R”) 




















fortsetzen. Für die Umkehrabbildung von F gilt 

Freßre HR, 
wobei S: L’(R”) > L?(R”) die Punktspiegelung (Su)(x) := u(—x) bedeutet. 
BEWEIS. 
.? ist ein dichter Teilraum von L?, denn es gilt C2 c .Z/ c L?, und C2 
liegt dicht in L? (810:3.3). Die Fouriertransformation F :./ — ./ und ihre 
Inverse F=! sind bezüglich des L?-Skalarproduktes Isometrien auf .Z. Nach 


810:5.1(b) besitzen F und F! eindeutig bestimmte Fortsetzungen F und G 
auf L?. Beide sind stetige lineare Operatoren auf L? und es gilt 


Fu= lim Fur, Gu= lim Fur, falls v= lim ur; mit ur € FL. 
k>oo k—>oo ko 


Da auch S eine unitäre Abbildung auf L? ist, ergibt sich für jedes u € L? durch 
Grenzübergang 


GFu = FGgu=u, SFu=FSu=Gu, SFPu=u, 
IFull = |ull = |IGull 


Dies zeigt, dass F invertierbar und isometrisch ist und dass G = F*'= S°?F. 
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BEMERKUNG. Es gibt L?-Funktionen u, die keine L!-Funktionen sind, z.B. 
u(x) = (1 + ||x]]”)", vgl. 811:2.4, Folgerung (i). Für solche läßt sich (Fu)(y) 
nicht durch das Integral (Ar) r/2 f et, Y)u(x)d"x darstellen. 


Setzen wir aber 


v.(y) := (27)""/? f er N ulkk)d"x, 
IxII<r 
so gilt 
Fu = L’-Iim vr, für jede Radienfolge rx > 00, 
—0o 


Fu = „im vs, f.ü. für eine geeignete Radienfolge sk > ©. 
—0o 


Denn es gilt v, = Fur mit ur := UXK,(0): Da u als L?-Funktion lokalinte- 
grierbar ist (8$8:2.5 (c)), und da |u|? eine integrierbare Majorante für |u.|? ist, 
gilt ur €E L'NL? und ||u— ur.||; > 0 nach dem Satz über die majorisierte 
Konvergenz 88:2.1(d) (ii), somit wegen der Isometrieeigenschaft von F 





I Au Ur. lo = || Fu Fürz||o = |u ur. ||, — 0. 


Nach dem Satz von Fischer-Riesz $8:2.1 gibt es dann eine Teilfolge (vs, ), die 
punktweise f.ü. gegen Fu konvergiert. 


5 Anwendungen 

5.1 Die Differentialgleichung -( A+X)u=f in / 
Satz. Die Differentialgleichung 

) -(A+ı)u=f mit fe/ 


besitzt für A€ C\Rı+ genau eine Lösung u€ /. Für A > 0 ist (x) nicht 
universell lösbar, d.h. hat nicht für jedes f € eine Lösung ue SL. 


BEWEIS. 


Für u, f € ./ ist die Gleichung (*) nach dem P,Q-Gesetz 3.3 (c) und nach dem 
Umkehrsatz 3.4 (a) äquivalent zu 


nn 


(+) (Ivy? -A)uy) = fly) für alle yeR". 


Im Fall AEC\R+ ist g(y) := (||y||® — A)" eine beschränkte C°-Funktion, 
somit gehört für gegebenes f € ./ die Funktion h:= gf zu .Z, vgl. 3.2 (e). Die 
durch 

u(y) = h(-y) 
definierte Funktion u ist schnellfallend (3.2 (c)) und erfüllt wegen u = h die 
Gleichung (**), also auch (x). 
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Im Fall A € R+ wählen wir f(x) = e 21x”. Nach 2.5 ist f= f, also hat 
f keine Nullstellen. Somit kann (**) nicht gelten, denn die linke Seite besitzt 
Nullstellen. 














BEMERKUNGEN. (a) ImFalle \€ C\R;+,also o = dist (A,R+) > 0 gilt für die 
oben definierte Funktion h bezüglich der L?-Norm ||h|| < o IIfll = o|| f||- Wegen 
der L?- Isometrie der Fouriertransformation folgt ||u|| = ISA] =||h|| < ol||f||; 
also hängt die Lösung von (x) im L?-Sinn stetig von der rechten Seite ab. 


(b) Fürn=1 und A=-a” mit a > 0 gilt für die Lösung u von (x) 


a 


(**) uly) = el) = Var f(y) y) mit v(x) = el, 


vgl. das Beispiel 2.1 (ii). Nach dem Faltungssatz 2.6 (c) für L!-Funktionen gilt 
V2r fü = f*v, und wegen der Injektivität der Fouriertransformation folgt 


+50 
1 


ua) = (re) | sad. 


5.2 Die Vollständigkeit der Hermite-Funktionen 
(a) In $4:3.3 wurde gezeigt, dass durch das Hermite-Polynom 


173 
22 d 2 


Hua) = (Dre —e” (n=0,1....) 


ein Polynom n-ter Ordnung mit höchstem Koeffizienten 2” gegeben ist, welches 
dieDG H}(x) = 22H}, (x) — 2nH„(x) erfüllt. Ferner gilt die Rekursionsformel 
Hn+ı(2) = 22Hr(x) — 2nH„-ı(e) (n=1,2,...). 


(b) Die Hermite-Funktionen ho, hı, ha, ... sind definiert durch 
hn(x) := ne 2” Hn(x) mit cn = (Varna) V2, 


Die Hermite-Funktionen sind nach 3.2 (d) schnellfallend und erfüllen die Her- 
mitesche Differentialgleichung 


—hi(z) +2” hn(2)v = (2n+1)hn(e), 


welche beim Separationsansatz für die Schrödingergleichung des quantenmecha- 
nischen harmonischen Oszillators anfällt (8 24: 3.4). 

Aus der Definition der H„ folgt unmittelbar H},(x) = 2x H„(x)— Hn+1(2); 
daraus erhalten wir die Rekursionsformel 





An+1)Anrı = &: An -hn = QAhn -iPhn. 
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Definitionsgemäß ist ho(x) = mi ara, also ho = ho nach 2.5 (a). Aus der 
Rekursionsformel und dem P,Q-Gesetz 3.3 (c) erhalten wir durch Induktion 


Die Hermite-Funktionen sind Eigenfunktionen der Fouriertransformation: 
hn = (-i)" hm. 
(c) Satz. Die Hermite-Funktionen bilden ein vollständiges ONS für L’(R). 


BEWEIS. 
(i) Die Orthogonalitätsrelation für die H„. Mit o(x) := e gilt Hn = 
1)" 0"!0), also ergibt m-malige partielle Integration für n > m 

8 8 8 


+00 +00 +0 
et ir See re. 


Für n > m ergibt eine weitere partielle Integration 


+00 +00 1 
f oHm Hn = (1) [ Ps) Hirt ) 0 


wegen Grad Hm = m. Da H,„ den höchsten Koeffizienten 2” besitzt, folgt für 
m=n 


+00 +00 +00 e 
[eH2= f[ eH" =n? [ed 


oo 00 —00o 


+50 
= n!2” f e 29° Ay = Yan!2”. 
(i) Die h„ bilden ein ONS, denn aus (i) folgt 


+00 +00 + 
FR = Se | 0 


oo —0o —00o 


(iii) Die Vollständigkeit der Hermite-Funktionen. Wir verwenden das Kriterium 
89:4.4(e). Sei f € L?(R) orthogonal zu allen hn. Um f = 0 zu zeigen, setzen 
wir g:= Yof. Wegen f € L? und vo€ L? gilt ge L!. Wenn 9 = 0 nach- 
gewiesen ist, folgt g = 0 wegen der Injektivität der Fouriertransformation auf 
L! 2.6 (a), also auch f=0. 


Zum Nachweis von 9 = 0 beachten wir, dass nach Voraussetzung 


+50 
J 9Hn = 


oo 


1. 38 
—  fa=0 lrn-012.: 
En x 
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Wegen Grad (H„) = n ist jedes Polynom eine Linearkombination geeigneter 
H„, daher folgt 


er g(y)p(y)dy = 0 für jedes Polynom p. 


Insbesondere ergibt sich für festes ve R 


n 


Foto )sn(z,y)dy = 0 mit sn(z,y) ar 


Die Funktion h(x) := exp(-42?)| f(x)| gehört zu L', und es gilt 





El < EU | g(a)l < exp (Jaul - 4u?) hu) < c(z) hlo) 


mit einer nur von x abhängigen Konstanten c(x). Mit Hilfe des Satzes von Le- 
besgue (88:1.6(a)) erhalten wir schließlich 


+00 +0 
var ga) = J lim sw) onlay)dy = im SW) nl y)dy = 0. 














(d) FOLGERUNG. Der Vektorraum 


+00 
HK = fu :R—ÜC | u messbar und f ee u(z)|? de < oo} ; 


—00o 


versehen mit dem a... Skalarprodukt 
- 7 ee (z) dx 


ist ein Hilbertraum, und die normierten Hermite-Polynome cnHn (n € INo) 
bilden ein vollständiges ONS für #. 


BEWEIS. 

Sei wieder o(x) := e*”. Dann gilt ve’ => YoueL?(R). Ferner ist (un) 
genau dann eine Cauchy-Folge in 5, wenn die fn := YOUn eine Cauchy-Folge 
in L? bilden. Für deren L?-Limes f und u := (0)? F gilt 








+00 +0 
J elu-m?= S If-rP 0. 


Also ist 4 vollständig. Ist u € % orthogonal zu allen H„, so ist die Funktion 
= veg€ L? orthogonal zu allen h„, also f = 0 und somit auch g = 0. 
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Vorkenntnisse: 810:1-4, Greensche-Identitäten 8$11:4, Lebesgue-Theorie 88 
(für Abschnitt 5), Fouriertransformation auf ./ 812:3 (für Abschnitt 6). 


1 Schwache Lösungen von Differentialgleichungen 


1.1 Gründe für eine Erweiterung des Lösungsbegriffs 


Ziel dieses Abschnitts ist, einen erweiterten Lösungsbegriffs für Differentialglei- 
chungen festzulegen, durch welchen auch Funktionen Lösungen genannt werden 
können, die nicht die volle, von der Differentialgleichung geforderte Differen- 
zierbarkeitsstufe besitzen, z.B. Funktionen, deren Ableitungen Unstetigkeitstel- 
len aufweisen. Dass eine solche Erweiterung wünschenswert ist, wurde schon in 
Kap. III an mehreren Stellen deutlich: 

— Die Wellengleichung ’u/dt? = c? d?u/dx” in ]0,L[Xx R. besitzt bei gege- 
bener Anfangsauslenkung f(x) = u(z,0) nur dann eine C?-differenzierbare 
Lösung u, wenn f neben der Einspannbedingung f(0) = f(L) = 0 noch die 
weitere Bedingung f”(0) = f”(L) = 0 erfüllt. Diese Feststellung machte schon 
d’ALEMBERT, der daher seiner Lösungsformel $6:3.4 die Anwendbarkeit auf 
allgemeinere Situationen, wie etwa bei einer Anfangsgestalt der Saite mit ei- 
nem Knick, absprach. EULER hielt dem entgegen, dass auch in einem solchen 
Fall das Verhalten der Saite beschrieben werden müsse und dass eben die 
d’Alembertsche Formel dies leiste. Um dem Rechnung zu tragen und die durch 
die d’Alembertsche Formel gegebene Funktion u eine Lösung des Schwingungs- 
problems zu nennen, muss der Begriff der Lösung der Wellengleichung weiter 
gefasst werden. 

— Die Lösungsformel 8 6:3.7 (**) für die inhomogene Wellengleichung liefert nur 
unter restriktiven Bedingungen an die äußere Kraft eine C?-Lösung des Saiten- 
problems. Schon für das dort gestellte Problem der schweren Saite (Aufgabe 
(b)) ist die genannte Formel nicht anwendbar. 


— Beim Verkehrsflussproblem 8 7: 1.7 zeigte sich, dass differenzierbare Lösungen 
in den meisten Fällen nur für ein beschränktes maximales Zeitintervall [0, t*[ exi- 
stieren und dass diese für t — t* in Funktionen mit Singularitäten übergehen. 
Unstetigkeitsphänomene treten auch bei den Gleichungen der Strömungsmecha- 
nik auf (Turbulenz, Schockwellen). 


1.2 Der Begriff der schwachen Lösung 
Gegeben sei ein linearer Differentialoperator m-ter Ordnung auf dem R”, 
L= ) a.ö* 
lel<m 


mit konstanten Koeflizienten a. € R und n-dimensionalen Multindizes «. 
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Eine Funktion u € Lu.(2) (NC TR” ein Gebiet) heißt eine schwache Lösung 
von Lu= f, wenn feEL}.(N) gilt und 


[ul’pd’x = [fpd"x für alle Testfunktionen pe C°(N). 
Q 9 


Dabei ist 


I = 5% (-1)lela, 6° 


lel<m 
der zu L formal adjungierte Differentialoperator, vgl. 8$11:4.2. 


Eine Lösung u € C”(Q) von Lu = f mit fe CP(N) nennen wir im Unter- 
schied hierzu eine klassische Lösung. 


Satz. Jede klassische Lösung von Lu = f mit f € C(9) ist auch eine 
schwache. Eine schwache Lösung ist eine klassische Lösung, wenn sie C”"- 
differenzierbar ist. 


Denn für u e C”(9), fe CP(D) ergibt sich mit den Greenschen Identitäten 
$11:4.2(b) und (c) 


feuw-Ne= [ul’e-[Fyp fürall pe CN). 
9 Q 9 


Die Behauptung folgt mit Hilfe des Lemmas von Du Bois-Reymond 8 10:4.2. 


BEMERKUNGEN. Schwache Lösungen sind in zweierlei Hinsicht von Interesse: 


(i) Zum einen können sie zur Beschreibung physikalischer Vorgänge in Fällen 
wie den oben erwähnten dienen, in denen keine klassische Lösung existiert. Dies 
tritt z.B. dann ein, wenn der Problemstellung ein Variationsprinzip zugrunde- 
liegt, das schon in der Formulierung nicht die volle Differenzierbarkeit verlangt. 
(i) Zum anderen ist das Aufsuchen einer schwachen Lösung häufig ein Zwi- 
schenschritt zur Gewinnung einer klassischen Lösung: Es wird zunächst eine 
schwache Lösung konstruiert, entweder mit Hilfe von Potentialen (vgl. 5.3) oder 
durch Anwendung von Variationsmethoden, vgl. 6.3. In einem zweiten Schritt 
wird dann gezeigt, dass diese die gewünschten Differenzierbarkeitseigenschaften 
hat. 


1.3 Schwache Lösungen der eindimensionalen Wellengleichung 
Satz. Die d’Alembertsche Formel 3.4 u(z,t) = 3(f(z+ct)+ f(@-ct)) liefert 
für jedes f € C’(R) eine schwache Lösung der Wellengleichung 

Hu 2 u 


ar m 





n R? 


mit u(z,0) = f(x) und %(x,0) =0 in allen Differenzierbarkeitsstellen von f. 
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BEWEIS. 


O.B.d.A. setzen wir c=1. Sei p € CR) gegeben und r > 0 so gewählt, dass 
suppp C Q :=] - r,r[. Wir führen charakteristische Koordinaten ein durch 
die Transformation h: R?— R? mit 


h(&,n) = (er). de eh 


Es gilt |detdh(&,n)| = #, und h7'(Q) < 2Q :=] - 2r,2r |? ist ein auf der 

Spitze stehendes Quadrat. Für ı := poh gilt db € CX(R?) und supp d C 2Q, 

denn aus Y(&,n) #0 folgt h(E,n) € Q, also (£,n) € 2Q. Ferner gilt 
op op 


1 . 
dcdnb = Z(Lp)oh mit De a 


Nach dem Transformationssatz für Integrale folgt 


Jul’pdedt = [uLpdrd = [FE + Fin) de9mdb(E, m) dEdn 


R2 re ” 
= S (fl$ [ ndcslE,m))dn) de 


+ SE) S Orlnilen))de)dn = 0 


—2r —2r 














wegen supp ı C 2Q@. Die Anfangsbedingungen sind leicht zu verifizieren. 


1.4 Aufgabe 


Zeigen Sie: Das Einschaltproblem für 
den RL-Schwingkreis (Fig.) mit der R 
DG 
tee U(t) IC) 
L L 
und 


U, für t> 0 
ER L 
0 für t<O 


hat die schwache Lösung 


—Rı ” 
[rl #) en en ne 


0 für t<0O 
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2 Distributionen 


2.1 Einführung 


Wir beschränken uns hier auf die Grundkonzepte der Distributionentheorie. 
Als weiterführende Werke nennen wir SCHWARTZ [42], WLADIMIROW [56], GEL- 
FAND-SCHILOW [38] und HÖRMANDER [63]. Distributionen verwenden wir in 
erster Linie dazu, den Begriff der Grundlösung einer Differentialgleichung durch- 
sichtig zu machen, schwache Ableitungen zu definieren und damit den Begriff 
der schwachen Lösung einfacher formulieren zu können. Ferner soll mit ihrer 
Hilfe die Fouriertransformation für Funktionen definiert werden, die nicht zu L! 
oder L? gehören, z.B. für Polynome. 


Anlass für die Schaffung der Distributionentheorie gab eine Entwicklung in der 
Analysis, die von LEIBNIZ, EULER und LAGRANGE ausging und die zu den sym- 
bolischen Methoden u.a. von BOOLE, HEAVISIDE und DiIRAC führte, nämlich 
die Auffassung der Analysis und ihrer Operationen Differentiation, Integrati- 
on, Reihenbildung usw. als Kalkül nach dem Vorbild der Algebra. Dies war 
zwar äußerst suggestiv, führte aber mangels begrifflicher Grundlagen bald zum 
Meinungsstreit über die Berechtigung des Kalküls und auf Widersprüche. 
EULER hatte keine Bedenken, „physikalische Funktionen“, z.B. solche mit Knik- 
ken, zu differenzieren oder mit divergenten Funktionenreihen zu rechnen. DIRAC 
führte 1926 für die Zwecke der Quantenmechanik eine „uneigentliche“ Funktion 
ö ein mit 


+00 
[ la) öl - a) da = Yla) 


für alle Wellenfunktionen p € ./ und alle ae R. Eine Funktion ö mit dieser 
Eigenschaft kann es nicht geben, denn für eine solche wäre 


+00 
oda -1 


(wie sich mit Hilfe der Testfunktionen % = j. * X[_.n,n] ergibt), andererseits 
ergäbe sich ö(z)=0 f.ü. durch Testen mit passenden Standardbuckeln. 


Die um 1945 von Laurent SCHWARTZ entwickelte Theorie der Distributionen gab 
diesen Ansätzen eine solide mathematische Grundlage. Ihr Ausgangspunkt ist 
die Beobachtung, dass eine lokalintegrable Funktion f: R”"— C ohne Verlust 
an Information durch die Linearform 


er [fe, CA(RY)-C 


ersetzt werden kann (vgl.2.3). Es ist zum Beispiel unnötig, von der “6-Funktion“ 
zu sprechen; es kommt nur auf die Linearform da :p > ypl(a) an. Entsprechend 


kann für einen linearen Differentialoperator L die Linearform p > J uL*g stell- 
) 
vertretend für > f (Lu)p herangezogen werden, wenn Lu nicht existiert. 
Q 
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2.2 Definition 


Auf dem Raum 2 := CP (IR”) der komplexwertigen Testfunktionen definieren 
wir den folgenden Konvergenzbegriff. 


Pk — p für k— 00 soll heißen: 


Es gibt eine kompakte Menge K C R” mit supp ax CK fürk =1,2,..., und 
für jeden Multiindex «a gilt 


pr > 0°p gleichmäßig für k— oo. 
Aufgrund dieser Definition ist p > OPg ein stetiger Operator auf 2: 
2 B 2 B RR “= 
PR —p — or —6O"p für jeden Multiindex 8. 


Eine Distribution oder verallgemeinerte Funktion auf R” ist eine stetige 
Linearform U:2 —C,d.h. es gilt 


(a) Ulap+bYd) = aUp+bUd für ,bEU, %,bEY, 


b) ap Unr-Uop für ko. 





Der Vektorraum der Distributionen wird mit 2’ bezeichnet. 


BEISPIELE. (i) Die Dirac-Distribution da mit Pol a ist definiert durch 
dap:=yla) fürall ge 9. 


Die Linearität und die Stetigkeit von da: 2 —C sind offensichtlich. Statt 
do schreiben wir einfach 6. 


(i) Für ae R” und jeden Multiindex « ist 
m ö"yla) 


aufgrund des Konvergenzbegriffs auf 2 ebenfalls eine Distribution. 


2.3 Reguläre Distributionen 


Satz. (a) Jeder lokalintegrierbaren Funktion u: R”" — C wird durch 


Tutlo := ) up für allepe 2 
eine Distribution {u} zugeordnet. Distributionen dieser Form heißen regulär. 


(b) Aus {u} ={v} folgt u=v fü. 


308 813 Schwache Lösungen und Distributionen 


Die Aussage (b) besagt, dass bei der Uminterpretation von Funktionen zu Dis- 
tributionen keine Information verloren geht. Das ergibt sich direkt aus dem 
Fundamentallemma 810:4.2, welches somit grundlegend für die Theorie der 
Distributionen ist. 


BEWEIS von (a) 


Sei pr u p für k > oo. Nach 2.2 gibt es eine kompakte Kugel K C RR” mit 
supp kr C Kfürk=1,2,...; ferner gilt ok — p gleichmäßig auf X für k > oo. 
Es folgt 


Hurp-turorl = | [ulp- or) | < IP - Pello Sul — 0 














für k > oo. Das bedeutet, dass die Linearform {u}: 97 — C stetig ist. 


BEISPIELE. (i) Für die charakteristische Funktion von R+, © := Xr, ist 
durch 
+0 © 
{9} = [ Ola) pla)de = [ pla) de 
— 00 0 


eine reguläre Distribution auf R gegeben, genannt Heaviside-Distribution. 


(i) Für einen linearen Differentialoperator L mit konstanten Koeffizienten lie- 


feet p >» J uL*p für jede lokalintegrierbare Funktion u eine Distribution 
2 


(L* ist der zu L formal adjungierte Operator). Denn aus x =, p folgt 
L* px Bi L*p. Wie im Beweis (a) folgt ‘ ul’ — f[uL’e. Diese Distribu- 
tion ist regulär und hat die Form { f}, wenn u eine schwache Lösung von Lu = f 
ist, vgl. 1.2. 


2.4 Singuläre Distributionen 


Jede nicht reguläre Distribution wird singulär genannt. 


Die Dirac-Distribution da ist singulär. 


Denn angenommen, es gilt da = {u} mit einer lokalintegrierbaren Funktion 
u:R” — ©. Für jede Testfunktion p ist dann auch (x) = ||x - all? 2x) 
eine Testfunktion, also gilt 


0 = Ya) = day = {u}d = Sul) |x - al’o(x) d”x. 








Nach dem Fundamentallemma 810:4.2 folgt ||x — all? u(x) =0 f.ü., also auch 
ux)=0 f.ü. und damit da = {u} = 0, was ein Widerspruch ist. 
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Dennoch ziehen viele Autoren die griffige Symbolik [ y(x)6d(x - a)d"x der 
etwas blassen Notation day vor. Dagegen ist auch nichts einzuwenden, solan- 
ge das Symbol ö(x — a) unter dem Integral bleibt und sich nicht als „Dirac- 
Funktion“ verselbstständigt. Es sei angemerkt, dass sich öap durchaus als In- 
tegral I (x) du(x) auffassen läßt. Dies setzt aber den Begriff der Integration 
bezüglich eines Maßes u voraus, siehe 8 20. 


Zeigen Sie, dass go > O°y(a) eine singuläre Distribution ist. 


3 Konvergenz von Distributionenfolgen 


3.1 Definition und Beispiele 


Die Konvergenz einer Folge (Ur) von Distributionen gegen die Distribution U 
definieren wir durch 


Ur =, U: ‚im Up =Up für jede Testfunktion € 9. 
—oo 


Für lokalintegrierbare Funktionen ur, u sprechen wir von Konvergenz im 
Distributionensinn, wenn 


{ur} ER {u} für k—0oo, d.h. wenn 


lim Sur p= F up für jede Testfunktion pE€ 2 gilt. 


ko 


BEısPIEL. Die Funktionenfolgen (sin kx) bzw. (sin? kx) besitzen keinen punkt- 
weisen Grenzwert. Sie konvergieren aber im Distributionensinn gegen die kon- 
stanten Funktionen 0 bzw. 1/2. Das ergibt sich mit Hilfe partieller Integration 


3.2 Die Dirac-Distribution als Limes von Dirac-Folgen 


Eine Familie (u-)r>o von stetigen Funktionen u, auf IR” heißt eine im Punkt 
a konzentrierte Dirac-Folge, wenn 


20, pp R.la), [uehs)d’x=1. 


BEISPIEL. u-(%) = jr(xX— a) = jr(a- x), vgl. 8$10:1.2. 





SATZ. Für jede im Punkt a konzentrierte Dirac-Folge (ur) gilt 


u für rd. 
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BEWEIS. 


Sei e > 0 gegeben und p eine Testfunktion. Da 9 stetig ist, gibt es ein d > 0 
mit |p(x) — pla)| < g, falls |x- al] < 6. Wegen [ ur(x)d”x = 1 und ur > 0 
gilt für r < 6 


fur} 6ap| = IHur}p - pla)| = | Furl) - y(a)) d*x | 
Fa pla)|d”x < e nn Ex =E. 





IA 











BEMERKUNGEN. (a) Für jede im Punkt a konzentrierte Dirac-Folge (ur) gilt 
lim u(X) =0 fürrxZ£a, lim ur(a) = ®. Der Satz gibt die korrekte Fassung 
Tr T=$ 


der häufig anzutreffenden Schreibweise Iim ur(X) = 6(x - a). 
ro 


(b) Das folgende Kriterium entnehmen wir SCHWARTZ [42] II.4, Satz 13: 


Satz. Es gilt „im fur} = 6 für jede Folge (ur) stetiger Funktionen mit folgen- 
—00 
den Eigenschaften: 
(i) Es gibt ein R>0O mit ur(x) 20 für ||| <R und k=1,2,..., 
(i) ur(x) > 0 gleichmäßig auf jeder Kugelschale {xe R"| + <||x||<r}, 
(ii) im f weR)d"x=1 für jedes r > 0. 
k—oo 
Kr(0) 


Die genannten Voraussetzungen sind beispielsweise erfüllt für 


ur(x) = — sinkze (n=1) und ur(x) = (=) er Frl [öAl. 


3.3 Punktladungen und Punktmassen 


(a) Ist (ur) eine im Punkt a konzentrierte Dirac-Folge, so bietet sich die Vor- 
stellung von Ladungsdichten u, der Gesamtladung 1 an, die für r > 0 immer 
schärfer lokalisiert sind. Daher dient 6a als mathematisches Modell für den 
idealisierten Fall der Ladungsdichte einer Punktladung 1 an der Stelle a. Die 
Distribution 


q da, +: + an dan 


wird als Verteilung von N Punktladungen gı,...,qn an den Stellen aı,...,an 
interpretiert; entsprechend mıda, + ... +mMx day als Massendichte eines Sy- 
stems von N Massenpunkten mit den Massen mx >0. 


(b) Flächenladungen werden ebenfalls durch Distributionen beschrieben, und 
zwar mittels gewichteter Oberflächenintegrale über Testfunktionen, vgl. WLADI- 
MIROW [56] $ 6.5 und SCHWARTZ [42] II.1. Diese Betrachtungsweisen mag formale 
Vorzüge haben; der begriflliche Aufwand für eine mathematisch strenge Hand- 
habung ist aber derart, dass der Distributionenkalkül letztlich als schwerfällig 
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anzusehen ist. Wesentlich einfacher ist die einheitliche Auffassung diskreter und 
kontinuierlicher Ladungs- oder Massenverteilungen als Maße, vgl. 8 20. 


3.4 Distributionen als Limites von Testfunktionen 


Satz. Für jede Distribution U gibt es eine Folge (u,) von Testfunktionen mit 
es, für kJ oo. 


Dieser Satz, dessen Beweis in WLADIMIROW [56] $ 7.7 gegeben wird, dient hier 
nur als Hintergrundinformation. Zum einen stellt er die Verbindung zu dem 
folgenden allgemeineren Distributionenbegriff her (MIKUSINSKI 1948): 

Sei (ur) eine Folge von Testfunktionen mit der Eigenschaft, dass die Folge 
( I ur) für jede Testfunktion x konvergiert. Dann ist durch 


My = li 
am 


eine Distribution im Sinne von Mikusinski gegeben. Jede durch 2.1 definierte 
Distribution U ist demnach auch eine Distribution im erweiterten Sinn. Eine 
Übersicht über andere Varianten des Mikusinskischen Ansatzes finden Sie bei 
TEMPLE [44]. 


Zum anderen gibt der Satz einen Hinweis darauf, wie die Differentiation von 
Distributionen im folgenden zu definieren ist. 


4 Differentiation von Distributionen 


4.1 Der Ableitungsbegriff für Distributionen 
Der Ableitungsbegriff für Distributionen soll folgenden Forderungen genügen: 


(a) Für jede Distribution U und jeden Multiindex a ist O°U wieder eine Dis- 
tribution. 


(b) Für Testfunktionen u gilt 9%fu} = {9°%u}. 
(c) Differentiation und Grenzübergang sind vertauschbar, d.h. aus U, Er U 


für k > © folgt OU, m O°U für k — oo und jeden Multiindex «a. 


Aus der Forderung (b) folgt nach dem Satz $11:3.3 über partielle Integration 
8° {u}o = {up = [Orup = (DI [uorp = (U {u}8°p 


für alle € 2. 


Nach 3.3 gibt es zu U € 2’ Testfunktionen {u,} mit {u.}p — Ug für alle 
Testfunktionen a. Die Forderung (c) verlangt daher 


U)p = lim (dHtu)p = ‚im (1)! {ur} 0% = (-ely(ö%). 
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Satz. Für jede Distribution U und jeden Multindex «& ist durch 
(U)p := (-ı)!"IU(8%E) für alle pe 9 

eine Distribution OU gegeben. 

Aus U U für ko0 folgt O°U,  SeU für k > oo. 


BEWEIS. 


Ü) HU:92—C ist linear. Aus 9% Sn p folst 9° pr En 0° y nach 2.2. Da 
U eine Distribution ist, folgt daraus für k > oo 


(U)pr = (IV) > (NV) = (O°V)p. 
(i) Sei U = U, d.h. Up — Up für alle Testfunktionen p. Dann folgt 


(Ur)p = (NUR) > (-YIIU(9°yp) = (I°U)p 





für alle € 9, somit I°U%; — OU für k — oo. 











4.2 Beispiele 


(a) Für die Heaviside-Funktion © = Xr, gilt {©} = Öö. Denn ist p eine 
Testfunktion mit suppp C]- R,R[, so gilt definitionsgemäß 








6} Ben 
{9Yy = -{8}y' = - [eo = - [ep = p(0) - e(R) = (0). 
{0} [} 


(b) Die Ableitungen der Dirac-Distribution da ergeben sich nach Definition 
aus 


(d°6a)p = (1) (8°y)la). 


(c) Si L= ), ardiör + I, arOr + a ein linearer Differentialoperator mit 
ik k=1 


konstanten Koeffizienten und L* der zu L formal adjungierte Operator, vgl. 
1.2. Dann gilt für jede lokalintegrierbare Funktion u und für € 9 nach (b) 


(Lug = [ul'e. 


(d) Ist u: R— C abschnittsweise glatt (vgl. $6:2.2 (b)) und besitzt in jedem 
kompakten Intervall höchstens endlich viele Sprungstellen, so gilt 


{uf = {W} + % (uls+) - ul@-))&. 


zEeR 


Wie ist diese Formel zu verstehen? Beachten Sie 3.1. 
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(e) Für jede stetige Funktion u auf R. gilt 
{urr fur fürh40 mit (le) := (uc+h)- ule))/h. 


(f) Ein Dipol der Stärke 1 an der Stelle a mit Richtungsvektor v (||v|| = 1) 
entsteht als Grenzwert beim Aneinanderrücken der Punktladungen 


n im Punkt a+ttv und 2 im Punkt a. 


Nach der Bemerkung 3.3 (a) beschreiben wir ihn durch die Distribution 


lim Sarıv — da e 


too 


Dies ergibt sich nach (b) aus 


en t t—0 t 
3 
=D m örele) = - (Do Kba) p für ge 9. 
k=1 k=1 
Für den oben definierten Grenzwert erhalten wir somit Oyda := — > VrORda. 


k=1 
4.3 Das Produkt von Distributionen mit C°-Funktionen 
(a) Für jede C” -Funktion a auf R” und jede Distribution U auf R” ist durch 
(aU)p := Ulap) (PE2) 


eine Distribution aU definiert. 


(b) Für das so definierte Produkt gilt die Leibniz-Regel 


N(al)- ) — raöPU. 


a+B=Y 


BEWEIS. 


(a) Mit 9 ist auch ag eine Testfunktion, und nach 8 10:2.2 (c) gilt die Leibniz- 
Regel 


) ap)= ), - ad 


a+B=Y 





Sei pr =, p für k > oo, also supp pr in einer kompakten Menge K für 
alle k € N und OPopr — 9° gleichmäßig für alle Multiindizes 8. Wegen der 
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Beschränktheit der Funktionen 8°%a (|a| < |y|) folgt aus (x) a pr En asp. Also 
ist aU eine Distribution. 


(b) Nach Definition der k-ten partiellen Ableitung einer Distribution und auf- 
grund der Definition (a) erhalten wir für pe 2 


HlaV)p = -(aU)Hp = -Ulaip) = -U(örlayp) - ray) 
= HUlap) +UlHap) = (aHrU)p + (IraU)p, also 
HlaU) = aHrU +HaU. 
Durch nochmalige Anwendung der eben erhaltenen Regel erhalten wir weiter 
IHrlaU) = Ilka KU + KkaU) 
= a KU + HaU + HadU + IKaU. 
Die allgemeine Formel ergibt sich entsprechend durch Induktion nach |y| [BA]. 


BEISPIELE. Für ae C*(R") gilt 
(Gi) ad = a(0)d, (ü) lad) = (Ira)(O)öd + a(O)Ar6. 


4.4 Affine Transformationen von Distributionen 
Gegeben sei eine affine Transformation 
F:R"7>R”, xHrc+4Ax 
mit c€ R” und einer invertierbaren Matrix A. 
(a) Für we Li,.(R”) definieren wir F{u} durch 


Flu} := {uoF}. 


(b) Die Definition von FU für beliebige Distributionen U fassen wir so, dass 
sie mit (a) verträglich ist, vgl. 3.4. Dazu beachten wir, dass aufgrund des Trans- 
formationssatzes für Integrale 


Ff{u}o = {uoF}p = [ulF)) px) d”x 
= [uly) p(F(y)) det Al” d"y = |det Al” {ul(po Fr"). 
Definieren wir für beliebige Distributionen U die Linearform FU durch 
(FU)p := |det Al" U(pgoF"') füralle yEe9, 


so ist FU eine Distribution Al. 


5 Grundlösungen 315 


5 Grundlösungen 


5.1 Differentialgleichungen für Distributionen 


Seien ZL ein linearer Differentialoperator auf dem R” mit konstanten reellen 
Koeffizienten und L* der zu L formal adjungierte Operator: 


LEN u, De Ne 


lal<m \a|<m 


Für eine Distribution U auf R” ist nach 4.1 


EU YOU 
lal<m 
wieder eine Distribution. Die Differentialgleichung LU = F mit einer gegebe- 
nen Distribution F' hat also Sinn. 
Für u,f € Li,.(R”) bedeutet die Differentialgleichung L{u} = {f} nach 
4.2 (c) 


[uL’e = [fe für alle ge 9, 


d.h. dass u eine schwache Lösung von Lu = f ist, vgl. 1.2. 


5.2 Grundlösungen 


Eine Distribution U heißt Grundlösung für L an der Stelle ae R"” (oder 
mit Pol a), wenn 


LU = öa. 


Ist U eine Grundlösung mit Pol a, so ist Ua = TaU mit ra(xX) =x-a eine 
Grundlösung mit Pol O und umgekehrt Al. Es reicht also, eine Grundlösung 
mit Pol O zu kennen; diese bezeichnen wir meistens schlechthin als Grundlö- 
sung. 


Eine Funktion T € L1,.(R”) mit 
L{T} = da 


nennen wir ebenfalls eine (reguläre) Grundlösung für L mit Pol a. Diese Diffe- 
rentialgleichung bedeutet also 


Io = o(a) für jede Testfunktion € 9. 


Die Grundlösungen eines Differentialoperators sind nicht eindeutig bestimmt. 
Ist Te Li,.(R”) eine Grundlösung von L und u eine klassische oder schwache 
Lösung der homogenen Differentialgleichung Lu = 0, so ist auch + u eine 
Grundlösung. Sind umgekehrt T1,T> € L},.(R”) Grundlösungen für L, so 
ist u = I’a — Tı eine schwache Lösung der homogenen Gleichung, d.h. es gilt 
L{u} = 0. 
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BEISPIEL. Das Newton-Potential U(x) = Gm/|x-al (G=Gravitations- 
konstante) einer Punktmasse m im Punkt a € R? ist Lösung der Distributi- 
onsgleichung 


—A{U} = AnGmöa. 


Der Nachweis folgt in $ 14: 2.4. 


5.3 Konstruktion schwacher Lösungen aus Grundlösungen 


Satz. Sei TE L},.(R") eine Grundlösung für L und f € CO(R"). Dann ist 
durch das Faltungsintegral 


ux) := (Dr f)X) = [Tx-y)fy)d’y für xeR” 


eine schwache Lösung u der inhomogenen Differentialgleichung Lu = f gege- 
ben. 


BEMERKUNG. Dieser Satz ergibt sich im Wesentlichen durch Anwendung des 
Superpositionsprinzips auf den linearen Operator L. Da der nachfolgende Be- 
weis das nicht so deutlich zeigt, machen wir die Verwendung des Superposi- 
tionsprinzips am Beispiel der Newtonschen Gravitationsgleichung -— Au=4Anf 
plausibel (f = Massendichte, die Gravitationskonstante G = 1 gesetzt). 

Für die “Massendichte“ f = möy eines Massenpunktes der Masse m an der 
Stelle y ist u = 4mml’y nach dem letzten Beispiel eine Lösung. Für die 
“Massendichte“ 


J = mıöy, +...+ MNÖyy 


von Massenpunkten mit den Massen mı,...,mn an den Stellen Yyı,--.,Yv 
ist dann durch Superposition 


N N 
ux) = Ar), mıly,(x) = At), mıl(x- y,) 
k=1 k=1 


eine Lösung von — A{u} = 4rf. Für eine stetige Massendichte f € C(RP) ist 
dann plausibel (und läßt sich auch beweisen), dass hieraus durch Grenzübergang 
im Distributionssinn folgt 


ux) = An [ f(y)T(x-y)d’y. 
BEWEIS des Satzes. 
Nach 5.2 gilt L{Ty} = öy , d.h. 
STR y) (Lo) d"x = yly) 


für alle Testfunktionen € 2 und alley € R”. Mit dem Satz von Fubini 88: 1.8 
folgt 
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{f}o = [eo Fy)d’y = [ (STx-y)(L*’o)(a) dx) fy)d”y 
= [(ST&-y)fy)d”y) (L’o)(&) d’x 


= [ u(x) (L*y)(x)d"x) = L{u}p. 














5.4 Grundlösungen gewöhnlicher Differentialgleichungen 


Für m >1 sei 
m 
de 
2: 
k=0 
ein linearer Differentialoperator auf R, mit konstanten Koeffizienten ax € R 
und am =1. 


SATZ. Wir erhalten eine Grundlösung T für L, indem wir das AWP 


Lu=0, uw0)=... =u”20)=0, umdo)=1 
lösen und 
u(lx ür © >0, 
T(z) := SE _ 
0 für z<O 


setzen. 
BEMERKUNGEN. (i) Bei Kenntnis der Nullstellen des charakteristischen Poly- 


noms )) ar A” von L können wir nach $3:3.3 u und damit T explizit angeben. 
k=0 


(Gi) T ist stetig bis auf eine Sprungstelle im Nullpunkt mit Sprunghöhe 1. 
Für m > 2 ist T C”"?-differenzierbar. Es läßt sich zeigen, dass jede Grundlö- 
sung von L diese Differenzierbarkeitseigenschaften hat. 


BEWEIS. 


Die Lösung u des AWP ist nach 83:3.3 C°-differenzierbar. T' läßt sich mit 
Hilfe der Heaviside-Funktion © (2.2(i)) als Produkt IT = u® schreiben. Nach 
4.2 (d) folgt 


{1} = {u9} = {(uß)’} + (u(0) - 0)do = {WO} + u(0)ö, 
{1}” = {u’©} + wW(0)ö8 + u(0)6°, 
und durch Induktion 
{TYP = [uPor + ur P(0)5 + ur 9(0)8" +... + ul) HD, 


Aus u(0)= ... = u 2(0)=0, ur dO)=1, m=1, Lu=0 ergibt 
sich dann 
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L{l} = 3 {1} = [5 aru mo} + am ur (0)6 


k=0 k=0 





= {(n)8} +6 =6. 











AUFGABEN. (a) Bestimmen Sie eine Grundlösung für den Operator 
ar ta 
für die Fällea>0,a<0,a=0. 
(b) Zeigen Sie direkt mit Hilfe der Definition 5.2, dass x + 4|x| eine Grund- 
lösung für u ist. 


(c) Bestimmen Sie den Stromverlauf Ir(t) im R-L-Schwingkreis 1.4 bei An- 
regung durch einen kurzen Spannungsstoß U = (Uo/T)Xpo,r; (T > 0), indem 
Sie für die DG 


It) + ZI) = LU) 


zwei Anfangswertprobleme lösen: Zuerst auf [0,7] mit dem Anfangswert I(0) = 
0 und dann auf [T,oo[| durch stetigen Anschluss der Lösungen an der Stelle 
b= 1% 


Zeigen Sie: I' 


ans 


t) := Jim LIr(t) ist die oben konstruierte Grundlösung für 
_ 


+ 


Sr 
SE 


6 Die Fouriertransformation für temperierte Distributionen 


6.1 Temperierte Distributionen 


(a) Zielsetzung. Die Fouriertransformation auf L!(R”) soll für Distributionen 


T € 2' so fortgesetzt werden, dass für u € L'(R”) die Gleichung {u} = {u} gilt. 
Diese Forderung führt aufgrund der Wälzformel 8$12:2.3 (a) auf die Bedingung 


{u}p {u} op [tr [we {u}? für alle gE 9. 


Daher ist es naheliegend, T durch Top := T$ für alle € 9 zu definieren. 
Dem aber steht entgegen, dass % für alle nichtverschwindenden p € 3 keine 
Testfunktion ist ($12:2.2 (c)). 








Für schnellfallende Funktionen p € .Z ist dagegen auch die Fouriertransfor- 
mierte 9 schnellfallend ($ 12:3.3). Um der Definition Tp := T& Sinn zu geben, 
betrachten wir eine neue Art von Distributionen, Distributionen mit Definiti- 
onsbereich ./ statt 2: 
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(b) Auf ./ legen wir einen Konvergenzbegriff fest durch 
pr En er a Ir lx) > xx) gleichmäßig auf R” 
für k > oo und jedes Paar von Multiindizes a, ß. 


Eine temperierte Distribution T auf R” ist eine Linearform T: /—C, 
welche bezüglich dieses Konvergenzbegriffs stetig ist, 





BZ 
Pr 2%) Ter-Top. 


Die Gesamtheit .Z’ = .’(IR”) der temperierten Distributionen auf R” ist auf 
natürliche Weise ein Vektorraum über C. Aufgrund des folgenden Satzes kann 
/' als Teilraum von 2’ aufgefasst werden: 

(ec) SATZ. Für jede temperierte Distribution T ist die Einschränkung U=T|g 
von T auf 2 eine Distribution U € 2’. Die Restriktionsabbildung 


T-Tlo:#'-9' 


ist injektiv. 


BEweIs. 

(i) T|a € 2’: Aus der Konvergenz pr er p folgt pr =  [EAl. (Beachten 
Sie, dass die Vereinigung aller supp pr in einer kompakten Menge liegt, auf der 
x@ beschränkt ist.) Für die temperierte Distribution T folgt Tpr > Typ. 


(i) Es sei Te ./' und T|o = 0. Wir zeigen in Lemma (d), dass es zu jedem 


p € / eine Folge (pr) in 7 gibt mit pr aan p. Daraus folgt dann Typ = 
lim Tor = 0. Somit besteht der Kern der Restriktionsabbildung nur aus dem 


ko 


Nullfunktional. 














(d) LEMMA. Für jede achnellfallende Funktion p gibt es eine Folge (pr) von 
Testfunktionen mit pr ZZ 2. 


BEWEIS. 

Nach 810:3.5 gibt esenne 2 mit n(x) = 1 für |x|| <1lundO <n(&) <1 
sonst. Zu gegebenem p € ./ sind durch pr(x) := n(zx)y(x) für k €e N 
Testfunktionen definiert mit 9.(x) = p(x) für ||x|| < k. Für feste Multiindizes 
a,ß sind durch 


DH rn O'n(4x) 0” p(x) 
u+V= 


ebenfalls Testfunktionen 4x gegeben, und nach Wahl von n gilt 


2) RR) für |x|<k. 


320 813 Schwache Lösungen und Distributionen 


Es gibt eine Konstante C mit |O"n(x)| < C für ||x|| < 1 und |u| < |$| und eine 
Konstante D mit |x*09"p(x)| < D für xe R” und |v| < |ß]. Es folgt 


dr lR) Rp) = Rp mER) - 1) +5.(R), 


wobei s; die in (1) stehende Summe ohne das Glied mit 8 = 0 ist. Es gilt also 
|sr(x) < A/k mit einer geeigneten Konstanten A. Zu gegebenem & > 0 wählen 
wir R>0so, dass 


x"e&)Cl<se für ||x|| > R. 


Dann folgt für k > R aus (1) und (2) 














1 
| dx) - xyz] <e+ 5A für |x| > k. 
(e) BEISPIEL. Das Dirac-Funktional p > yp(a) auf . und dessen Ableitungen 
sind temperierte Distributionen. 


6.2 Reguläre temperierte Distributionen 


Wir wollen nun die Fourier-Transformation auf nicht integrierbare Funktionen 
ausdehnen. Hierzu geben wir eine Klasse von Funktionen an, welche reguläre 
temperierte Distributionen liefert und definieren für diese Funktionen dann die 
Fourier-Transformierten als temperierte Distributionen. 


SATZ. Unter jeder der folgenden Bedingungen ist durch 
{u}: 7/20, pr [up 


eine temperierte Distribution gegeben: 
(a) wel,).(R”), und es gibt ein N=1,2,... mit 


/ MOL une < oo, 
+ Bell 


(b) velP/(R”") für ein p>1, 
(c) u ist ein Polynom. 
BEWEIS. 


(a) Es genügt zu zeigen: pr Sue {u}ypr > 0. Für eine Nullfolge (x) 
in / gilt cr := sup { (1+ x") Ior(&)| | xeE R"} — 0 für k — oo. Es folgt 


frame ar 


[oe +0 
1+|x| 


| IKo or(xX) d”x | 


6 Die Fouriertransformation für temperierte Distributionen 321 


(b) Im Fall ve L!(R”) ist die Voraussetzung (a) mit N =0 erfüllt. 

Im Fall p>1seig > 1 mit u = 1 gewählt. Für u € LP(R”) und 
v(xX) := (1 + [el ) gilt or)? < (1 + |x]]"9)t. Wegen ng > n ist jo]? 
über R integrierbar ($ 11: 2.4 Folgerung (i)). Mit der Hölderschen Ungleichung 


88:2.3(b) folgt die Integrierbarkeit von |wv|, d.h. die Bedingung (a) ist mit 
N=n erfüllt. 


(ce) Seiu(x)= ), aux“ mit me N. Dann gilt außerhalb des Einheitswürfels 
lal<m 


ux)| < % Jaal||x]]% , also gibt es wegen ||x||, < ||x|| eine Konstante c 


lal<m 
mit |ux)| < e|x||” <e(1+ ||x||”). Mit N: =m+n+1 folgt 
u: Ss — für alle x € R”. 

1+ x] 14 |Ixl| 


Da die rechte Seite über R” integrierbar ist ($11:2.4 (i)), erfüllt u die Bedingung 
(a) des Satzes. 














6.3 Operationen mit temperierten Distributionen 
Sei T eine temperierte Distribution auf R”. Dann gilt 


(a) Für jeden Multündex « ist durch 
(I°T)p := (-ı)!"IT(9°%%) für alle pe / 
eine temperierte Distribution I°T definiert. 


(b) Sind sämtliche Ableitungen O°%a von a € CT (R”) polynomial beschränkt 
(vgl. 812:3.2 (d)), so ist durch 


(aT)p := T(ap) für all pe / 


eine temperierte Distribution aT definiert. 


(c) Für jede affine Abbildung 

F:R">R”, xc+Ax mit ceR”, det AZ0 
ist durch 

(FT) := |det AT T(poF!) für alle pe 


eine temperierte Distribution T definiert. Erfüllt u eine der Bedingungen 6.2(a), 
(b),(c), so gült 


F{u} = {uo F}. 
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Damit sind die temperierten Distributionen 
PT := (-ıeIT, Q’T=x°T, caT (ea(x) := e''*®) 
definiert. 
Desweiteren erhalten wir für die Abbildungen 
TalX)=xX-a, Hr(xX) = ix, o(xX) = —xX 
die temperierten Distributionen 
Tal, WI, oT. 
BEWEIS. 


(a) Aus pr Eu folgt 9° En 0°y, denn für beliebige Multiindizes Y, 
gilt mit (Q’u)(x) = x’u(x) 


pr) = = ER). 
(b) Nach 810:3.2 (d) gilt: pe / — ape SF. Zu zeigen bleibt 

Pk En PP => ap en ap. 
Dies ergibt sich aus der Leibniz-Regel ($ 10: 2.2 (c)): Q*O°(a pr) ist Linearkom- 
bination von Funktionen QOFa 9” pr = Ha Q°5” pr mit |ul, |v| < |B| . Da alle 
öFa polynomial beschränkt sind, gibt es ein N mit 

| Haar) w| < | (1 + RT) Bro - er) |: 
Nach Voraussetzung pr BE y geht in die rechte Seite gegen 0 für k — x. 
(c) Mit 2, pr gehören auch d = | det Al"!oo F! und ır = | det Al!pro F! 


zu /, und aus (kr u p folgt br Sb. Die Formel Ff{u} = {uo F} folgt wie 
im Beweis 4.4 (b) durch Rückwärtslesen der Transformationsformel. m] 


6.4 Die Fouriertransformation für temperierte Distributionen 


Gemäß den Überlegungen in 6.1 definieren wir für temperierte Distributionen 
T die Fouriertransformierte 7’ durch 


Tp:=T8 für pe. 


SATZ. (a) T ist eine temperierte Distribution. 

(b) Die Fouriertransformation 
a 

ist linear und bijektiv. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch 
eye TaTdert, 


wobei o(x)=-x und Sp=ypoo=yoc"!. 
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Insbesondere gilt 


mn 
= 


T=oT=TS. 
Mit den Bezeichnungen von 6.3 gilt 
(c) PeT = Q°T, QeT = (-ı)lelpeT für jeden Multiindex «, 


an — 


(d) Test, oT=nT, WT=r"mmT. 


BEWEIS. 
(a) Es genügt zu zeigen x 0 Pr 0 





Es gelte also px 0. Für beliebige Multiindizes «a, 8 gilt nach dem P,Q-Gesetz 
auf ./ (812:3.3 (b)) 


\xos&)| = |(Q°PFAR)R)| = er] = ea 
(2m) [ (PFOFaR)y)|d”y 


< csup{|(1+ |yI?) PrQ’ay)|| yeR”} 


c:= el I Ss 
1+Iyl 


nach $11:2.4, Folgerung (i). 


Da sich P*QPyx mittels der kanonischen Vertauschungsrelationen $12:2.2 (a) 
in eine Linearkombination von Funktionen des Typs Q" P” or verwandeln läßt, 
folgt die gleichmäßige Konvergenz Q* PP, — 0 auf R”. 


IA 


A 


mit 


(b) Zunächst bemerken wir: Ist T eine beliebige temperierte Distribution, so 
gilt nach 6.3 (c) 


oTp=T(poo ')=T(poeo)=TSp fürall pe, 


wo TS : a > TS%y eine temperierte Distribution ist. Es folgt oT’ = TS und 
oT = TS, da auch 7' eine temperierte Distribution ist. 

® ist injektiv: Aus T=0 folgt TO = Tp = 0 für alle € .Z. Da die Fourier- 
transformation auf ./ surjektiv ist, folgt T =0. Für pe ./ gilt 


Tsp = TSp = T66 = 759 = To 








nach der Umkehrformel $12:3.4. Dies bedeutet »(TS) = T und damit die 
Surjektivität von © :.7’— ./' sowie &"1(T)=TS. 
(c) Nach dem P,Q-Gesetz $12:3.3 und nach 6.3 gilt für alle ge / 


PeTp = (P°T)S = (-1)°IT(P°9) = T(Q°p) = T(Q*p) = QTr, 
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OTp = (Q°T)& = T(Q°9) = T(Pep) = T(P°yp) 
= (-ı)l!(PeT)p 


(d) ergibt sich aus der Definition der betreffenden Operationen auf .Z’ mit 
Hilfe der Skalierungsregeln $12:2.3 (c),(d),(e) [EA]. 














Nunmehr sind wir in der Lage, Polynomen Fouriertransformierte zuzuordnen, 
die jetzt allerdings temperierte Distributionen sind. 


BEISPIELE. 

(1) {1} = (2m)8s, 

(2) a} = = (2r)? (-1)!*|89°6 für jeden Multiindex a, 

(3) ia = (2m) 3fe-a} für ae”, 

(4) fea} = (2r)? 6a für aeR". 

Nachweis mit Hilfe der vorangehenden Rechenregeln als [GA]. 


SCHLUSSBEMERKUNG. Wir haben hiermit zwei Typen von Distributionen, bei- 
de werden gebraucht: Die Distributionen aus 9’ benötigen wir zur Definition 
von Grundlösungen, die Distributionen aus ./” für die Erweiterung der Fourier- 
transformation. 2’ kann nicht für beide Zwecke verwendet werden, denn dieser 
Raum erweist sich nach 6.1 für die Anwendung der Fouriertransformation als 
zu groß. Umgekehrt reicht .7’ nicht zur Beschreibung aller Grundlösungen aus, 
wie das folgende Beispiel zeigt. Für den Differentialoperator L= £ - a liefert 


dx 
U(z) = te** für > 0, T(x)=0 für x <0 eine Grundlösung in 2’ nach 5.4. 


Im Fall a > 0 gehört aber T nicht zu .Z”, denn durch p(x) = et Iron: 


ist eine Funktion p € ./ gegeben, für welche das Integral {[u}yp = f up diver- 
giert, wie sich der Leser leicht klar macht (die Mollifier j. wurden in $10:3.1 
eingeführt). 


Kapitel V Die drei Grundtypen linearer 
Differentialgleichungen 2. Ordnung 


Hierunter verstehen wir die Gleichungen 


ou Hu 
-Au=f, auf Zr Au=f 
mit gegebener rechter Seite f. Wie in 81 dargelegt wurde, fallen diese Gleichun- 
gen in verschiedenen physikalischen Kontexten an. Jeder dieser drei Typen trägt 
ganz charakteristische Wesenszüge und ist in dieser Hinsicht stellvertretend für 
den allgemeinen Fall, bei dem der Laplace-Operator durch einen gleichmäßig 
elliptischen Operator ersetzt wird, vgl. $14:1(b),816:1(c),$17:1(e). 


Explizite Lösungsdarstellungen erhalten wir nur für Raumgebiete mit starken 
Symmetrien, wie z.B. Kreisscheibe und Kugel. Beispiele hierfür haben wir bei 
den Separationsansätzen in 86 kennengelernt; weitere Anwendungen der Sepa- 
rationsmethode folgen in 815:3, 816, 817. Bei Problemstellungen ohne solche 
Symmetrieeigenschaften wird eine Theorie benötigt, welche die Existenz von 
Lösungen sicherstellt, Eindeutigkeitsaussagen macht und das qualitative Ver- 
halten der Lösungen beschreibt. Theoretische Kenntnis des Lösungsverhaltens 
ist auch für die Entwicklung effizienter numerischer Verfahren unerlässlich. 


In den folgenden vier Paragraphen stellen wir für die drei Grundtypen die wich- 
tigsten Aspekte der Theorie in aller Kürze dar. Vieles kann nur skizziert werden; 
den an Einzelheiten interessierten Lesern wird durch ausführliche Literaturan- 
gaben weitergeholfen. 


814 Randwertprobleme für den Laplace-Operator 


Vorkenntnisse für die ersten fünf Abschnitte: Lebesgue-Integral (88), Testfunk- 
tionen (Anfang von $ 10), Integralsätze von Gauß und Green ($ 11, für den RP: 
Bd.1, 826:4); für Abschnitt 6: Hilberträume (89), schwache Lösungen und Dis- 
tributionen (812). 


1 Übersicht 


(a) Wir behandeln in diesem Paragraphen das Dirichlet-Problem (1. Rand- 
wertproblem) 


-Au=f m9, u=g auf ON 
und das Neumann-Problem (2. Randwertproblem) 
-Au=f m 9, Mu=g auf ON 


H. Fischer, H. Kaul, Mathematik für Physiker Band 2, 
DOI 10.1007/978-3-658-00477-4_5, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2014 
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(n das äußere Einheitsnormalenfeld von (2) mit gegebenen Funktionen f auf 2 
und g auf ON. Hierbei ist 2 entweder ein beschränktes Gebiet (Innenraum) 
oder R”"\. ist beschränkt und nicht leer (Außenraum). 


Die Gleichung — Au = f heißt Poisson-Gleichung ; die zugehörige homogene 
Gleichung Au= 0 wird Laplace-Gleichung genannt. 


In 815 werden Eigenwertprobleme für den Laplace-Operator auf beschränkten 
Gebieten betrachtet: 

-Au=Au in D, u=0 auf 9, 
und 

-Au=Au in Od, Mu=0 auf ON, 


Auf diese werden wir geführt, wenn in der Wärmeleitungsgleichung oder in 
der Wellengleichung die Zeitkoordinate von den Ortskoordinaten durch einen 
Produktansatz absepariert wird. 


(b) Gleichmäßig elliptische Differentialoperatoren. Die meisten der fol- 
genden Ergebnisse bleiben mit geringfügigen Modifikationen gültig, wenn wir 
den Laplace-Operator —A durch einen Operator —L der Form 


Lu = > ru + > bu -+ cu 


i,k=1 il 


ersetzen, wobei die air, bi, c beschränkte Funktionen auf 2 mit air = axı sind 
und 


AEI?”< D an) Er <ulel? für zen, geR” 


n 
i,k=1 


mit Konstanten u > A > O gilt. Nicht übertragbar auf allgemeine elliptische 
Gleichungen sind die Poissonsche Integralformel in 2.6 und die Kelvin-Trans- 
formation in 2.8. 

Als Literatur über elliptische Differentialgleichungen empfehlen wir GILBARG- 
TRUDINGER [79] und Evans [60]. 


2 Eigenschaften des Laplace-Operators 


Hier und im folgenden bezeichnen wir den Operator —A als Laplace-Ope- 

rator. Die Vorzeichenwahl ist Konventionssache, für das negative Vorzeichen 

sprechen jedoch zwei Gründe: 

— Grundlösungen und Greensche Funktionen des Operators —A sind nahe der 
Singularität positiv (siehe 2.4, 2.5), 

— Die Eigenwerte von —A sind positiv (siehe $15:1.2). 
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2.1 Harmonische Funktionen 


Eine C?-Funktion u auf einem Gebiet Q C R” wird harmonisch genannt, 
wenn sie der Laplace-Gleichung Au = 0 genügt. 


Für n = 1 sind harmonische Funktionen von der Gestalt u(z) = ax + b; ihre 
Theorie ist also erst für n > 2 von Interesse. Für n = 2 stehen harmonische 
Funktionen in folgender Korrespondenz zu holomorphen Funktionen: Für jede 
holomorphe Funktion f(x +iy) = u(z,y) + iv(z,y) ist der Realteil u (ebenso 
wie der Imaginärteil v) eine harmonische Funktion, was unmittelbar aus den 
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgt. Umgekehrt ist jede har- 
monische Funktion u auf einem einfachen Gebiet 0 C R? Realteil einer ho- 
lomorphen Funktion f = u + iv, denn das Vektorfeld (-ÖO,u, du) erfüllt die 
Integrabilitätsbedingungen und besitzt somit ein Potential v in . Für u und v 
sind dann die Cauchy-Riemannschen DG erfüllt. 


2.2 Die Invarianz des Laplace-Operators unter Bewegungen 
Für C?-Funktionen u auf einem Gebiet Q CR” und eine Bewegung des R”, 
h:x-a+Ax mit Ace O„, gilt nach 811:5.3 auf 9 =h!(0) 

(Au)oh = A(uoh). 


Hiernach ist u genau dann harmonisch, wenn uoh auf ©’ harmonisch ist. 


2.3 Das Maximumprinzip 


erlaubt die Kontrolle von Lösungen der Poisson-Gleichung durch die gegebenen 
Randwerte, insbesondere sichert es die Eindeutigkeit der Lösung. Es stellt auch 
das wichtigste Hilfsmittel für die Untersuchung von qualitativen Eigenschaften 
von harmonischen Funktionen dar. 


(a) Satz. Für jede Funktion u € C(O)NC?(N) mit Au > 0 auf einem be- 
schränkten Gebiet 2 gilt 


u(x) < max u für xeN, kurz u< maxu. 


Insbesondere gilt für jede harmonische Punktion u e C(D)NC?(D) 


minu < u < maxu. 
on 80 


Der BEWEIS wurde in 86:5.6 geführt. 


(b) Strenges Maximumprinzip. Nimmt eine auf einem Gebiet X C R” har- 
monische Funktion ein Maximum oder Minimum in D an, so ist sie konstant. 


Der Beweis wird in 2.7 (b) nachgetragen. 


(c) Randpunktlemma (ZAREMBA 1910). Sei u C(MNC?(D) eine Funk- 
tion mit Au > 0, die in einem Randpunkt a € ON ein striktes Maximum 
annımmt, 
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ux) <ula) für allexeN. 


(i) Gibt es eine Kugel K= Kr(xo) CN mit ae OK, so besitzt u bei normaler 
Annäherung an den Randpunkt a positive Steigung, d.h. es gilt 
: 1 
6 rn; (u(a) — ula+ tn)) >o0 
für hinreichend kleine 6 > 0, wobei n= (xo—-a)/R der innere Normalenvektor 
der Kugel K im Punkt a ist. Insbesondere gilt 


e 1 
— Önu(a) := ‚um r (u(a) — u(a+in)) > Dj, 


falls dieser Grenzwert existiert. 


(i) Dieselbe Folgerung ergibt sich, wenn ON in einer Umgebung von a ein C?- 
Flächenstück mit innerem Einheitsnormalenvektor n im Punkt a ist. 


BEMERKUNGEN. Die Voraussetzung in (i) kann nicht wesentlich abgeschwächt 
werden, vgl. JOHN |49]13$2. Einspringende Ecken und Kanten von Q sind 
zugelassen, während nach außen weisende Ecken und Kanten ausgeschlossen 
sind. Ein Beispiel wird in 2.9 gegeben. 


BEWEIS. 


(i) Wegen der Translationsinvarianz des Laplace-Operators 2.2 dürfen wir 
xo =0O annehmen. Auf der Kugelschale No := {x e R” | R/2<||x|| <R} CD 
betrachten wir 


-allxl? _ |-aR? 

w(x) := u(x) — u(a) +v(x) mit v(x) := e —e B 

Nach Voraussetzung gilt w(x) = u(x) — ula) < 0 für |x|| = R. Fürra>1 
erhalten wir 


Aw(x) 2 Av(x) = 2a (2a |Ix|]? -n) el? > 0 in No und 


w(x) < ulx) - ula) +e@R?/4 < 0 für |x|| = R/2,a>1, 


da nach Voraussetzung max {u(x) — u(a) | ||x|| = R/2} < 0. 


Somit gilt w< 0 auf 900, Aw > 0 in Do, und aus dem Maximumprinzip folgt 
w<0 in 9b. 


Für O<t<R/2 gilt x:=a+ttne Mo und |x|| = R- t, also folgt 
u(a) —- u(a+tn) _ v(x) — w(x) & v(x) 
DEE u t 


2 
n z > > aRe*“t >0 





nach dem Mittelwertsatz für f(t) := eetan? [öA]. 
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(i) Wir zeigen, dass es unter der Voraussetzung (ii) eine Kugel K der in (i) 
genannten Art gibt. Wegen der Bewegungsinvarianz 2.2 dürfen wir a= 0 und 
n = eı annehmen. Nach Voraussetzung gibt es eine Umgebung U von O0 und 
eine C?-Funktion d : U> Rmit Vu Z0 in Uund d(x) <0 <> xeN 
für alle x € U, vgl. $11:3.1. Dabei gilt d(0O) = O und Vxb(0) = Peı mit 
B = ||VY(o)|| > 0. 


Aus dem Satz von Taylor folgt für ||x|| < 6, Ks(0) CU 


u) = Bar + z(W"(dxx,x) < Azı + Abel? 
mit A = max { 10”), Ixil < 5}. 


Wir wählen R > 0 so klein, dass 2R < ö und A — en < 0. Dann erfüllt die 
Kugel K = K,(-Reı) die Voraussetzungen (i): Es ist 0 € IK, weiter gilt für 


x € K sowohl ||x|| < ö als auch 


2Rzı + |x|? = |x+ Real? -R < 0. 





Damit ergibt sich 


U) < Bar +Alx|? = 57 (2Rrı + bel?) + (A 45) Ixil? < 0, 





d.h.xeN. 











2.4 Die Standardgrundlösung für den Laplace-Operator 
Eine auf R” lokalintegrierbare Funktion T' ist nach 813:5.2 eine Grundlösung 
für den Laplace-Operato —A, wenn — A{T} =, d.h. wenn 
- [ T(x) Ay(x) d”x = p(0) für alle Testfunktionen pe CX(R"). 
Rr 


Eine Standardmethode zur Bestimmung von Grundlösungen liefert die Fourier- 
transformation, siehe HÖRMANDER [63] Ch.2, WLADIMIROW [56] 8 10. 


Beim Laplace-Operator kommen wir jedoch schneller zum Ziel, wenn wir einen 
kugelsymmetrischen Ansatz 


T&) = Yellx|l) 


machen. Ein solcher wird durch die Invarianz 2.2 des Laplace-Operators unter 
Drehungen des R” nahegelegt. Setzen wir r = ||x|| und beachten 


(*) Oo vr’ md Fr 








ör % ör 1 ( -_ 
ik — ; 


r2 
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so erhalten wir für r #0 


AT(x) = y”(n) + 





Verlangen wir AT(x) =0 für x #0, so folgt 


[ nr" für n#2, 


ur) ca logr für n=2 


bis auf additive Konstanten. Das Auftreten von Singularitäten im Nullpunkt 
ist für Grundlösungen charakteristisch. Wie die multiplikative Konstante cn zu 
wählen ist, damit eine Grundlösung entsteht, ergibt sich aus dem folgenden 
Beweis. 


SATZ. (a) Durch 


1 
——— —_  fürn>?2, 
_.,) R= 2) on Ix|"”? 
Dix) = 
= > log ||x || fürn=2 


ist eine Grundlösung für den Laplace-Operator —A gegeben; dabei ist wm der 
Oberflächeninhalt der (n — 1)-dimensionalen Einheitssphäre, vgl. $ 11:2.4. 
Weiter gilt 

(b) T ist in R”\ {0} harmonisch. 

(c) Für jedes Normalgebiet Q CR” und jede Funktion u € C’(D) gilt die 


Darstellungsformel 


ux) = — [Tx(y) Auly)d”y + [(Tx nu — uönl’x)do für xe N, 
9 on 


wobei wir Tx(y) :=T(y-x) gesetzt haben. 


BEMERKUNGEN. (i) Wie aus dem Beweis ; hervorgeht, gilt die Formel auch unter 
der schwächeren Voraussetzung u € CH (D)NC?(9), vel. 811:4.3*. 


(ii) Durch Einsetzen von u =1 in die Darstellungsformel ergibt sich 


f Onlxdo = —1l fürjedes xEeN. 
on 


(ii) Für n = 3 ist das Newton-Potential 


U(x) = A (G = Gravitationskonstante) 
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das Gravitationspotential eines Massenpunktes der Masse m im Ursprung, d.h. 
genügt der Gravitationsgleichung 


— Alu} = AnGö. 


BEwEIS. 

(a) T ist in R”\{0} stetig und über jede Kugel K,(0) integrierbar ($11:2.4, 
Folgerung (i)), also gilt T, Tx € L},.(R”). Dass T eine Grundlösung ist, ergibt 
sich aus (c) wie folgt: Für p € CX(R”) wählen wir N als eine Kugel mit der 
Eigenschaft suppyp C 0 und erhalten 


-.(0) = [T(y)Ayply)ad”y = [ T(y)Ayly)d"y. 
19) Rr 


(b) Nach Konstruktion ist T in R”\ {0} eine harmonische C”°-Funktion. 


(c) Wir fixieren xE N und setzen 9, :=N\Kr(x) für r «1. Dann ergibt 
die 2. Greensche Identität $11:4.2 wegen ATx(y) =0 für yEeN- 


[TxAud"y = [ (Tx nu - uönl'x) do 
Dr Nr 
(**) = f (Tx nu —U Onl’x) do 
619) 
+ J (Tx Onu — Udnlx)do. 
OKr(X) 


Im Fall n > 2 erhalten wir für ye OK,.(x) 





n(y) =- 4 — * = äußerer Einheitsnormalenvektor von Q, : 
Tx(y) =nr”" mit m =1/(n-2)un , 

an(2-—-n Kn(n-2 
ri) = SEN yo = Du) nach (e), 


Önl’x(y) = (n(y), VIx(y)) = in (n- Ar". 


Mit der Transformationsformel $ 11:2.4 ergibt sich 
[ TxOnudo = r"! [ (TxÖnu)(x +r&)do(E) 
OK,(x) OKı (0) 


= mr [ Mmulx+r£)do&) > 0 für r>0. 
OK1(0) 


Weiter folgt 


332 $14 Randwertprobleme für den Laplace-Operator 


[ UMmlxdo = rs"! [ (unlx)(x + rE)do(E) 
OKr(X) OKı(0) 


= f[ udMmlxdo 
OK, (x) 


= "1 f (uOnTx)x + rE) do(E) 


OKı(0) 


= m(n-2) + ulx +r&)do(£) 


OKı(0) 
4 mn -2)unukx) für r—0. 
Unter Beachtung von Im J TxAud"y = f IxAud"”y ergibt sich wegen der 
ro Dr 9 


Festlegung 1/cn = (n—2)wn die Behauptung aus (**). Im Fall n=2 erhalten 
wir mit 1/ca = —2r das gleiche Ergebnis. 














AUFGABE. Zeigen Sie, dass das Gravitationspotential U der Kugel Kr(0) C R? 
mit der konstanten Massendichte u gegeben ist durch 


GM 
Iell 





für |x|| > R, 


3GM Ix|? 
rn: (- 3R? 


) für |x|| <R, Ukx) = 


wobei M = anRöyı die Gesamtmasse der Kugel ist. 


Hinweis: Bestimmen Sie U als radiale Lösung U(x) = u(||x||) der Newtonschen 
Gravitationsgleichung 


—AU = ArGu in Kr(0), AU = 0 außerhalb Kr(0), 


wobei N I U(x) = 0 und C!-differenzierbarer Anschluss auf 9Kr(0) ver- 
x|—00 


langt werden. Dass dies die einzige Lösung ist, wird in 3.3 gezeigt. 


2.5 Greensche Funktionen 


Unser Ziel ist, für das 1. und 2. Randwertproblem Lösungsdarstellungen zu 
gewinnen, indem wir Grundlösungen für — A mit passenden Randbedingun- 
gen konstruieren. Für jedes x € N sei ITx(y) = T(y -x) die Standard- 
grundlösung von — A an der Stelle x und Hx € CH(O)NC?(D) eine harmoni- 
sche Funktion, vgl. 811:4.3*. Dann ist auch Gx :=Tx+Hx eine Grundlösung 
von -A in 9, vgl. 813:5.2. (Für C?-berandete Gebiete lässt sich zeigen, 
dass jede Grundlösung von —A so geschrieben werden kann.) Für jede solche 
Grundlösung gilt die Greensche Darstellungsformel 


ulx) = — [x Aud"”y + [x mu —-UmGx)do für xEN, 
Q on 
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und ue CL(O)NC?(D) (GREEN 1828). Diese folgt aus 2.4 (c) unter Berück- 
sichtigung der Greenschen Identität 811:4.3*: 


[HxAud”y = [(HxAu-uAHx)d"y 
Q Q 


f (Hx Onu — uOnHx) do. 
EX 


Um eine Lösungsformel für das erste Randwertproblem 
-Au=fin Q, u=g auf ON 


zu gewinnen, wählen wir die Randbedingungen für Gx so, dass auf der rechten 
Seite der Greenschen Darstellungsformel nur die Daten f und g auftreten, nicht 
aber die gesuchte Lösung u und deren Ableitungen. 


Für das erste Randwertproblem stellen wir demgemäß die Randbedingung 
Gx(y) =0 für yEe9IN, zen. 


Ist diese erfüllt, so heißt G(x,y) = Gx(y) eine Greensche Funktion 1. Art 
für ©. Für eine solche und jede Lösung u € CH(R)NC?(D) des 1. RWP liefert 
die Greensche Darstellungsformel dann 


(1) ux) = [Gxfd"y - [ 9nGxgdo für xeN. 
9 on 


Umgekehrt erwarten wir, dass diese Formel tatsächlich eine Lösung liefert. 


Um eine Green-Funktion für das 2. Randwertproblem aufzustellen, scheint auf 
den ersten Blick die Forderung InGx = 0 auf ON zweckmäßig; man erhielte so 
eine Lösungsdarstellung durch die Daten f und g. Dem entgegen steht jedoch 
die Beziehung 


[ 9nGxdo = -1 für xeN, 
an 
die sich aus der Greenschen Darstellungsformel durch Einsetzen der konstanten 


Funktion u = 1 ergibt. Wir fordern daher lediglich nGx = c = const auf 
99, was auf -1/c = [ do = A"1(30) führt. Dementsprechend heißt eine 


an 
Grundlösung G eine Greensche Funktion 2. Art für 0, wenn 
Keen 
nx\y) © 7 Ar-ran) 


für xE N und jeden regulären Randpunkt y € O9 gilt. 
Mit einer solchen liefert die Greensche Darstellungsformel für jede Lösung u € 
CHM)NC?(D) des 2. Randwertproblems 


(2) ukx) = [Gxfd"y+ [ Gxgdo für xeN9, falls [ udo=0. 
191 on [019} 
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Satz. Sei G(x,y) = Gx(y) eine Greensche Funktion erster Art für ein be- 
schränktes Gebiet UNCR” (n> 2). Dann gilt 


(a) G ist durch N eindeutig bestimmt, 

(b) C,y)=G(y;x) für zs,yeN mit x#y (Symmetrie), 
(6) Gx ist harmonisch in I\{x} fürxeNQ, 

(d) für s,yeN mit x?#y gilt 


T(y-x) für n23, 
0 <G&,y) < 1 diam fü 9 
og ur n=2; 

ar Iy-xl 


dabei ist diamQ = supf{|x—-y|| |x,ye 9}. 


BEWEIS. 


(a) Für zwei Greenfunktionen F,G auf N ist Hx := Fx — Gx harmonisch 
in D und stetig auf ®, ferner gilt Hx = O0 auf 90. Aus dem Maximumprinzip 
2.3 (a) folgt Hx = 0, d.h. Fx = G%x für jedes xe N und somit F=G. 


(b) Wir fixieren zwei beliebige Punkte x,ye 2 mit x Zy, setzen Nr 
N\(Kr(X)UK,(y)) mit O<r<1 und verfahren wie beim Beweis für 2.4 (ec): 


UKr 
0 = [(GxAGy — Gy AGx)d"z 
Dr 








= [ (CxdnGy — Gy InGx) do 
OK,(x) 

+ * (Gx OnGy = Gy InGx) do 
OKr(y) 


— -Gy(&) + Cx(y) für r—0. 


(cl) Gx =Tx + Hx ist nach 2.4 (b) harmonisch in I\ {x}. 


(d) Wir fixieren x, ye N) mit y#x. Wegen Gx(z) = I’x(z) + Hx(z) > © 
für z> x gibt eseinr mit O<r<|x-—-y|| und Gx(z) >0 auf OK,(x). Da 
Gx auf IN verschwindet, folgt Gx(y) > 0 nach dem Maximumprinzip 2.3 (a), 
angewandt auf ,=N\K,(x). 


Im Fall n>3 gilt Tx - Gx > 0 auf 90. Nach dem Maximumprinzip für die 
harmonische Funktion —Hx =1Ix-Gx gilt diese Ungleichung dann auch in ®. 
Im Fall n = 2 wenden wir das Maximumprinzip auf die harmonische Funktion 





—Hx +  log(diamf) = Tx — Gx + 5 log(diam 02) 











an. 
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BEMERKUNGEN. Greensche Funktionen erster und zweiter Art existieren für 
jedes beschränkte Gebiet 2 mit hinreichend glattem Rand, vgl. 5.1. 

Können wir eine Green-Funktion explizit angeben (dies gelingt i.A. nur für 
Gebiete mit starken Symmetrien), so liefern die Formeln (1),(2) Lösungen der 
beiden Randwertprobleme, falls f und der Rand O0 hinreichend glatt sind, 
vgl. Abschnitt 5. Dies wird für die Laplace-Gleichung auf Kugeln im nächsten 
Abschnitt durchgeführt. Im Fall n = 2 kann die Methode der konformen Ab- 
bildung zur Konstruktion von Greenschen Funktionen verwendet werden, vgl. 
COURANT-HILBERT [2], Kap.5, 815.3. 


2.6 Die Poissonsche Integralformel 


(a) Für Kugeln X = Kr(0) CR”, n>2 ist die Greensche Funktion erster 
Art gegeben durch 


ee für x#0, 
G&,y) = 
T(y) - T(Re) für x=0. 


Dabei ist I’ die Standardgrundlösung 
für den Laplace-Operator —A, 


R? 


*+ Im X 
IIx|| 


der Bildpunkt bei der Spiegelung von 
x #0 .an der Sphäre OKr(0) und e 
ein beliebiger Vektor der Länge 1. 

Die nach 2.5 (b) bestehende Symmetrie 
G(x,y) = G(y,x) ist nicht auf den er- 
sten Blick erkennbar. 

Durch die Translation x x-a 
des R” ergibt sich G(x- a,y - a) 
als Greensche Funktion für die Kugel 
Kr(a) . 

BEwEIS. 

Sei N:= Kr(0). Für x #0 ist 


R”? |Ix |?" Tx,(y) für n>3 


—-Hx(y) = 1 
Tx,.(y) + 57 jo 





für n=2 


wegen x+ £D) harmonisch in einer Umgebung von . Ferner ist To — Go kon- 
stant, also ist Hx = Gx - Ix für jeden festen Punkt x € harmonisch in einer 
Umgebung von ©. Offenbar gilt Go(y) = 0 für ||y|| = R. 
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Für0#ZxeQ und ||y|| = R gilt 


x 2 
(*) Io = ix]? +R?-%Xx,y) = |Ix-yll? 











also Gx(y) =0 wegen der Kugelsymmetrie von T. 





Lord KELVIN gewann 1845 die Greensche Funktion für Kugeln im R?, indem 
er Gx als Potential zweier Punktladungen interpretierte, nämlich der Ladung 
q= lim Punkt x # 0 und der Gegenladung gx = —R/||x|| im Spiegelpunkt 
xXx:! 


Gx = ql’x +q,Ixy: 


(b) Für den Poisson-Kern P(x,y) := -OnGx(y) (n= y/R) der Kugel 
Kr(0) ergibt sich 
R? - ||x ‚ 
Poy) = an für [x <R, Iiyli=R. 


wm Rliy — |” 


Aus der Greenschen Darstellungsformel 2.4 (1) folgt damit 


Ist u harmonisch im Gebiet X CR” (n > 2) und K,(0) C 2, so gilt die 
Poissonsche Integralformel 


ux)= [ P(x,y)u(y)do für xe Kr(0). 
Sr(0) 


Diese stellt das n-dimensionale Analogon zur Cauchyschen Integralformel der 
Funktionentheorie dar und hat ähnlich weitreichende Konsequenzen; auf einige 
gehen wir im folgenden Abschnitt ein. 


(c) Wir verwenden die Poissonsche Integraldarstellung (wie schon in 86:5.5 
für n = 2) als Lösungsformel für das erste Randwertproblem: 


Satz. Für jede stetige Funktion g auf 8Kr(0) besitzt das Randwertproblem 
Au=0 in 2=Kr(0), u=g auf O9 


eine eindeutig bestimmte Lösung u € C(D)NC?(N). Diese ist gegeben durch 
die Poissonsche Integralformel 


R- |x|? .: 
[Er dot) Sr Ill <R, 


Sr(0) 
9X) für |xI| =R. 


u(x) = 
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BEWEIS. 


(i) Sind uı,u2 Lösungen, so ist vd = ur — ua harmonisch mit Randwerten 
Null. Aus dem Maximumprinzip 2.2 (a) folgt v = 0, also un = un. 


(ii) Der Poisson-Kern 


R?  |ix|? 


P = 
FERN) Rly-afe 


ist C°-differenzierbar und harmonisch in Kr(0) für jedes ye Kr(0). Letz- 
teres ergibt sich mit Hilfe der Rechenregeln (x) von 2.4 [üA]. 


Weil unter dem Integral differenziert werden darf, gilt dies auch für die durch 
das Integral dargestellte Funktion u. 


(ü) Esgilt [ P(x,y)do(y) =1 für xe Kr(0). Dies ergibt sich aus der 
SEX) 
Greenschen Darstellungsformel mit der Funktion u=1. 


(iv) Für x,y € Kr(0), xo € Sr(0) mit ||xo -yl| > 26 und |x—xol| < 6 
folgt |y-xl|| > ö und 


R?— ix]? = (R+ |IRTI)CR - I&|) < 2Rllxoll - Ix|l) < Rx - Koll: 


Damit ergibt sich die Abschätzung 


eye. 
wm Ir 


(v) Wir zeigen lim u(x) = g(xo) für xo € 90 = Sr(0). Zu gegebenem e > 0 
Xx-Xo 
wählen wir 6>0 so, dass 
|s(y) — g9(Xo) | <e für yeSk(0) und ||y-xol|| < 26. 


Wir setzen $ı := Sr(O)N Kas(xXo), Sa := Sr(0)\ Kas(Xo) und erhalten nach 
(ii),(iv) für xe Kr(0) mit |x— xoll < 6 


|u(x) - ulxo)| = |ulx) - g(Xo)| = I P(x,y) (g(y) — 9(x0)) do(y) 
Sr 
= [ P(x,y) (g(y) — 9(xo))do(y) + [ P(x,y) (g(y) — 9(Xo)) do(y) 
Sı Ep} 
< e[ Pix,y)doty) + Ale 1x zajlum RT 


Sı 


< ce + ARTS gl IX Xoll < 2e, 











wenn wir noch ||x — xo|| hinreichend klein wählen. 
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(d) AUFGABE. Zeigen Sie: Ist u harmonisch in 2 und Kr(a) C 0, so gilt 
ux)= [ P(x-a,y-a)u(y)do(y) 
Sr(a) 
mit dem in (b) definierten Poisson-Kern P. Machen Sie sich hierzu klar, dass 
J vin)doiy) = JS vlaty)doly), 
Sr(a) Sr(0) 
und verwenden Sie die Translationsinvarianz des Laplace-Operators. 
(e) AUFGABE. Bestimmen Sie die Green-Funktion 1. Art für 
(i) das Quadrat Q= 0,1 C R?, 
(ii) die Kugelschale O={xEeR?|1< |x|| < 2} 


durch (mehrfache) Anwendung der in (a) beschriebenen Kelvinschen Spiege- 
lungsmethode. 


2.7 Folgerungen aus der Poissonschen Integralformel 


Wir leiten aus der Poissonschen Integralformel und der zugehörigen Lösungs- 
formel 2.5 (b), (c) einige wichtige Eigenschaften harmonischer Funktionen her, 
welche in Analogie zu denen holomorpher Funktionen stehen: Mittelwerteigen- 
schaft, starkes Maximumprinzip, Entwickelbarkeit in Potenzreihen, Hebbarkeit 
von Singularitäten und Satz von Liouville. Weiterführende Untersuchungen fin- 
den sich in DAUTRAY-LIONS [4] Vol.1, Chapt. I. 


(a) Die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen. Jede auf ei- 
nem Gebiet A CR” harmonische Funktion u hat die Mittelwerteigenschaft für 
Sphären und Vollkugeln, 


ua) = —— J udo für acQ und R<1, 
. Sr(a) 

ua) = nn JS ud'x füraen und R<1, 
nt Krla) 


Da nach $11:2.4 (c) die Sphäre S$r(a) den Oberflächeninhalt w„ R””! hat und 
die Kugel Kr(a) das Volumen wn R”/n, bedeutet dies: Der Wert von u im 


Mittelpunkt jeder Kugel Kr(a) C 0 ist sowohl das Mittel der Werte von u 
auf der Randsphäre als auch der Werte auf der Vollkugel. 


BEWEIS. 

Wegen der Translationsinvarianz des Laplace-Operators sowie des Oberflächen- 
und Volumenintegrals dürfen wir 0.B.d.A. a = O annehmen, vgl. 2.6 (d). Die 
erste Formel ergibt sich dann unmittelbar aus der Poissonschen Integralformel. 
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Mit zwiebelweiser Integration ($11:2.4(b)) folgt hieraus 














R 
—R" ul = Jan“ ul = ft f udo)dr = J ud"”x 
0 S,(0) Kr(0) 


(b) Das strenge Maximumprinzip für subharmonische Funktionen. 
Wir nennen u € C’(N) subharmonisch, wenn 


1 
n—1l S 
RR 


u(a) < udo für ae und R<Il. 


Hieraus folgt mit zwiebelweiser Integration analog zu (a) 


ul [ ud”x für ae und R<1. 


mr Ka) 


Sarz. Jede Funktion u € C*(D) mit Au > 0 ist subharmonisch. 


BEWEIS. 
Sei ae N,o0.B.dA. a=0 und Kr(0) C N. Nach 2.6 (c) gibt es eine har- 
monische Funktion v auf Kr(0) mit den gleichen Randwerten wie u, und es 
gilt 

1 


Rn) 


Das auf die subharmonische Funktion u—-v angewandte Maximumprinzip 2.3 (a) 
liefert u(0) — v(0) < a —-v)=0, also ist 
R 


Al 
mA” 5,00) 














Strenges Maximumprinzip. Nimmt eine auf einem Gebiet I C TR” sub- 
harmonische Funktion u ein Maximum in an, so ist sie konstant. 


Hieraus ergibt sich der noch ausstehende Beweis von 2.3 (b), denn ist u auf 0 
harmonisch, so sind nach dem vorangehenden u und —u subharmonisch. 


BEWEIS. 

Es existiere M = max{u(x) | x € 0}, und u sei nicht konstant. Dann gibt es 
Punkte x0, xı € N mit u(xo) = M, u(xı) < M. Wir verbinden diese durch 
einen Weg 9:[0,1]— 0 und setzen s := sup{t e [0,1] | u(p(t)) = M}. Für 
a:=(s) gilt dann u(a) = M, und in jeder Kugel Kr(a), deren Abschluss in 
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N liegt, gibt es Punkte x mit u(x) < M. Diese bilden eine offene Menge, also 
gilt 
n 


m Rr 





[ wd”x <M = ula) 


Kr(a) 














im Widerspruch zur oben bewiesenen Mittelwertgleichung für Vollkugeln. 


Eine unmittelbare Folgerung hieraus sind die beiden folgenden Aussagen. 


Das schwache Maximumprinzip. Für jede auf einem beschränkten Gebiet 
NCR” subharmonische Funktion u € C’(D) gilt 


u< maxu. 
80 


Maximumprinzip für holomorphe Funktionen. /st f auf dem Gebiet IC 
C holomorph und nicht konstant, so nimmt |f| dort kein Maximum an. 
Denn |f|? ist reellwertig und subharmonisch [üA]. 


(c) Charakterisierung harmonischer Funktionen durch die Mittel- 
werteigenschaft. Jede auf N CR” stetige Funktion mit der sphärischen Mit- 
telwerteigenschaft 2.7 (a) ist harmonisch. 


BEWEIS. 


Es reicht, die Harmonizität von u in einer Umgebung jedes Punktes ae 
nachzuweisen. Sei also ae N, Kr(a) C N und v die nach 2.6 (c) existierende 
harmonische Funktion auf Kr(a) mit den gleichen Randwerten wie u. Nach (a) 
hat auch w := v — u die sphärische Mittelwerteigenschaft. Angenommen, es gilt 
w #0. Wegen w = 0 auf OKr(a) nimmt w ein Maximum oder Minimum in 
Kr(a) an, ist also nach (b) konstant, Widerspruch! Somit ist u = v auf Kr(a) 
harmonisch. 

















(d) Analytizität harmonischer Funktionen. Jede auf einem Gebiet X C 
R” harmonische Funktion u ist dort reell-analytisch, d.h. zu jedem Punkt xo € 
N gibt es einr > 0, so dass u in K,(xo) C N in eine Potenzreihe entwickelbar 
ist (a durchläuft alle Multündizes, vgl. $10:2.2): 


: 1 
ux) = >> aa(X—-%o)” mit da = Fi Hulxo). 
a& 
BEWEISSKIZZE. 


u ist C%-differenzierbar, denn nach 2.6 (b) und (d) ist jede durch das Poisson— 
Integral darstellbare Funktion auf Kugeln C°-differenzierbar. Aufgrund der 
Translationsinvarianz des Laplace-Operators dürfen wir xo =0 € annehmen. 
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Wir wählen R>0 mit Kar(0) C 2. Die Taylorentwicklung von u in Kr(0) 
im Ursprung lautet 


1 @ @ . 1 [0% a 
ux)= ), 7 9°u(0)x® + Rm(x) mit Rm(x) = > 9° uldx) x 
la|<m la|=m 
mit geeignetem 3 € ]0, 1|. Zu zeigen ist lim Rm(x) = 0. 
M—OO 


Wegen u € C”*(N) sind alle Ableitungen ö°%u harmonisch. Aus der Mittel- 
werteigenschaft für d;u und dem Gaußschen Satz folgt 


J wy)(n, ei) do(y), 


" Sn) 


ul) = —— | Auly)d"y = 


UnRR 12) 


n 
WR 





|u)| < 5M mit M = max {[u(y) | |Iiyil< A}: 
Nach diesem Prinzip ergibt sich durch trickreiche Abschätzungen und Induktion 
nach m (siehe DIBENEDETTO [59] 11.5) 


\öru)| < ._ m! für jal=m und |ix|| < R. 


Wählen wir nun r = R/(2n?e) , so gilt für ||x|| < r wegen |x*| < ||x]]” 


M/[ne\®” „ _M (n?e\” „ _ M(I\" 
m El) re)” 


lal=m 














(e) Hebbarkeit von Singularitäten (H. A. ScHwarz 1872). Si CR” 

n >22) ein Gebiet, ae N und u eine in N\{a} harmonische Funktion. Wächst 

u(x) für x— a schwächer als die Standardgrundlösung Ta(x) =I(x- a), 
u) 


lim = I, 
x>a a x) 





so kann u zu einer harmonischen Funktion auf ganz N fortgesetzt werden. 


Das ist insbesondere der Fall, wenn u in einer Umgebung von a beschränkt 
ist. Dass die Wachstumsbedingung nicht abgeschwächt werden kann, zeigt das 
Beispiel u(x) =Ta(x). 


BEWEIS. 
Sei 0.B.d.A. a = 0. Wir wählen ein R > O0 mit Kr(0) C Q und weisen nach, 
dass u in Kr(0) \ {0} mit der nach 2.6 (c) existierenden Lösung v von 


Au=0 in Kr(0), v=u auf OKr(0) 


übereinstimmt. Wir zeigen dies zuerst für n > 3. 
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Hierzu fixieren wir xo € Kr(0) \ {0} und setzen zu gegebenem e > 0 


h(x) := - (Ijx]?”” — R?") mit a:= |xo|j?" — R?*. 


v ist auf Kr(0) beschränkt. Weiter ist h nach Satz 2.4 harmonisch in R”\ {0}, 
und es gilt lim Ix|”"*u(x) = 0. Daher gibt es ein r > 0 mit 
x 


rn 2lulR)| < auf Kr(0), 
€ 2—-n 
v(&)| < —r auf Kr(0), 


r\r2 1 
r<|xoll <R und (3) ag: 
Hieraus folgt 
u-v| =0=h auf OKr(0), 


n—2 
EEE el 


= (TR) = auf OKr(0), 


a 


d.h. auf dem Rand der Kugelschale Kr(0) \ Kr(0) gilt 
 h<u-v<sh. 


Nach dem Maximumprinzip besteht diese Ungleichung auch im Innern dieser 
Kugelschale, insbesondere gilt für jedes e > 0 


Iu(xo) - v(xo)| < h(&) = €. 
Im Fall n = 2 verwenden wir als harmonische Majorante 


Jose) 
h(x) := € log(R/||xo||) 


und argumentieren ganz entsprechend. 














(f) Verallgemeinerter Satz von Liouville. Jede auf dem R” harmonische 
Funktion u, welche für ein m& No der Wachstumsbedingung 


ux)| <e(1+|x|”) für alle xe R” 


mit c>0 genügt, ist ein Polynom höchstens m-ten Grades. 
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BEWEISSKIZZE. 


Wir wählen 0O<r < R und wenden die Poissonsche Darstellungsformel 2.6 (b) 
auf u und die R-Sphäre Sr(0) an. Durch mehrfache Differentiation ergibt sich 
nach etwas mühseliger Rechnung die Abschätzung 


IR" 
(R-r)r+lel 
mit einer Konstanten K = K(n,«a) > 0. Für jeden Multiindex a mit |a| = 
m+1 folgt hieraus nach Grenzübergang R — »o das Verschwinden von O*u 


auf jeder Kugel K,(0) und damit auf dem ganzen R”, was die Behauptung 
liefert. 


|O"u(x)| < KR” für |x|| <r 














2.8 Die Kelvin-Transformation 
Die Kelvin-Transformation ermöglicht, Außenraumaufgaben in Innenraumauf- 
gaben zu überführen. 


(a) Die Spiegelung an der R-Sphäre, 
2 
h:R”\{0} > R’\{0}, xH xx := BP 
ist ein Diffeomorphismus mit hoh=1 Al. Für jedes Gebiet I CR” ist 
daher die Bildmenge 2x :=h(N\{0}) ein Gebiet, und es gilt 24x = D\ {0}. 
Für jede Funktion u : 0 — R. definieren wir die Kelvin-Transformierte 
ur: > R durch 


wie (1) für ze 0%. 


SATZ. Es gilt urx = u auf N\ {0}. 
Ist u harmonisch in N, so ist ux harmonisch in Nx. 


BEwEIS. 

Die erste Behauptung folgt nach einfacher Rechnung aus den Definitionen von 
Xx Und ux. 

Die zweite Behauptung beruht auf der Beziehung 


Aus) = (1) Auen) für ve C2(0), xen\ fo}, 





die sich nach den Rechenregeln (x) in 2.4 ergibt, [üA]. 











(b) BEISPIEL. Das Außenraumproblem in 2 \ Kr(0) besitzt die Lösungsdar- 
stellung 
2_n2 
u(x) = El / N _ do(y) für ||x|| > R. 


un R Iy- Il" 
Sr(0) 


Nachweis als unter Verwendung der Beziehung (x) in 2.6. 
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(c) Das Außenraumproblem 
Au=0 für |x|| >1, ux)=0 für |x|| =1 


hat zwei verschiedene Lösungen: Die Funktion uı =0 und 


u2|X) = 


| 1-|x|?” fürn>2, 


log ||x || für n=2. 


Für die eindeutige Lösbarkeit des Dirichletschen Außenraumproblems muss da- 
her eine zusätzliche Bedingung gestellt werden: 


Wir nennen eine harmonische Funktion u in einem Außenraum CR” (n> 2) 
regulär im Unendlichen, wenn 


lim u(x) =0 im Falln>2, 


IxII>o 


u(x) beschränkt ist für |x||>1 imFaln=2. 


SATZ. Ist u in einem Außenraum CR” (n> 2) harmonisch und regulär im 
Unendlichen, so gilt: 


(i) Die Kelvin-Transformierte ux bezüglich einer Sphäre kann zu einer har- 
monischen Funktion auf Ns U{O} fortgesetzt werden. 


(i) Es gibt Konstanten co,cı 20 mit 


co 


Ix1* 


cı 
Ix1*"" 


lu&)| < Ivuß)|i < 


für |x|>1 (m>2), 


c .. 
IVu)|| < ri für |x||>1 (n=2). 





BEWEIS. 
(i) Wir spiegeln an der Einheitssphäre (R = 1). Nach Voraussetzung gilt 


Ix|" url) = ur) — 0 für x—>0 imFal n>2, 


M 
og |ixIl| 


u(xx) 
log ||x|| 


Ux (x) 
log ||x|| 


—>0 fürx—0 imFaln=2, 

















d.h. die harmonische Funktion ux wächst für x — 0 schwächer als die Grund- 
lösung. Nach dem Hebbarkeitssatz 2.7 (e) gibt es daher eine auf 0 U{O} har- 
monische Funktion v mit ux = v auf x. 
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(ii) Wählen wir o > 0 mit K,(0) C 0x U {0}, so gibt es für die C?-dif- 
ferenzierbare Funktion v Zahlen a,b >0 mit 

vy)isa, |VeW)l<d für |Iylise. 
Mit xx = x/||x||? = h(x) ergibt sich 

ux) = ul) = [re] une) = |Rll?"Wwoh)(&). 


Hieraus folgt für r = ||x|| > 1/o 


2—n 2—n 


\u@)| = lu)Ir?”" < ar 
Weiter ergibt sich aus u= r?""(voh) mit den Rechenregeln (x) in 2.4 

Vu = (2-n)r"(voh)x + r?"((Vv)oh)dh =: (n-2)a+b 
und damit die Abschätzungen 


lal < ar", |b]| < bvar”. 


Die letzte Ungleichung folgt dabei aus 

















dihrla) = (6 FE), Mandl? = I (ma)? = 


ri 
i,k=1 


2.9 Ein Beispiel für das Verhalten harmonischer Funktionen in Ecken 


Das folgende Beispiel ist typisch für das Randverhalten harmonischer Funktio- 
nen in Gebieten mit Ecken. Es illustriert auch die zum Randpunktlemma 2.3 (c) 
gemachten Bemerkungen. 


Für 0<®< 27 betrachten wir auf dem Kreissektor 
Ve { (r cos p,rsin p) | 0<r<l1, 0<p<0o} 
das Randwertproblem 
Au=0 mQ, 
u = 0 auf.den beiden radialen Randstücken, 
u(cosyp,sinp) = - sin(np/O) für O<p<O. 


Für die Lösung u machen wir einen Produktansatz bezüglich Polarkoordinaten: 


u(r cosp,rsinp) = v(r) w(p). 
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Analog zu $6:5.2,5.3 ergeben sich die Bedingungen 
2 1, A _ u 
v(r)+=v(r)- Zofer)=0 für r>0, 
(a) 1 r 
liimv(r)=0, v(l)=1, 


r—0 


w(p)+Aw(p)=0 für O<p<O, 
(b) w(p) = - sin(np/8) für O<p<B®, 
w(0) = w(8) =0. 
Es ergibt sich A = (m/®)? und für die Lösung der Eulerschen DG (a) (vgl. 
84:4.2) v(r) =r? mit p= VA=n/®. Somit lautet die Lösung des Randwert- 
problems 
ux) = —r? sin(pp). 


Wegen u<0 in wird das Maximum von u genau im Nullpunkt angenom- 
men. Für © > r ist die a (i) des Randpunktlemmas 2.3 (c) erfüllt. 
Tatsächlich gilt dann für v := -(cosYy,sind) mit O<db <® 


. ultv)— u(l0) _ si u 00 für O>r, 
Rn t . a Fr sin(pd)>0 für O©=r. 
Im Fall 8 > folgt ug C! 9), weil lim (u(tv), v) nicht existiert. Im Fall 

1304 


8 = ist dagegen u(z,y) = —-y eine C*°-differenzierbare Funktion. Fir © <r 
besitzt der Kreissektorrand im Ursprung eine nach außen weisende Ecke. Hier 
gilt 


ß 1 
‚um -(u(tv) — u(0)) = 0. 


Es ist nicht schwer zu sehen, dass lim Vu(x) = 0 und vec! MM). 
N3x—0 


3 Eindeutigkeit von Lösungen 


3.1 Dirichlet-Problem (Erstes Randwertproblem) 
Satz. Das Dirichlet-Problem für ein beschränktes Gebiet CR” 


-Au=fin9, u=g af 99 


mit gegebenen Funktionen f € C(9), ge CP(9N) besitzt höchstens eine Lö- 
sung ve CO)NCO). 


Der BEWEIS ergibt sich unmittelbar durch Anwendung des Maximumprinzips 
2.1(a) auf die Differenz zweier Lösungen. 
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Satz. Das Dirichlet-Problem für einen Außenraum CR” (n> 2), 
-Au=f ind, u=g auf 9%, wu regulär im Unendlichen, 

mit gegebenen Funktionen f € C’(9), ge C’(80) besitzt höchstens eine Lö- 

sung ve C()NC’O). 


Die Zusatzbedingung der Regularität im Unendlichen ist unentbehrlich für die 
Eindeutigkeit der Lösung. Dies wurde für den Fall = R”\K,(0) in 2.8 (b) 
gezeigt. Auch im Beispiel 2.9 ist keine Eindeutigkeit gegeben. 





BEWEIS. 


O.B.d.A. dürfen wir OER”\ N annehmen. Für zwei Lösungen u1, u2 sei Ux 
die Kelvin-Transformierte von u = ur —ua2. Nach 2.8 (c) lässt sich ux zu einer 
auf dem Innenraum + U{0} harmonischen Funktion v fortsetzen, und es gilt 
v(X) = ux(x) = 0 auf dem Rand dieses Gebiets. Der vorangehende Satz liefert 
v=0, insbesondere ur =0 auf 2x und somit u= ur =0 auf. 














3.2 Neumann-Problem (Zweites Randwertproblem) 


NCR” (n > 2) sei ein C*-berandeter Innen- oder Außenraum mit äußerem 
Normalenfeld n. Die auf den Ergebnissen 5.2 der Potentialtheorie beruhenden 
Existenzbeweise zeigen, dass wir für das Neumann-Problem die Randableitung 
Onu in folgendem Sinn zu definieren haben: 


Onulx) := ur, (Vu(x -tn(x)),n(x)) gleichmäßig für xe O0. 


Die Greensche Integralformel für den Raum CL (D) dieser Funktionen wurde in 
$11:4.3* bewiesen. 


Satz. Das Neumann-Problem auf einem Innenraum Q, 
-Au=fin9, Mu=g auf N 
mit gegebenen stetigen Funktionen f,g besitzt bis auf additive Konstanten höch- 


stens eine Lösung ue AH(O)NCO). 


BEMERKUNGEN. (i) Als notwendige Bedingung für die Lösbarkeit ergibt sich 
nach 5.1 (c) 


Sf@x + [gdo = 0. 
Q2 619) 


(ii) Die eindeutige Lösbarkeit erhalten wir durch zusätzliche Vorgabe des Mit- 
telwerts von u auf (2 oder auf ON. 
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BEWEIS. 


Für die Differenz u zweier Lösungen gilt nach $ 11:4.3* 


[IIvul? d”x = [ unudo = 0, 
9 an 














also u = const. 
Satz. Das Neumann-Problem für einen Außenraum CR” (n> 2), 
-Au= fin, Mmu=g auf ON, u regulär im Unendlichen, 


mit gegebenen stetigen Funktionen f,g besitzt für n > 2 höchstens eine Lösung 
uccH(M)NC?(D); im Falln=2 ist die Lösung bis auf additive Konstanten 
eindeutig bestimmt. 

BEWEIS. 


Für die Differenz u zweier Lösungen gilt ve CL(O)NC?(N), 
Au =0 in Qd, Inu = 0 auf 2, u regulär im Unendlichen. 


Wir wählen R> 1 mit ON C K,(0). Dann gilt nach $11:4.3* für das be- 
schränkte Gebiet IR = NNKr(0) 


S Ivul? d”x = [ u9nudo = [ udnudo+ [ uOnudo 
SR DDR an Sr(0) 


= F udnudo. 
Sr(0) 


Dabei gelten nach 2.8 mit R= ||x|| die Abschätzungen 
lu)| 
lu)| 

Es folgt 


co/R"”, ||Vu(x)|| < a/R”! für n>2, 
©, |Vux)|| < cı/R? für n=2. 


IA 


IA 


f | Vull? d”x < 


OR 


Nach dem Ausschöpfungssatz Bd.1, 823:4.7 ergibt sich 


Wn Co a/R"? für n>2, 
w2cocı/R für n=2. 
[1Vvul’d”x = im [ |Vul’d”x = 0, 
Q Ro Or 


somit Vu=0 in 0. Damit ist u konstant, und wegen i Int ux) = 0 für 
x|—0X0 











n >2 folgt die Behauptung. 
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3.3 Das Ganzraumproblem 
Sei CR” (n>2) ein beschränktes Gebiet und fe CP). 


Satz. Das Ganzraumproblem 
-Au=f ind, -Au=0 in R"\D, 
ux) = 0 
IxII>& 
besitzt höchstens eine Lösung u € C'(R")NC?(R" \ 809). 
BEwEIS. 
Für die Differenz u zweier Lösungen gilt u €e CH(R")N C(R" \ 99), 
Au=0 in R’"\99 und lim uk) =0. 


IxII> 


Wir wählen R>0 mit QC Kr(0) und erhalten aus $11:4.3* (d), angewandt 
auf die Gebiete Kr(0), Kr(0)\ N 


f IVvul’d"x = [||Vul’d”x + Sf |Vul’d"x = [ uönudo, 
Kr(0) 2 Kr(0)\0 Sr(0) 


weil sich die beiden Randintegrale über 29) wegheben. Dabei ist zu beachten, 
dass C!(N) C Ch(9), entsprechendes für Kr(0) \ 0. Der Rest des Beweises 


erfolgt wie in 3.2 mit dem Ergebnis u = const =c, c= Ian ux) =0. 
x —00 














4 Existenz von Lösungen: Perron-Methode 


4.1 Vorbemerkungen zur Existenztheorie 


Im folgenden stellen wir drei Beweismethoden für die Existenz von Lösungen 
vor: Die Perron-Methode, die Integralgleichungsmethode und die Variationsme- 
thode. Jede hat ihre eigene Berechtigung und ihre Besonderheiten in Bezug auf 
Voraussetzungen an die Daten, beweistechnischen Aufwand und Tragweite. 


Bei allen Methoden müssen Bedingungen an den Rand ON gestellt werden, 
um die stetige Annahme der vorgegebenen Randwerte durch die Lösung zu 
gewährleisten. Die Notwendigkeit solcher Bedingungen zeigt ein Beispiel von 
LEBESGUE (1913), in dem ein Gebiet im R? mit einer scharfen, nach innen 
weisenden Spitze („Lebesgue-Stachel“) und Randwerte angegeben werden, für 
welche das Dirichlet-Problem keine Lösung besitzt, siehe COURANT-HILBERT 
[3], Kap.4, 84.4. 


Die Perron-Methode benötigt den geringsten technischen Aufwand, sie ist je- 
doch auf das 1. Randwertproblem für die Laplace-Gleichung Au = 0 be- 
schränkt (und allgemeiner auf eine homogene elliptische Gleichung Lu = 0). 
An den Gebietsrand werden hierbei nur schwache Bedingungen gestellt. 
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Die Integralgleichungsmethode beruht auf der Darstellung der Lösung durch 
Volumenpotentiale auf 0 und Oberflächenpotentiale auf O0. Die Oberflächen- 
potentiale müssen hierbei Integralgleichungen im Funktionenraum C (90) erfül- 
len. Diese Methode ist auf Innen- und Außenraumgebiete sowohl für das erste als 
auch das zweite Randwertproblem anwendbar. Wesentliche Voraussetzung für 
die Anwendbarkeit der Integralgleichungsmethode ist die Glattheit des Randes 
N. 


Die Variationsmethode geht von der Tatsache aus, dass jede Lösung eines Rand- 
wertproblems die Minimumstelle eines Integralausdrucks, des Dirichlet-Integrals 
ist. Beim Existenzbeweis wird zunächst der Definitionsbereich des Dirichlet- 
Integrals zu einem Hilbertraum so vervollständigt, dass die Fxistenz einer Mini- 
mumstelle des Dirichlet-Integrals leicht nachweisbar ist. Von der hiermit gefun- 
denen schwachen Lösung ist in einem zweiten Schritt zu zeigen, dass sie auch 
eine klassische Lösung des gegebenen Randwertproblems ist (Regularitätsbe- 
weis). 


Die Variationsmethode erweist sich als sehr ausbaufähig, sie ist insbesondere 
auch auf nichtlineare und vektorwertige Probleme anwendbar, siehe Bd.3, 86. 
Läßt die Problemstellung keine klassischen Lösungen zu (z.B. wenn die Differen- 
tialgleichung unstetige Koeffizienten besitzt), so liefert die Variationsmethode 
den Hinweis auf einen adäquaten Lösungsbegriff. 


4.2 Der Existenzsatz von Perron 


(a) Der Rand eines Gebiets N erfüllt die äußere Kegelbedingung, wenn 
jeder Randpunkt die Spitze eines außerhalb von © liegenden Kegelstücks ist: 
Zu jedem a € ON gibt es einen Vektor e der Länge 1, einen Winkel © mit 
0<®<r/2 undein r > 0, so dass das Kegelstück 


K= lativ | |v|| cos8<(v,e), ||v|| <r} 


mit nur den Punkt a gemeinsam hat. 


Durch diese Bedingung werden einspringenden Spitzen mit Winkel 0 (Lebesgue- 
Stachel s.o.) ausgeschlossen. C?-berandete und konvexe Gebiete erfüllen die 
äußere Kegelbedingung. 


Wir sprechen von einer gleichmäßigen äußeren Kegelbedingung, wenn 9 
und r unabhängig vom Randpunkt a gewählt werden können. 


(b) Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Das Dirichlet-Problem 
Au=0ind, u=g af O9 


mit gegebener Funktion g € CP(30) besitzt für ein beschränktes Gebiet Il mit 
äußerer Kegelbedingung genau eine Lösung u e C(MNCN). 
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(c) Den auf PERRON (1923) zurückgehenden BEWEIS finden Sie u.a. in GIL- 
BARG-TRUDINGER [79] 2.8, DIBENEDETTO [59] 1.6. Wir begnügen uns mit der 
Wiedergabe der Grundidee. 


Ausgangspunkt ist folgender Sachverhalt: Ist u eine Lösung und v € C’(D) 
eine subharmonische Funktion mit v<g auf ON, so gilt v<u auf ganz N. 


Das folgt aus dem schwachen Maximumprinzip 2.7(b) für die nach 2.7 (a), 
2.7(b) subharmonische Funktion v — u. Bezeichnet SL,(N) die Gesamtheit 
aller subharmonischen Funktionen v € C’() mit v< g auf 80 (SL steht für 
Sublösung), so gilt also 


(x)  u(x) = sup{v(x) |veSL,(M)} für xeQD. 


Beim Existenzbeweis wird umgekehrt durch (x) eine Funktion u definiert, von 
der sich zeigen lässt, dass sie harmonisch ist. Dies wird mit der Vorstellung 
plausibel, dass aus der Mittelwertungleichung 2.7 (b) für subharmonische Funk- 
tionen durch die Supremumsbildung die Mittelwertgleichung für u folgt, durch 
welche nach 2.7 (c) harmonische Funktionen charakterisiert sind. 


Die stetige Annahme der Randwerte durch die Funktion u lässt sich bei Gültig- 
keit der äußeren Kegelbedingung beweisen; dabei werden für jeden Randpunkt 
sogenannte Barriere-Funktionen konstruiert DAUTRAY-LIONS ([4] Vol.II, Ch. 2, 
$4.1, Example 9). 


FOLGERUNG. Für jeden ©? -berandeten Außenraum Q CR” hat das Dirichlet- 
Problem 
Au=0in N, u=g auf O9, 


u regulär im Unendlichen. 
mit gegebener Funktion g € CP(80) genau eine Lösung u e CNC’). 


BEweIs. 
als [DA]: Nehmen Sie 0.B.d.A. 0 €e R”\N an. Verwenden Sie die Kelvin-Trans- 
formation und zeigen Sie, dass der Rand des gespiegelten Gebiets x ebenfalls 
C?-differenzierbar ist. 














4.3 Beispiel für ein unlösbares Dirichlet-Problem 


Die gelochte Kugel 2 = Kı(0)\ {0} CR” (n > 2) erfüllt die äußere Kegelbe- 
dingung im isolierten Randpunkt O nicht. 


Das Dirichlet-Problem 
Au=0in 2, u= 0 auf Sı(0), u(0) = 1 


besitzt auch keine Lösung u € C/(D)NC?P). 
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Denn eine solche wäre beschränkt und könnte daher nach 2.7 (e) zu einer auf 
Kı(0) harmonischen Funktion v» € CP(K1(0)) fortgesetzt werden. Für diese 
wäre aber das Maximumprinzip 2.3 (a) verletzt. 





5 Existenz von Lösungen: Integralgleichungsmethode 
5.1 Überblick: Existenz und Konstruktion von Lösungen 


In diesem Abschnitt beschreiben wir das klassische Verfahren, Lösungen des 
Dirichlet- und des Neumann-Problems für den Laplace-Operator in Form von 
Potentialen zu gewinnen. Dieses orientiert sich an der physikalischen Vorstel- 
lung, dass Gravitationsfelder und elektrische Felder durch Massen-, bzw. La- 
dungsverteilungen erzeugt werden. Es gestattet eine einheitliche Behandlung 
des Dirichlet- und des Neumann-Problems sowohl für Innenräume als auch für 
Außenräume. Als Nebenresultat ergibt sich die Existenz der Green-Funktion 
erster und zweiter Art. Die Methode macht wesentlichen Gebrauch von den Er- 
gebnissen der Potentialtheorie und der Integralgleichungstheorie auf dem Funk- 
tionenraum CP(A9). 


In diesem Abschnitt wird vorausgesetzt, dass N ein beschränktes Gebiet des 
R” (n> 2) mit C?-differenzierbarem, wegzusammenhängendem Rand O0 ist. 
Wir geben zunächst eine Übersicht über die Ergebnisse und Beweisschritte und 
gehen anschließend ins Detail. 


(a) Das Dirichlet-Problem für einen Innenraum Q, 

-Au=f in Q, u=g auf ON mit fe CO), ge CAR) 
besitzt eine eindeutig bestimmte Lösung u € C(O)NC?(9). Im Fall ge C!(80) 
gilt zusätzlich u € C!(D). Die Lösung setzt sich in der unten beschriebenen 


Weise aus einem Volumenpotential und dem Potential einer Dipolbelegung auf 
ON zusammen. 


FOLGERUNG. Es existiert eine Greensche Funktion erster Art. 


BEMERKUNG. Die Voraussetzung f € C!(N) kann zur Forderung der Hölder- 
Stetigkeit auf N abgeschwächt werden, vgl. GILBARG-TRUDINGER [79] 6.3. Für 
nur stetige Funktionen f braucht das Randwertproblem keine klassische Lösung 
zu besitzen. 

Der BEWEIS verläuft in folgenden Schritten: 

(i) Abkopplung der Inhomogenität. Für das Volumenpotential 


U(x) := [Tx(y) f(y)d”y 
19 


mit der Grundlösung I’ ergibt sich U € cm), -AU= fin, AU=0Oin 
R”\ 0; Näheres hierzu in 5.2. Löst v e C/(DO)NC?(N) das Problem 


Avu=0iın9, v=g-U auf O9, 
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so löst u= vu+ U das Ausgangsproblem. Es genügt also, den oben genannten 
Satz für das Randwertproblem 


(H) Au=0in Q, u=g auf 99 


zu zeigen. Ist dies geleistet, so ergibt sich die Green-Funktion Gx = [x + Hx 
aus der Lösung Hx des Problems Au=0mN, u= -Tx auf 90. Wegen 
Tx € C1(30) ist dann Hx e C!(M)NC?D). 


(ii) Für die Lösung u von (H) wird der Ansatz 


ux) = [ Onl’x-vdo mit ve C’(ON) 
on 


gemacht. Physikalisch entspricht dies dem Potential einer Dipolbelegung v auf 
ON. Die Eigenschaften von Flächenpotentialen werden in 5.2 beschrieben, ins- 
besondere ergibt sich aus der Sprungeigenschaft der Doppelschichtpotentiale 


2 [ nlx:vdo - v(x) = 2g(x) für xe O0. 
an 


Dies ist eine Integralgleichung für v ; wir schreiben diese in der Form 
Sv—-v=2g mit Sv(x) := 2 [ mlx-vdo für xeN. 
an 


Auf die Lösbarkeit dieser Integralgleichung wird in 5.3 eingegangen. 
(b) Die Lösung des Dirichletschen Außenraumproblems 
Au=0ind, u=g auf O9, 
u regulär im Unendlichen 


ergibt sich ebenfalls in der Form u = 4 Sv, wobei v € C’(N) diesmal der 
Integralgleichung Sv+v = 2g genügt, siehe 5.3. 
(c) Das Neumannsche Innenraumproblem lautet 

-Au=f ind, Mu =g af DO, 


wobei f € C!(D) und g € CP(30) der Verträglichkeitsbedingung 
0 


(*) [fax + f[ gdo = 
Q Ele) 


genügen und die Randbedingung im Sinne von 


a (Vu(x -tn(x)),n(x)) = g(xX) für ze ON 


zu verstehen ist, vgl. $11:4.3*. 


Diese Aufgabe besitzt eine bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmte 
Lösung u € CL(M)NC?(9D), die sich in der unten beschriebenen Weise aus 
einem Volumenpotential und dem Potential einer einfachen Belegung von ON 
zusammensetzt. Im Fall ge C!(90) gilt zusätzlich u € CH(9). 
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BEMERKUNGEN. 


(i) Aus dem letzten Sachverhalt folgt die Existenz einer Green-Funktion zwei- 
ter Art, vgl. 2.5. 


(i) Hinsichtlich der Abschwächbarkeit der Voraussetzung über f gilt das in (a) 
Gesagte. 


(iii) Die Notwendigkeit der Bedingung (c) ergibt sich aus der verallgemeinerten 
Greenschen Formel 8 11:4.3* (c): Für eine Lösung u e CL(D)NC?(D) folgt mit 
v=1 


Ja = - [ Aud"x = — [ Onudo en - [ gdo. 
9 9 on an 
Das Beweisverfahren ist ähnlich wie für (a): 


(i) Es genügt, den Fall f = 0 zu betrachten: Ist U(x) = [Txfd”y und 
9 
vech(M)NC?(D) eine Lösung des Neumann-Problems 
-Av = 0 in 9, MV = 9 - ul auf ID, 


so löst u=v+ U das Ausgangsproblem. 


(i) Die Lösung u des Neumann-Problems Au = 0 in 2, nu=g auf IN 
wird angesetzt als Potential der einfachen Randbelegung wu, 


ux) := [Txudo. 
EX) 
Die Eigenschaften solcher Flächenpotentiale werden in 5.2 beschrieben. Als Be- 
dingung für u ergibt sich die Integralgleichung 
u(x) — 2 f Txudo = -2g(x), kurz u - Tu = -29. 
EX) 


Näheres hierzu in 5.3. 


(ii) Die Green-Funktion zweiter Art Gx =Tx+Hx ergibt sich aus der Lösung 
Hx e CH(O)NC?(D) des Problems Au=0inN , nu= -1/A”1(80) auf 
ON unter Berücksichtigung der letzten Behauptung des Satzes. 


(d) Die Neumannsche Außenraumaufgabe 
Au=01ind, 


Inu = g auf 90, [ gdo=0 mit ge C’(N), 
an 
u regulär im Unendlichen 


besitzt eine Lösung u € CH(N)NC?(9) . Diese ist fürn > 3 eindeutig bestimmt; 
fürn = 2 besteht Eindeutigkeit bis auf additive Konstanten. Wie in (c) gibt es 
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eine Lösung der Form u = 3Ty, wobei die Randbelegung u der einfachen 
Schicht der Integralgleichung 


u+Tu= -2g 


genügt. 


(e) Das Ganzraumproblem. 2 sei ein beschränktes, C?-berandetes Gebiet 
und fe C!(N) eine Funktion, die wir durch Nullsetzen außerhalb von N auf 
den R” fortsetzen. Dann hat das Ganzraumproblem 


-Au = f in R”\099, lim u(x) = 0 


IxII>& 


genau eine Lösung u € CH (R")NC?(R” \ 99), und diese ist gegeben durch das 
Volumenpotential 


u(x) = [Tx(y) y)d”y- 
0) 
Das ergibt sich aus Satz 1 des folgenden Abschnitts. 


5.2 Ergebnisse der Potentialtheorie 


Im folgenden sei Q C R” (n > 2) ein beschränktes Gebiet mit C?-differen- 
zierbarem Rand % := 30, und R”\D sei ebenfalls ein Gebiet. Ferner sei n 
das äußere Normalenfeld von N und IT die Grundlösung von —A. Zu gegebenen 
Funktionen f € CP(D), mv € CP(®) definieren wir Potentiale U,V,W auf 
dem RR” durch 


U(x) := [ Tx(y)f(y)d”y 
19) 


(Volumenpotential mit der Dichte f), 


Ve) = (Vu) := [ Tx(y)uly) do(y) 


(Potential der einfachen Schicht mit der Belegung u), 


W(x) = (Wv)(&) := [ Onl'x(y)v(y) do(y) 
B>) 
(Potential der doppelten Schicht mit der Dipolbelegung v). 


Wegen Tx(y) = en|Iy-x]?" für n>3 und |[Px(y)| = (2m)! loglliy- xl 
für n = 2 konvergieren die Integrale U(x),V(x), nach 8$11:2.4(c) für alle 
xe R”; für V(x) folgt das aus der Definition des Integrals auf der (n — 1)— 
dimensionalen Untermannigfaltigkeit % Al. Die Konvergenz des Integrals 
W(x) ist im Fall x e R”\% unproblematisch. Dass W(x) auch für xe 3 
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existiert, folgt aus der Ungleichung |nl’x(y)| <c|x - yl|” ” für benachbarte 
Punkte x,ye% mit xZy. Zum Nachweis verwenden wir aus dem Beweis in 
2.4 die Beziehung 


—-x,n(y 
[OnTaly)] = KVTRLN Ay) = TE. 
un |y-xl| 
Nach Wahl einer C?-Parametrisierung ® von ® ergibt sich mit x = ®(u), 
lv) 
(u) - ®(v) = dd(u)(u-v) + R(u-v), 


|R(u- v)|| < const u - v|]j? < const Ix-yll”, 


d®(u)(u-v) L n(®(u)). 


Wir zitieren die wichtigsten Ergebnisse der Potentialtheorie; Literaturangaben 
für die Beweise werden anschliessend gegeben. 


Satz 1. Für fE C’(N) und das zugehörige Volumenpotential U gilt 

(a) VECHR"), 

(b) U ist harmonisch in R”\Q, 

() |UR)| < ex?” für |x|| > 1 mit einer Konstanten c> 0. 

(d) Gilt zusätzlich f € CD), so ist UE C’(D) und -Au= f in. 

Für das Folgende setzen wir Q_:=0, 04:=R”\ND und definieren die einsei- 
tigen Normalableitungen von V im Punkt x € 3%, soweit existent, durch 


OnVı(x) := lim (VV(x +tn(x)),n(x)), 


t—>0=+ 








entsprechend für W. 


Satz 2. Für neC’(D) und V:= Vu gilt: 
(a) VECHR"), 
(b) V ist harmonisch in R"\E= NUN. 


(c) Die einseitigen Normalableitungen OnV+(x) existieren für jedes x e % 
und erfüllen die Sprungrelationen 


InVı(x) = N(x) F - irren 











mit 
N(&) := [önl’y(x)- u(y)do(y). 


(Die Konvergenz dieses Integrals ergibt sich wie in 5.2.) 
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(d) N ist stetig auf D. 
(e) |V&)| < el]? für |x|| > 1 mit einer Konstanten c > 0. 


(f) Für ne CH(®) gilt V € C'(N+), d.h. die Einschränkung von VV auf 
N+ lässt sich stetig auf + = N+ UN fortsetzen. 

















Die Aussagen (b), (c), (d) implizieren also die für das Neumann-Problem gefor- 
derten Eigenschaften VE CH(R-)N CD). 


Sarz 3. Für ve CV(R) und W := Wv gilt: 
(a) W ist harmonisch in R"\% = NUN, 
(b) W ist stetig auf D, 





(c) Die Einschränkung von W auf N+ besitzt eine stetige Fortsetzung W+ auf 
N+UN und es bestehen die Sprungrelationen 














W+(x) = W(x) # Sue) für ze, 
(d) |W&)| < el|x|""" für ||| > 1 mit einer Konstanten c > 0. 


Der BEWEIS von Satz 1 ist zu finden in DIBENEDETTO [59] Ch. I, GILBARG- 
TRUDINGER [79] 4.2, 4.3, Leis [50] I, WLADIMIROW [56] 8 22. 

Die Sätze 2, 3 werden bewiesen in DIBENEDETTO [59] Ch. III, CoLTON-KREss 
[88] 2, MıcaLın [51] Kap. 12, 16, WLADIMIROW [56] 8 22. 


Die Potentialtheorie hat eine lange Geschichte. LAPLACE fand 1785/89, dass 
das Volumenpotential außerhalb der nach ihm benannten Gleichung Au = 0 
genügt. PoIssoN zeigte 1813, dass dieses in die Gleichung —Au = f erfüllt; 
seine Herleitung war jedoch nicht korrekt. Der Nachweis der Stetigkeits- und 
Differenzierbarkeitseigenschaften von U, V,W erfordert wegen der Singularität 
der Grundlösung diffizile Abschätzungen. Grundlegende Beiträge zur Potential- 
theorie leisteten GAUSS 1840, Otto HÖLDER 1882, LJAPUNOW 1892, KORN 1909, 
LICHTENSTEIN 1912, vgl. BURKHARDT-MEYER [194], LICHTENSTEIN [84]. 


5.3 Die Integralgleichungen der Flächenbelegungen 


(a) Wir legen die Voraussetzungen und Bezeichnungen 5.2 zugrunde und defi- 
nieren die Integraloperatoren S,T : C%(#) — CP(3) durch 


(Sv)(X) == 2 [ nlx(y)-v(y)doly), 


(Tu)(&) = 2 OnTy(x) u(y)do(y)- 
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SATZ. (i) u := t#Wv in 94, u:=g auf D = 90 löst das erste Rand- 
wertproblem für die Laplace-Gleichung im Außen-/Innenraum N+ genau dann, 
wenn ve C(N) die Integralgleichung 

















Sv tv=2g 
erfüllt. 


(i) u:= Vu in D4 löst das zweite Randwertproblem für die Laplace-Gleichung 
im Außen-/Innenraum N+ genau dann, wenn u € C’(®) der Integralgleichung 











zZ Tu - u >= —2g 
genügt. 
Teil (i) folgt aus 5.2, Sarz 3 wegen Wv = 4Sv. 


Teil (ii) folgt aus 5.2, Satz 2 mit (Tu)(x) = 2N (x), wobei für die Außenraum- 
aufgabe zu beachten ist, dass —n das äußere Normalenfeld von 2; ist. 


(b) Damit ist die Frage nach der Existenz von Lösungen der obengenannten vier 
Randwertprobleme auf die Lösung von Integralgleichungen zurückgeführt. Wir 
referieren das Vorgehen in Kürze und verweisen für Einzelheiten auf COLTON- 
Kress [88] 3.4, DAUTRAY-LIoNS [4] Vol.1, 11845, Leis [50] II, III, IV, MICHLIN 
[51] Kap. 17, WLADIMIROW [56] 8 16, 8 23. 


Die wesentliche Eigenschaft der Operatoren S,T : C’(2) > C(®) ist die die 
Kompaktheit (Vollstetigkeit): Für jede in der Supremumsnorm || - ||, be- 
schränkte Folge (fn) enthalten die Bildfolgen (Sfn), (Tfn) jeweils bezüglich 
der Norm || - || (also gleichmäßig) konvergente Teilfolgen. Für kompakte Ope- 
ratoren A auf dem unendlichdimensionalen Banachraum C’($) gilt wie im End- 
lichdimensionalen: Ist A #0 kein Eigenwert von A, so ist A— Al bijektiv. 


Es zeigt sich, dass 1 kein Eigenwert von S$ ist, woraus sich die eindeutige Lösbar- 
keit der ersten Randwertaufgabe ergibt. Ferner gilt aufgrund des Satzes von 
Fubini bezüglich des L?-Skalarproduktes auf C’(®) 


(u,Sv) = (Tu,v). 


Daraus und aus der Kompaktheit von S,T ergibt sich: It A # 0 ein Ei- 
genwert von T, so haben Kern($ — Al) und Kern(T — Al) dieselbe end- 
liche Dimension. Die Gleichung Tu — Au = 2g ist genau dann lösbar, wenn 
gt Kern ($—- Al). Es zeigt sich, dass —1 ein Eigenwert von 5 ist und dass 
der zugehörige Eigenraum aus den konstanten Funktionen besteht. Daher ist 
die Gleichung Tu + u = 2g für die Neumannsche Innenraumaufgabe genau 
dann lösbar, wenn 


[gdo=2. 
b>) 


Die Lösung ist bis auf additive Konstanten eindeutig bestimmt. 
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6 Existenz von Lösungen: Variationsmethode 


6.1 Der Grundgedanke der Variationsmethode 

(a) Wir betrachten für ein beschränktes Normalgebiet N CR” das Dirichlet- 
Problem 

(D) -Au=fin 9, u=g auf IN 


mit gegebenen Funktionen ge C(30) und fe CO). 


Wir setzen 
G.o=- {v ec!) | v=g auf an) 
und definieren auf C}(R) das Dirichlet-Integral durch 


J(v) := S (@IIvol?-fo)d x 


19) 


Satz. Eine Funktion ue CL(A)NC?(D) ist genau dann eine Lösung von (D), 
wenn u eine Minimumstelle von J auf C,(D) ist. 


Dieser Zusammenhang wurde für den Fall f = 0 von Gauss (1840) und Lord 
KELvIn (1847) gefunden. 


BEWEIS. 


() Sei vech(Q 


N ) und -Au=f in ©. Für ve C}(N) setzen wir 
p:=v-ueCyhN) under 


rhalten mit der 1. Greenschen Identität 


J(v) — J(u) 


(31lV(u+ ol? - 3 11Vull? - Fp) d*x 


cn 
nd 
F 
19) 
= EZ vr) +3 |vol? - Fo) d"x 
J 
19) 


POnudo — [(Au+f)od"x Tr f Vol? d”x 
Q Q 


> [ Ivol?dx > 0, 
N 


also ist u eine Minimumstelle von J. 


(i) Sei u € R Yn C?(N) eine Minimumstelle von J: C4(®) > R. Dann 
gilt u+spECH(D) für se R und jede Testfunktion pe C(9). 
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Die Funktion 
s+ j(s) = J(u+sp) = S @Ilvul?’- fu) dx 
Q 


+ s [ (Vu, Vp) - fo)d’x + 38° [ |Voll? d”x 
2 2 





hat dann an der Stelle s= 0 ein Minimum. Aus 5’(0) = 0 ergibt sich die 
Variationsgleichung 


(V) 0= [((Vu, Vo) - Fo)d'x = - [(Au+f)pd*x, 
9} 9} 


Letzteres nach dem Gaußschen Integralsatz in der randlosen Version 811:3.2. 
Da (V) für jede Testfunktion p € CP(9) erfüllt ist, ergibt sich aus dem Funda- 
mentallemma der Variationsrechnung 810:4.1 die Poisson-Gleichung 


Au+f=0 ind. 














(b) Umformung des Dirichlet-Problems. Unter geeigneten Voraussetzungen (Nä- 
heres in 6.6) lassen sich die Randwerte g zu einer wieder mit g bezeichneten 
Funktion ge C!(D)NC?(D) fortsetzen. In diesem Fall ist u genau dann eine 
Lösung von (D), wenn uo :=u-— g das Randwertproblem 


(Do) -Au= f+Ag in D, u=0 auf OD 
löst. Das zu (Do) gehörige Dirchlet-Integral Jo: CO) -R ist 


J (4 |Vv||? — (f+Ag)v) d”x 


[ @1lvol? - fv+(Vg, Vo))d"x. 
19 


Jo(v) 


Wir behandeln im folgenden das reduzierte Dirichlet-Problem (Do). Haben wir 
für dieses eine Lösung uo gefunden, so ist u = uo + g Lösung des Originalpro- 
blems (D). 


(b) Die Variationsmethode besteht darin, für das Dirichlet-Integral Jo die Exi- 
stenz einer Minimumstelle nachzuweisen und damit das Randwertproblem (Do) 
zu lösen. Das Vorgehen erfolgt in zwei Schritten: 


(i) Existenz einer schwachen Lösung. Auf C}(R) wird durch 


(u,v), := ie + (Vu, Vv)) d"x 


ein Skalarprodukt definiert. Der so entstandene Skalarproduktraum muss zu 
einem Hilbertraum erweitert werden; Vollständigkeit ist, wie immer in der Ana- 
lysis, eine Grundvoraussetzung für das Führen von Existenzbeweisen. 
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Die Erweiterung besteht darin, Funktionen v € L?(Q) zuzulassen, welche Ab- 
leitungen OIıv,..., mv € L?(9) im Distributionssinn besitzen. Auf dem Sobo- 
lew-Raum, dieser Funktionen ist Jo(v) definiert und stetig in der Norm || - ||, 


Der Existenzbeweis für Minimumstellen von Jo im Sobolew-Raum verläuft mit 
ganz analogen Schlüssen, wie sie beim Beweis des Projektionssatzes im Hilbert- 
raum 89:2.3 verwendet werden. Eine solche Minimumstelle heißt eine schwache 
Lösung des Minimumproblems, bzw. des zugehörigen Randwertproblems (Do). 


(ii) Regularität der schwachen Lösung. Die Hauptarbeit der Variationsmetho- 
de besteht im Nachweis, dass schwache Lösungen auch Lösungen im Sinne der 
ursprünglichen Problemstellung sind, d.h. C?-differenzierbar in Q und stetig 
auf ©. Dies gelingt unter geeigneten Glattheitsvoraussetzungen an die Daten. 


(c) Bei der hiermit skizzierten direkten Methode der Variationsrech- 
nung wird der Existenzbeweis für die Lösung also abgetrennt vom Nachweis 
der Regularitätseigenschaften. Die lange Auseinandersetzung mit diesem Ge- 
genstand in der ersten Hälfte des 20. Jahrhunderts hat die Mathematiker zu 
der Einsicht geführt, dass dieses Vorgehen natürlich und angemessen ist; vgl. 
LADYZHENSKAYA-URALTSEVA [82] Preface. Dies wird auch dadurch gestützt, 
dass zahlreiche Minimumprobleme der Mathematischen Physik (z.B. in der Ela- 
stizitätstheorie) keine differenzierbaren Lösungen besitzen; für solche ist der 
schwache Lösungsbegriff der natürliche. Die Bedeutung der direkten Methode 
der Variationsrechnung liegt darüberhinaus darin, dass sie auch auf nichtlineare 
Probleme und Systeme von Differentialgleichungen anwendbar ist. 


Wir führen im folgenden die wichtigsten Argumente der Variationsmethode vor; 
den an Einzelheiten interessierten Leser verweisen wir auf [75]. Historische No- 
tizen zur Entwicklung der direkten Methode finden Sie in COURANT-HILBERT 
[3], Kap. 7 und Leis [50] IV, 7. 


6.2 Die Sobolew-Räume W'(N) und W;(0) 
Literatur: GILBARG-TRUDINGER [79] Ch. 7, Apans [132]. 


Sei N ein Gebiet des R”. Norm und Skalarprodukt von L?(N) bezeichnen wir 
mit |[w|| bzw. (u, v). 


(a) Für u € L?(D) heißen vı,...,%n € L?(Q) schwache oder distributio- 
nelle Ableitungen von u, wenn für alle p € C2 (9) 


(u,dip) = -(vu,p) (i=1,...,n) 


gilt. Da L?-Funktionen lokalintegrierbar sind und somit reguläre Distributionen 
liefern (813:2.3), bedeutet dies nach 813:4.1 


fu = {u} (i=l...,n). 
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Nach 813:2.3 sind die schwachen Ableitungen, sofern sie existieren, eindeutig 
bestimmt. Für u € C!(0) und p € CX(0) gilt (u, dp) = -(dru,yp) nach 
$11:3.3. Also sind Oıu,...Onu die schwachen Ableitungen von u, falls diese und 
u selbst zu L?(N) gehören. Für u € C!(R) ist daher die partielle Ableitung 
Ö;u eine schwache Ableitung. Es ist üblich, auch im allgemeinen Fall u € L?(9) 
die schwachen Ableitungen v; mit $;u zu bezeichnen. 

Der Sobolew-Raum W!(9) ist definiert als der Vektorraum aller Funktionen 
u € L?(9), die schwache Ableitungen dıu,...,Onu € L?(Q) besitzen, versehen 
mit dem Skalarprodukt 


(u,v), = (u,v) + D (Au,dv) = [ (uv + (Vu, Vo))d"x 
ie) 


i=1 


und der zugehörigen Norm 


IIul? = S (lul? + |IVull?) dx. 
[9 


Für ue W!(9) gilt also |[ull, > |[u]| und |u]? > fIIvul? dx. 
9 


In der Literatur wird der Sobolew-Raum W!(N) meistens mit W"?(Q) bezeich- 
net. 


Sarz. W1(9) ist ein separabler Hilbertraum. 


BEWEIS. 
(i) Vollständigkeit. Ist (ur) eine Cauchy-Folge in W!(9), so sind die Folgen 
(ur), (Orur), ---, (Onur) Cauchy-Folgen in L?(Q), besitzen also L?-Limites 


U,01,...,%n € L?(D). Für Testfunktionen p € CX(9) gilt 


(dur,p) + (u,dp) = [up + unOip)d"x = 0. 
197 


Wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts folgt daraus 
(vi,p) + (udp) = 0, 
also ue W!(9) und du=w (i=1,...,n). 
(ii) Separabilität. Nach 89:1.5 ist L(Q,R”*!) = !(uo,...,Un) | ur € L?(0)} 


mit der Norm ||(uo,...,un)|” = > [lurl”d”x separabel. Durch 
k=0.0 


wg) > YA,R”), ur (wAu,...,dnu) 


ist eine Isometrie zwischen W!(N) und einem nach (i) abgeschlossenen Teilraum 
von L’(N,R”*!) gegeben. Dieser ist nach 89: 2.7 separabel. 
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(b) Der Raum W{$(N). Für eine Funktion u e W!(N) auf einem beschränk- 
ten Gebiet N sind die Werte auf IN nicht notwendig definiert; wir können aber 
das Verschwinden auf dem Rand in einem schwachen Sinn erklären. Hierzu be- 
trachten wir den Abschluss W$(0) von C2 (N) c W!(9) in der Sobolew-Norm 
|| ||); dabei lassen wir beliebige Gebiete N C R” zu. Anstelle von C(N) kann 
ebensogut CL(N) oder C}(D) genommen werden, vgl. 6.4. Für beschränkte, 
C!-berandetete Gebiete N nehmen Funktionen u € C/(R)N WALD) in allen 
Randpunkten den Wert Null an; vgl. Brezıs [133] Th. IX.17. Ohne Glattheits- 
bedingungen an den Rand lässt sich das nicht behaupten. 


(c) Satz. Sei Q ein beschränktes Gebiet. Dann ist V := WA(D) ist ein echter 
Teilraum von W!(9). Auf WA(N) ist durch 


lulv := (S Ivul? ax)” 
Q 


eine zur Sobolew-Norm äquivalente Norm gegeben; d.h. es gilt 


ul, < |ullı < k|jully mit einer Konstanten k >1. 


Wi(D), versehen mit dem zu ||: ||, gehörigen Skalarprodukt (- , - ),, ist also 
ein. separabler Hilbertraum. 


Der Beweis beruht auf der 


(d) Poincar&-Ungleichung. Liegt N zwischen zwei parallelen Hyperebenen 
mit Abstand d, so gilt mit ce = d/V2 


lujl < ellull, für alle ue Wo). 


Die demnach endliche Poincare-Konstante 





ce) := sup| Kl 


Iullv 





ueW.), ur0) 


spielt als geometrische Kennzahl des Gebiets bei vielen Differentialgleichungs- 
problemen eine wichtige Rolle. Unter den Voraussetzungen der Poincare-Unglei- 
chung ist also c(D) < d/V2. In 815:1.3 (c) zeigen wir für beschränkte Gebiete 
N, dass Aı = (2) der kleinste Eigenwert des Laplace-Operators ist. 


BEWEIS der Poincare-Ungleichung. 


Aufgrund des Transformationssatzes für Integrale gilt für u € W{(N) und jede 
Bewegung h: ve WIN) > v=uoheWi(0) mit 0’ = h7!(9); ferner 
ist |[w|| = |v|| , el) = lol, ‚ jeweils auf N bzw. 0’ bezogen [ÜA]. Wir dürfen 
daher annehmen, dass 


NCR”T'x]0,dl= {(yt)|yeR”',0<t<d}. 
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Wir betrachten zunächst eine Funktion o € CP(2). Für x = (y,t) € und 
xo = (y,0) 0 ergibt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 


Ya)l = Ip) = PRo)| < lets, o)lds 


1/2 


IA 


Fulvei y,s)|ds < (Jras s)” (S1Ivew. sl? as) 


Daraus folgt mit sukzessiver Integration 


d 


Il? < S (St JIVvelw; Sl? as) dt) ar-'y 
{0} 


Rr-1 0 


d 
= 4° [ (S1vyty,s)|? ds) d""'y 


Rr-1 0 


2 
= Allyliv 


mit c = d/vV2. Aus ||u— Yn||; > 0 mit Pn, e C%(9) folgt ||u — Pn|| > 0 
und |[u — Ya||y — 0, somit |[ul? < ce? ‚ellv” ; 














Der Beweis von (c) folgt aus der Poincar6-Ungleichung mit k? = 1+c(N)?. 


WAR) ist ein echter Teilraum von W!(N), weil die konstante Funktion 1 zu 
W'(9), aber wegen ||1|| = 0 und der Poincar6-Ungleichung nicht zu Wy(0) 
gehört. 


(e) Auswahlsatz von Rellich (F. Rellich (1930)) Jede in W$(N) beschränk- 
te Folge besitzt eine in L’(N) konvergente Teilfolge. 


Für den Beweis siehe LADYZHENSKAYA [65] I, Thm.6.1, Leis [50] V1.5. 


6.3 Die Existenz einer schwachen Lösung 


Sei ein beschränktes Gebiet des R”. Wir zeigen für das auf verschwindende 
Randwerte reduzierte Randwertproblem 


(Do) -Au= f + Ag in Q, u=0 auf 99 


die Existenz einer schwachen Lösung. Hierbei genügt es, f € L?(0), ge W'(9) 
vorauszusetzen. Wir verwenden die Bezeichnungen 


H=1?X09), (vv) = [uv dx, lee fee 
19} 19 


V=WiN), (u,v)y = [(Vu,Vo)d”x, July = S |Vull’ d”x 
197 19) 
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Dem Programm 6.1 (b) folgend, fassen wir das Dirichlet-Integral 
Aw) = [ (2 1IVol®- fv + (Vg, Vv)) d*x 

9 

ı 

2 


(v,v)y — For +(9,V)y 


als Funktion auf dem Hilbertraum V = W4(N) auf, wobei die Gradienten jetzt 
aus schwachen Ableitungen bestehen. 


Sarz. Das Dirichlet-Integral Jo : WA(Q) — R besitzt genau eine Minimum- 
stelle u € W4(D). Diese ist charakterisiert durch die Beziehung 


) (Wwp)v = (Frp)a - (Hp)y füralle pe WiN). 


Die Gleichung (x) lautet ausgeschrieben 


[t(vu, vo)d"x = [(fp-(Vg,Vp))d"x für alle pe WI). 
9 9 


Eine der Gleichung (x) genügende Funktion u € WI(N) wird eine schwache 
Lösung des Dirichlet-Problems (Do) genannt. 


BEMERKUNG. Die Variationsmethode zum Nachweis der Existenz von schwa- 
chen Lösungen stammt von FRIEDRICHS (1934); sie wird in der Literatur mei- 
stens nach LAX UND MILGRAM (1954) benannt. 


BEWEIS. 

(1) Die Existenz einer Minimumstelle kann direkt bewiesen werden, indem wir 

eine Minimalfolge für Jo:V — R wählen (d.h. eine Folge (us) in V mit 

‚Im Jo(ur) = inf{Jo(v) |veV}) und mit Hilfe der Parallelogrammgleichung 
—0o 

zeigen, dass diese eine Cauchy-Folge in V ist. Das Grenzelement u € V ist 

dann die Minimumstelle von Jo: V—R; vgl. Jonn [49] 4.5 Probl. 1. 

(2) Schneller zum Ziel kommen wir durch Anwendung der Hilbertraumtheorie. 

Hierzu zeigen wir zunächst: 


(i) Die Gleichung (x) hat genau eine Lösung u € V. Denn nach der Poincare- 
Ungleichung 6.2 gilt 


IA 


Kran pdv| S If lol + llallv lol 


IA 


cc) IIFllz + Ilallv) Ipllv für jedes pe V, 


also ist F:V>R, pr (f,P)7r- (9,9), eine stetige Linearform auf dem 
Hilbertraum V. Nach dem Darstellungssatz von Riesz-Frechet 89:2.8 existiert 
genau ein ue V mit (u,p), =FY für jedes pe V; u erfüllt also (x). 
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(i) u eV löst (x) genau dann, wenn u eine Minimumstelle von sh:V->R 
ist. Denn erfüllt u die Gleichung (x), so gilt für jedes ve V und für p=u-v 


Jo(v) — Jo(u) = Jo(u+ p) — Jo(u) 
= (up) - (Fp)a + (5 P)y + 3 lol 


Ö 
= 3lela 2 9, 





also ist we V Minimumstelle von Jo. 


Ist umgekehrt u eine Minimumstelle von Jo, so hat für jedes p € V die reell- 
wertige Funktion 





s+j(s) := Jo(u + sp) 
= JW+s((uPdy -(F,eda + (9 P)v) +38 lellv 


ins=0 eine Minimumstelle, folglich gilt 





0 = 5 (0) = (u,p)y —z (FP)a + (9,P)yv; 


d.h. u genügt der Gleichung (x). 














6.4 Weiteres über Sobolew-Räume 
(a) Approximation von W'-Funktionen durch C°-Funktionen. 


DEFINITION. Eine Funktion u € L?(N) gehört zur Klasse H!(N), wenn es Funk- 
tionen ur € C!(N)NL?(D) gibt, die im L?-Sinn gegen u konvergieren und für 
die (drur),...,(Önur) Cauchy-Folgen in L?(0) sind. 


Für u = „im Our (i=1,...,n) und Testfunktionen pe C(N) folgt dann 
—00 
aus der Stetigkeit des Skalarprodukts 
(u,0p) + (vi, p) = lim ((ur, Ip) + (dur, p)) = 0 


für i=1,... ,n, da die u, nach 6.2 (a) zu W!(Q) gehören. 


Somit gilt H!(N) c W!(9), und H!(9) ist der Abschluss von W(N)NC!(9) in 
der Sobolew-Norm || - ||,. Den Abschluss von C (2) in dieser Norm bezeichnen 
wir mit H4(0). 


Satz (KasuGA 1957). Es gilt 
H(9) = WM), Ha(0) = Wol®), WIR”) = Wo(R”). 
Für jedes u e W!(N) gibt es also Funktionen a € C*(9) mit a — u für 


k — oo in der W!-Norm; im Fall u € W!(R”) können diese mit kompaktem 
Träger gewählt werden. 
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BEWEIS. 
Wir führen den Beweis nur für & = R”. Nach 810:3.4 (b) gilt für u € L’(R”) 
lim ||u — jr * ull = 0. 
r—0 
Dabei sind die j» x u Testfunktionen. Für u €e W!(R*) gilt daher auch 
lim ||ö;u — jr * Hull = 0 = kessn) 
r—0 
Für ue W!(R”) gilt nach dem Satz über Parameterintegrale 
(jr * dru)(x a u) Yir(x-y)d'y = an Ya y)d'y 


- 7 uy)azir(&-y)d’y = 2 uly)irk&-y)d'y, 
Rr Rr 


also jr * du = Ö;(jr *u) und somit für Ur := jr zu € CI(R”) 





n 
lu- url? = |u-wl|? + „ld — Sur]? 0 für r—0. 
i=1 


Im Fall 0 # R” setzen wir u € W!(Q) durch Nullsetzen außerhalb von Q 
zu einer Funktion auf R” fort, die wir wieder mit u bezeichnen. Da jr * u 
i.A. nicht zu C2°(N) gehört, kann nicht wir oben auf jr * du = Oi(jr * u) 
geschlossen werden; dies wäre nur im Fall u € W!(R”) möglich. Der Beweis 


beruht hier darauf, Funktionen ı, € C°(D) mit u(x) = Y,u(x)ur(x) in N 


zu konstruieren, wobei für jedes x nur endlich viele diieder der Reihe von Null 
verschieden sind (Teilung der Eins). Auf u- x lässt sich die Schlussweise von 
oben wieder anwenden. Für Einzelheiten siehe Anams [132] III, 3.16, GILBARG- 
TRUDINGER [79] 7.6. 














(b) Die Sobolew-Räume W*(N). Für einen Multiindex @ = (a1,...,Qn) 
heißt va € L{,.(0) schwache a-te Ableitung von u € L},.(), wenn 


8°%Lu} = {va}, d.h. [up = (-1)fvap füralle pe C>(N). 
Q Q 
Gibt es eine Funktion v. mit dieser Eigenschaft, so bezeichnen wir sie mit O°%u. 
Für k=0,1,... setzen wir 
w*(9) := {u € L?(9) | Hu EL?’(N) existieren für |a| < kt ; 
versehen mit der Norm 


ul = (DS l0rul?arx)" 


lal<k 0 
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und dem zugehörigen Skalarprodukt. Für k = 0 ist also W°(N) = L?(D) und 
|||, die L’-Norm. Ähnlich wie in 6.2 ergibt sich: 


Sarz. W*(D) ist ein separabler Hilbertraum, und es gilt 

won) = MO), 
wobei H*(N) der Abschluss von {u € C*(0) | 9%u € L?(0) für |a| < k} be- 
züglich der Norm || - ||, ist. 


(c) Sobolew-Funktionen auf Intervallen. Sobolew-Funktionen u e W!(T) 
auf offenen Intervallen / lassen sich auf einfache Weise charakterisieren: 

Satz. Für u,uv EL?(I) sind folgende Aussagen äquivalent: 

(i) we Wt(T), und v ist schwache Ableitung von u. 

(i) u ist stetig, und es gilt 


u(z) = u(zo) + [vi dt für 2, €l. 
zo 
Unter diesen Bedingungen ist die Funktion u fast überall differenzierbar und es 
gilt W =v fü.. 


BEMERKUNG. Es gibt nichtkonstante, stetige Funktionen u mit u =0 f.ü., d.h. 
allein aus der Existenz der Ableitung uw’ f.ü. lässt sich nicht auf die schwache 
Differenzierbarkeit von u schließen; vgl. Rıesz-NAcy [131] Nr. 24. 


BEWEIS. 


(i) — (i): Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in der 
erweiterten Fassung von Lebesgue (88:3.2) folgt aus (ii) die Absolutstetigkeit 
von u und W =v f.ü.. Da jede Testfunktion absolutstetig ist, ergibt partielle 
Integration gemäß 88:3.3 für pe CZ (I) mit suppe C [aß] CI 


B B 
[rw = [ww =- [re =- [ve. 
I a 


[0% I 
(i) — (ii): Ist v schwache Ableitung von u, so ist uo(x) := [ v(t)dt (zo € I) 
zo 


absolutstetig. Partielle Integration ergibt 


0= [uw + [vo= [w uo) p' 


für alle x € C%(T). Mit dem Hilbertschen Lemma $ 10 :4.3 folgt u— uo = c mit 
einer Konstanten c. Wegen uo(xo) = ergibt sich c= u(xzo) und damit (ii). 
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(d) Glattheitseigenschaften von W*-Funktionen. 


Bereits für n = 2 enthält W!(Q) unstetige und unbeschränkte Funktionen, z.B. 
u(x) = loglog(A/||x||) auf der Einheitskreisscheibe Q, vgl. Anams [132] p.118 ff. 


Im folgenden Satz werden Bedingungen für die Stetigkeit und die Differenzier- 
barkeit von Sobolew-Funktionen angegeben. Mit der üblichen, etwas ungenauen 
Schreibweise W”(N) c C’(9) ist gemeint, dass jede Funktion u € W’(Q) nach 
Abänderung auf einer Nullmenge in C*(N) liegt; u bezeichnet in diesem Fall 
die eindeutig bestimmte Funktion in C*(9). 


Den Raum C*(D) versehen wir mit der Supremumsnorm 


lullea, := % sup {ld®uk)| | xen). 


lal<s 
Einbettungssatz (C.B. MORREY 1940). Ist Q ein beschränktes, C'- oder 
Lipschitz-berandetes Gebiet, so gilt fürr > s + n/2 
w’(n) cc’), 
und es gibt eine Konstante c= c(Q,r,s) > 0 mit 
lullc a) < ellull, für ve WR). 


Dieser Satz wird meistens als Teil des Sobolewschen Einbettungssatzes 
zitiert. Für den Beweis siehe Apams [132] 5.4 Thm., Rauch [67] 85.9, 8 2.6. 


Für Intervalle 2 = I ergibt sich die schon in (c) festgestellte Stetigkeit von 
Funktionen u € W'(T). Für & C R” mit n < 3 ist jede Funktion u € 
W?(9) stetig, und aus der Konvergenz ur — u im Sobolew-Raum W?(Q) 
folgt gleichmäßige Konvergenz ur > u. 


Seien X, Y normierte Räume mit Normen || ||x , | ||» Gilt X CY und 
Iully < const |[ul|x für alle ve X, 


so schreiben wir X > Y und nennen X stetig eingebettet in Y. Mit dieser 
Notation lautet der Einbettungssatz W’(N) > C’(2) fürr > s+n/2. 


6.5 Regularität schwacher Lösungen 

Nach 6.3 hat das reduzierte Randwertproblem 

(Do) -Au = f+Ag in Q, u=0 auf IN 

für alle f € L?(0), ge W!(9) eine schwache Lösung uo € WI (9), d.h. es gilt 


[ «vw, WVp)-fp+ (Vg,Vp)) d"x = 0 fürjedes pe Wi(N). 
9 
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Für u:=uo+geW!(0) gilt dann u-ge WL(N) und 


) [Wvu, Vo) - fo)d’x =0 für jedes pEeWiß). 
9 


Wir nennen u eine schwache Lösung des Dirichlet-Problems 
(D -Au=fim29, u=g auf O0. 


Ohne allzu großen Aufwand lässt sich zeigen (JOHN [49] 4.5): 


Satz. (a) Sei CR? beschränkt, fe C!(D) und g = 0. Dann ist u nach 
Abänderung auf einer Nullmenge C?-differenzierbar in Q. 


(b) Für C*-berandete Gebiete CR? ist unter den gleichen Voraussetzungen 
wie in (a) die schwache Lösung u auf D stetig und verschwindet auf O0. 


Für n> 3 ist der Nachweis der stetigen Annahme der vorgeschriebenen Rand- 
werte aufwendiger. Es gilt der fundamentale 


Regularitätssatz. Seien k € No, ein beschränktes C**? -berandetes Gebiet, 
fs W*(9) und ge W**?(D). Dann gehört die schwache Lösung u von (D) 
zu W*+?(O), und es gilt 


lulay s eClfll. + aller ) 
mit einer von u unabhängigen Konstanten c= c(N,k) >0. 


Zusammen mit dem Einbettungssatz 6.4 (d) ergibt sich für k+2—-n/2>s die 
Differenzierbarkeitsaussage u € C’(N), insbesondere Stetigkeit auf Q im Fall 
k+2—-n/2>0. 


Der Regularitätssatz wurde von FRIEDRICHS, LADYZHENSKAYA, NIRENBERG, 
BROWDER, LAX und anderen um 1953 bewiesen. Der Beweis beruht auf trickrei- 
cher Wahl von Testfunktionen p in der Gleichung (**) und auf lokalem Gerade- 
biegen des Randes IN durch C**?-Diffeomorphismen. Unter diesen Diffeomor- 
phismen geht die Poisson-Gleichung in eine gleichmäßig elliptische Gleichung 
(vgl.6.1(b)) über. 


Für den Beweis verweisen wir auf GILBARG-TRUDINGER [79] 8.3, 8.4, BERS- 
JOHN-SCHECHTER [58] Part II, Ch. 2,81, Rauch [67] 85.9. 


BEMERKUNGEN. 


(i) Der Regularitätssatz liefert die Kontrollierbarkeit der vollen W*+?-Norm 
einer Funktion u € WI(N) mit Aue W*(9) durch die W*-Norm von Au, 


lullay. < ellAull.- 
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Diese wichtige Tatsache erlaubt bei der Entwicklung nach Eigenfunktionen des 
Laplace-Operators 1.2 die Charakterisierung des Abfallverhaltens der Fourier- 
koeffizienten von Funktionen im Sobolew-Raum durch ihre Differenzierbarkeits- 
stufe. 


(ii) Die Voraussetzungen des Regularitätssatzes sind nicht optimal. Dies zeigt 
der Vergleich mit dem auf der Potentialtheorie beruhenden Existenzsatz 5.1 (a). 


(iii) Bei nicht glatt berandeten Gebieten 0 sind der maximal erreichbaren Re- 
gularitätsstufe der Lösung Grenzen gesetzt. Dies lässt sich am Beispiel von har- 
monischen Funktionen auf Kreissektoren (vgl. 2.9) plausibel machen; siehe auch 
GRISVARD [80] Ch. 4, NAZAROV [86] Ch. 2. 
6.6 Fortsetzung von Randwerten ins Innere 
Ist Q CR” beschränkt und C**!-berandet, so lässt sich jede C*-Funktion g 
auf IN zu einer C*-Punktion G auf N fortsetzen, und es gilt 

IGllor &) < ellgllor(on) - 
mit einer von g unabhängigen Konstanten c=c(Q,k) >0. 
BEWEISSKIZZE. Wir führen wie in $ 11:4.3* Normalkoordinaten in einer Umge- 


bung des Randes ON ein: Das äußere Einheitsnormalenfeld n:90 — R” von 
N ist C*- differenzierbar und 


8:009x])-scel- R”, (yr)+y-rn(y) 


ist für e& 1 ein C*-Diffeomorphismus auf eine Umgebung U CR” von 80. 
Die Umkehrabbildung von ® hat die Gestalt 


(x) = (PR), dR)) € INx]- sel 


mit C*-differenzierbaren Funktionen p und d auf U. 


Wir wählen ne O2°(] - e,e|) mit n(0) =1 und definieren G:R” — R durch 


n(d&))glp(x)) für xeu, 
G(x) := 
0 für xeR"\U. 
Dann ist G eine C*-Funktion mit G = g auf O0. Die Abschätzung von G in 


der C*-Norm ergibt sich aus der Tatsache, dass alle Ableitungen von p, d, n 
durch Konstanten beschränkt sind, die nur von 2 und e=e(f) abhängen. 
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815 Eigenwertprobleme für den Laplace-Operator 


1 Entwicklung nach Eigenfunktionen des Laplace-Operators 


1.1 Problemstellung 


Auf das Dirichletsche Eigenwertproblem für den Laplace-Operator auf ei- 
nem beschränkten Gebiet CR”, 


(D) -Av = Av in Q, v = 0 auf II 


werden wir durch den Produktansatz u(x,t) = a(t)v(x) für das Anfangswert- 
problem der Wellengleichung 


2 
2 -@Au=0 in OxR, u=0 auf 92xR, 
u= wo, “zu auf 2x {0} 


geführt. Wie bei den Separationsansätzen für den Fall n = 1 spaltet sich dieses 
Problem auf in das Eigenwertproblem (D) und die gewöhnliche Differentialglei- 
chung 


äft) + Aaft) = 0. 


Haben wir für das Eigenwertproblem (D) ein vollständiges Orthonormalsystem 
von Eigenfunktionen vı,va,... in L?(N) und zugehörige positive Eigenwerte 
A1,Aa,... gefunden, so ist der zu vr, Ar gehörende zeitabhängige Faktor a(t) = 
ar(t) von der Gestalt 


ar(t) = ar cos(urt) + Pr sin(urt) 


mit ur := cvVAr und Konstanten ax, Pr € R. Zu erwarten ist, dass die aus den 
Produktlösungen bestehende Reihe 


Is 


u(x,t) = 


’ ax(t)vr (X) 


1 


eine Lösung des obigen Anfangswertproblems in einem geeigneten Sinn liefert, 
falls die Anfangsbedingungen 


u > 


ee Dann), 10) = 57080) = D Bemeonle 


erfüllt sind. 


Wie bei den Fourierreihen in 86:2 stellt sich somit auch hier als zentrales Prob- 
lem die Entwickelbarkeit „beliebiger“ Funktionen in Reihen nach Eigenfunktio- 
nen des Laplace-Operators. Diese Reihen nennen wir wie dort Fourierreihen. 
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Werden beim Anfangs-Randwertproblem homogene Neumannsche Randbedin- 
gungen gestellt, so führt der Produktansatz auf das Neumannsche Eigen- 
wertproblem 


(N) -Avu= Av ind, MV = 0 auf N. 


Wir zeigen im folgenden für das Dirichletsche Eigenwertproblem auf beschränk- 
ten Gebieten N C R” die Existenz eines vollständigen ONS von Eigenfunk- 
tionen in den Räumen L?(0), W"(9) und C°(D). Die Beweise lassen sich mit 
geringen Modifikationen auf das Neumannsche Eigenwertproblem übertragen. 


1.2 Der Entwicklungssatz in L?(Q) 


Es werden die Bezeichnungen von 8 14:6.3 verwendet: 


H=7N). Wua)ge ‚m d”x, all}; = Jar d”x 
Q 
V=Wß), ft Vu,Vv)d*x, July = [IVul’d"x 
9 9 


Entwicklungssatz I. (a) Für jedes beschränkte Gebiet N C TR” gibt es Funk- 
tionen v; € WA(N) und Zahlen 4 >0 (i=1,2,...) mit folgenden Eigenschaf- 
ten: 


(i) Die v, sind schwache Lösungen des Dirichletschen Eigenwertproblems, 
(vi, P)v = A (vi, pP) für alle pe wu(9) (i = 1,2, .. 35 
(i) O<Aı <A2<..., lim Ak = ©. 
ko 


(ii) v1,v2,... ist ein vollständiges ONS in L?(Q), das heißt für jede Funktion 
k 


u € L?(N) konvergieren die Partialsummen sr := )) (vi, u)„rvi der zugehöri- 


i=1 
gen Fourierreihe in der L?-Norm gegen u, 
2 n 2 
lim ju—selly = 0 und |ull; = lv, u)%. 
k—oo 1 


(b) Ist 2 zusätzlich C”-berandet mit r > 2+n/2, so liegt jede Eigenfunktion 
vi in C?(D) und löst das Eigenwertproblem im klassischen. Sinn, 


-Auy = Av in, w=0 auf füri=1,2,.... 
BEMERKUNGEN. (i) Jeder Eigenwert A kommt unter den Aı,Aa,... vor. Denn 
andernfalls wäre jede zu A gehörende Eigenfunktion v zu den vı,va2,... ortho- 


gonal und nach (ii) folgte v= )) (u, v)„u =0. 
i=1 
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(i) Jeder Eigenwert hat endliche geometrische Vielfachheit. Das ergibt sich 


unmittelbar aus lim Ar = x. 
ko 


(ii) Für das Neumannsche Eigenwertproblem bleiben die Aussagen des Ent- 
wicklungssatzes mit zwei Modifikationen gültig: Es ist Aı = 0 (die zugehörigen 
Bigenfunktionen sind die Konstanten), und W{(0) ist durch W!(Q) zu ersetzen; 
siehe COURANT-HILBERT [3], Kap.7, $ 6.2, LADYZHENSKAYA [65] 1.5. 


Der Beweis von Teil (a) des Entwicklungssatzes beruht darauf, die Inverse des 
Laplace-Operators zu einem Operator G auf L?(9) fortzusetzen und auf die- 
sen Operator den Spektralsatz für kompakte symmetrische Operatoren aus 8 22 
anzuwenden. Hierzu benötigen wir einige Vorbereitungen. 


(c) Nach 8 14:6.3 gibt es zu jeder Funktion f € H =L?(N) genau eine schwa- 
che Lösung u € V = WÄ(N) der Gleichung — Au = f, bestimmt durch die 
Beziehung 


(u,P)v = (F,2)a für alle yEel?M). 
Diese ist äquivalent zur Gleichung 
(1) (u,v)y I (F,P)r für alle yEeWiN), 


denn C2(9) ist dicht in V = W4(N), und wegen der Poincar6-Ungleichung 
8 14:6.2 (d) impliziert die Konvergenz in V die Konvergenz in H=L?(9). 


Die durch die Beziehung (1) definierte Abbildung 
G:H>VCcH, fru 


wird der Green-Operator für das Dirichletsche Randwertproblem auf N ge- 
nannt. 


Eigenschaften des Green-Operators. Der Green-Operator 
G:17(0) = L?(9) 
ist symmetrisch, positiv definit und kompakt. 


Die Kompaktheit von G bedeutet, dass für jede in H = L?(D) beschränkte 
Folge (fr) die Bildfolge (G fr) eine in H konvergente Teilfolge enthält. 


BEWEIS. 
Mit Gf=ue Wi(Q) ergibt sich aus (1) und der Poincare-Ungleichung 


2 ICH = ul = (wu < uw =, 
woraus mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung die Stetigkeit von G folgt: 
3) ICfla < Alfa füralle feH. 
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G ist injektiv, was sich unmittelbar aus der Definition (1) und dem Fundamen- 
tallemma $10:4.2 ergibt. Zusammen mit (2) folgt hieraus die positive Definit- 
heit von G, 


(F,ENa 2 ec" IeAla > 0 für F#0. 
Die Symmetrie von G ergibt sich nach Bd.1, 820:2.1(c). 
Der Green-Operator G ist kompakt. Denn aus || fn||zr < M folgt nach (3) 


IGfally <®M fürn=1,2,..., 
und mit (2) ergibt sich 
er  edhl ee 


Nach dem Rellichschen Auswahlsatz $14:6.2 (e) enthält somit (Gfn) eine in H 
konvergente Teilfolge. 














(d) BEWEIS des Entwicklungssatzes. 


Zum Nachweis von (a) wenden wir den Spektralsatz für kompakte, symmetrische 
und positiv definite Operatoren 822:4.5 auf den Green-Operator G an. Nach 
diesem existiert in H ein vollständiges ONS vı,va,... von Eigenvektoren von G, 
wobei die zugehörigen Eigenwerte u = (vi, Gv;)z; > 0 eine monoton fallende 
Nullfolge bilden. Die Eigenwertgleichung Gv; = iv; bedeutet 


(v,p)u = m(vi,p)y füralle pe WIN), 


d.h. die v; lösen das Dirichletsche Eigenwertproblem für den Laplace-Operator 
im schwachen Sinn, und für die zugehörigen Eigenwerte A: := u, ' gilt 


A; >0, lm Ar = m. 
ko 


Teil (b) des Entwicklungssatzes ergibt sich durch mehrfache Anwendung des 
Reguläritätssatzes in 814:6.5 [üA]. 














Die Bezeichnungen v;, A; behalten wir in den folgenden Unterabschnitten bei. 


1.3 Der Entwicklungssatz in W{(Q) 
(a) Satz. Es gilt 


win) = {ue1?(o) | > Ali, u), < oo}, 


le, = D Atv,u), für veWiN). 
i=1 
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Durch wi; = a 2; (= 1,2,...) ist ein vollständiges ONS für den Hilbert- 
raum V = WA(N) gegeben, d.h. für ve V gilt 


oo 
(wi,u)yw: in V und |ullt, = D(w,u),. 
1 i=ı 


S 
Il 
IS 


{2 


BEWEIS. 


(i) Wir erinnern daran, dass nach $9:4.8 jeder Hilbertraum 5 über R. mit 
Skalarprodukt (-, -), der ein abzählbares vollständiges ONS uı,ua,... besitzt, 
isomorph zum Hilbertschen Folgenraum £? ist: Für h € 5£ gilt die Parsevalsche 


Gleichung ||hl|”? = I. (wi, h)”, und für jede Folge (cı,c2,...) € (2 konver- 


i=1 


giert die Reihe J) iu in #. 
i=1 
(i) Aus der Eigenwertgleichung 


(4) (w,v)y = A(v,v)y für alle ve We(N) 

folgt (vi, uR)y = Ai (Vi, Ur) = Ai dir , also bilden die wi = eo v; bezüglich 
des Skalarprodukts (-,-),, ein ONS, und es gilt 

5) (w,u)y = YA (vi,U)y für i=l,2,.... 


Zum Nachweis der Vollständigkeit dieses ONS ist nach dem Kriterium 8 9: 4.4 (e) 
zu zeigen: 


(wi,u)y = füralle i=1,2,... — u=0. 


In der Tat folgt aus (wi, u), = 0 nach (5) auch (vi, u), =0 für se N und 
wegen der Vollständigkeit des ONS v; inHdannu=0inH. 
(ii) Daher gilt für ve V = Wy(N) die Parsevalsche Gleichung 
lely = (wu, = DAlvu)y- 
1 


i=1 


Zu zeigen bleibt: Aus u € L?(0) und Y) A: (vi, u)7, < oo folgt ve WAN). 
i—1 


Denn nach (5) ist Y) (wi, u)y, < 00, also gibt es nach (i) ein ve V = W{(0) 
i=1 


mit (wi, v), = (wi, u), für ö=1,2,..., und nach 1.2 (a) ergibt sich 


= 

II 
N 
= 
GE 


II 
ni 


(v,U)yvi = (wi, u), wi — (wi, v), wi =v 


II 
MA 
Fr 
II 
MA 


i T 














in der Norm || - ||; , somit u=ve Wy(N). 
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(b) Rayleigh-Prinzip und Poincare-Konstante. Eigenwerte und Eigen- 
funktionen lassen sich durch folgende Minimumeigenschaft charakterisieren: 


2 
u 
A = min THE ver, uzol; 

ul 
das Minimum wird genau für die Eigenfunktionen u zum Eigenwert Aı ange- 
nommen. 


Weiter gilt fürk >1 
2 

Ar = in | Iullv 
lullz 


wobei das Minimum genau für die Eigenfunktionen zum Eigenwert Ar angenom- 
men wird. 


Für die Poincare-Konstante ($14:6.2(d)) ergibt sich damit c(D) = 1/VAı. 
Denn nach (a) und der Parsevalschen Gleichung gilt für ueV, u£0 


oo 
lully = D Alu, u) 2 Aı 
i=1 











uEeV,u#0, (w,Uu)p =0 für i<kh, 


2 2 
(wi, u) = Aullulli 


Ss 


II 
nn 


mit Gleichheit genau dann, wenn (X; — Aı) (vi, u) =( für i=1,2,... gilt, 
was nach 1.2(a) bedeutet, dass u ein Eigenvektor zum Eigenwert Aı ist. 


Der Fall k >1 ergibt sich analog Al. 


1.4 Der Entwicklungssatz in W’(N) und C°’(D) 


(a) Sei DC R” ein beschränktes Gebiet. Nach 1.1(c) ordnet der Green- 
Operator G jedem fe H =L?(D) die schwache Lösung u € V = W4(N) der 
Gleichung — Au= f zu, definiert durch 


(*) (wp)y = (F,p)a füralle pe Win). 


Wir betrachten den inversen Operator A von G mit dem Definitionsbereich 
D(A) := G(H). Es gilt also u € D(A) genau dann, wenn es ein f € H gibt mit 
(x) ; in diesem Fall ist Au= f und u=Gf.Es folgt (u, Au)y = (Gf, fur > 
0 für OZueD(A) und damit die Symmetrie von A, 


(u, Au)y = (Au,v),; für ve D(A). 


Der Operator A ist eine Fortsetzung des auf C$(0) := {u e C(M)NC’O) | 
u= 0 auf 90} definierten Laplace-Operators u > — Au, auch Abschluss 
des Laplace-Operators auf CA(N) genannt. Die Eigenwertgleichung (vi, P)y = 
Av, P)p für pe V lautet dann 


Av; = Aid; A 


Aus dem Regularitätssatz in $14:6.5 (für g= 0, k=0) ergibt sich der 
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Satz. Für beschränkte, C?-berandete Gebiete CR” gilt 
D(A) = WA) NW’). 


Die Norm u ||Au||;; ist äquivalent zur Sobolew-Norm 


ale = (DZ Slöu?arx)"”, 


lal<2 Q 
d.h. es gilt mit einer Konstanten c>1 


lAull,, < |ull, < ellAull,, für alle u € D(A). 


(b) Satz. Es gilt 


D(A) = { ueL?(N) | Su <o } 


Au = YAlv,u)yu, |Auly = DAlu,u für veD(A). 
i=1 i=1 


BEWEIS. 
Für ve D(A) gilt v:= Aue H und (vi, v)y = (vi, Au)z = (Au, u 
As(vi, U)zr. Gemäß 1.2 (a) folgt damit 


In 


oo 


oo 
Aulliz = lol = & (vi, v) = I. (n,u)a < we. 


i=1 


Umgekehrt folgt aus ), Ai, u)7; < 00 nach Beweisteil (i) von 1.3 (a) die 


i=l 


Existenz eines ve H mit v = > A: (vi, U)zrvi. Wegen der Stetigkeit des 
iz 
Green-Operators G, vgl. 1.2 (c), folgt mit Gv; = Az 'v; 


-% vi, u 














YAlv,u)yGv = GvEeD(A). 


i=1 


(c) Für p> 0 definieren wir die p-te Potenz von A als den Operator AP 
mit dem Definitionsbereich 


D(AP) == {we1’n) | ru <o} 


und der Vorschrift 


Aru = YAM lvi,u)yvi für ve D(A”). 


i=1 
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Nach 1.3 (a) und 1.4 (b) gilt also 
D(4°) = H, D(AY?) = W5(N), D(A') = D(A), A'=A. 
Auf D(AP) definieren wir ein Skalarprodukt und die zugehörige Norm durch 


(u,v) ar := (APu, APv = ya (v,U)y(Vi,V)o, 


Iullar := IAullyz = a "vi, u 
SATZ. (D(AP), (*, an) ist ein Hilbertraum, und die (A,” vr) bilden ein voll- 
ständiges ONS für D(AP). 


BEWEIS. 
Wegen 


(Vi, Up) ar = (Arm, APvR)yr = (Mu, AR Ur) sr = AP Sg 


bilden die wr := A,”vr ein ONS in D(AP). Zum Nachweis der Hilbertraum- 
eigenschaft von D(AP) betrachten wir die Abbildung 


8:D(A) > P, ur Eu) := (N lv, ug )cn: 


® ist eine Isometrie wegen 


(Du, ®v) a=i ar VG,Uu Ian (VW V)a = (UV): 


i=1 
© ist surjektiv: Zu \ gegebenem a = (a1,Qa2,...) € ? setzen wir bi := A’; 
und erhalten A7? = b? < > Pb = ar < oo. Nach 1.3 (a), Beweisteil (i) 
i=1 i=1 i=1 


existiert dann eine Funktion u € L?(9) mit (vi, u)y =b (i=1,2,...). 

Für diese gilt YA7’(v,u)} = Da? < 0, also ve D(AP) und du=a. 
i=1 i=1 

& : D(AP) — (? ist somit unitär, D(AP) also ein Hilbertraum. Die w; bilden 


ein vollständiges ONS in D(A), weil diese unter ® auf die Einheitsvektoren des 
4? abgebildet werden. 














(d) Äquivalenzsatz. Sei re N und CR” ein beschränktes, C” -beran- 
detes Gebiet. Dann gilt mit q := = |} (r - N] = = Int (3 (r — 1)) 


D(A”’?) = [ue W’(N) |u,Au,...,AlueWoN)} , 


und die Norm || - || 4r/2 ist äquivalent zur Sobolew-Norm || - ||, (vgl. 814:6.4 (b)). 


7 
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BEWEIS. 
(i) Der Regularitätssatz $ 14:6.5 (mit g = 0) liefert für ue WU(N), £<r-2 
Auew’0) > uewt?on), 


Aull < Iuller < (0,9 lAull, für ve W*t?(n). 
(i) Für p> 0 gilt nach 1.3(a) D(AP+!) = fu e WI(D) | Aue D(AP)} Al. 
(ii) Wir zeigen die Behauptung zunächst für gerades r = 2k durch Induktion 


nach k =1,2,.... Wegen q = >] = [k 3] = k- 1 lautet die Behauptung 








D(A*) 


{u e W?*(9) | u, Au,..., ArtueWwi()}, 


N 


lullar S Iulla S er Iullır 


mit Konstanten cx = cr(P). Für k = 1 ist die Behauptung nach dem Satz in 
(a) richtig. Ist diese richtig für k > 1, so folgt 


Dart) Dfue wi) | Aue D(A)} 


(ii 


2 fue WIN) | Aue W2*(D), Au, A2u,..., AP-! Au e WA(N)} 
Due wzeHg) | u,Au,..., Alu WAR} , 
und für ue D(A**!) gilt 


iii) (i) (i) 
Iullarrı = lAular < Aullor < lüllaarn S 2%) |Aullox 


(ii) 


< cr c(N,2k) || Au|| ar = cr c(D,2k) ||ullar+ı - 


(iv) Für ungerades r = 2k—1 folgt die Behauptung analog durch Induktion nach 
k = 1,2,.... Der Induktionsanfang, d.h. die Behauptung D(A!/?) = WÄ(N) 
und die Äquivalenz der Normen ||- || 41/2 und |]- |, ergibt sich wie folgt: Die 
erste Behauptung folgt nach (c). Nach der Poincare-Ungleichung 8 14:6.2 (d) 
sind die Normen || - ||, und || - ||, äquivalent, und nach 1.3 (a) und der Definition 
von |-lana gilt 


oo 


2 2 2 
lullau» = DA (vi, u) = llullv- 
i=1 














(e) Entwicklungssatz II. Ist CR” ein C”-berandetes Gebiet (re N), 
so konvergiert für jede Funktion u € W’(N) die Fourierreihe 


u= (vi, u)yvi in W’(Q), 


i=1 
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falls u die Randbedingungen 
u, Au,..., Alu € wi) mit q:= 5] 
erfüllt. 


Gilt r>s+73 für ein s= 0,1,..., so konvergiert die Fourierreihe von u in 
C°(9), d.h. es gilt 


Hu = > (vi, U) O°vi 
i=1 


gleichmäßig auf D für |a| < s. Dies ist insbesondere dann gegeben, wenn 





uelc"(D) und u=Au=... =Alu=0 auf . 





BEwEIS. 
Nach dem Äquivalenzsatz liegt u in D(A”/?) und hat daher nach 1.4 (c) bezüg- 
lich des ONS wx := ne vr die Fourierentwicklung in D(A”/?) 
u= > (wi, U) ar wi = Yu): 
i=1 i=1 
Nach dem Äquivalenzsatz konvergiert die Reihe dann auch in W”(9). 


Die zweite Aussage ergibt sich mit Hilfe des Einbettungssatzes von Morrey 
814:6.4(d). 














BEISPIEL. Ist 2 C R? ein C?-berandetes Gebiet, so konvergiert für jede Funk- 
tion ue C?(9) mit u= Au= 0 auf 90 die Fourierreihe gleichmäßig auf D. 


1.5 Aufgaben 
(a) Zeigen Sie, dass 


A-A1:D(A)>L?(Q) für A<O 


bijektiv ist.Weisen Sie hierzu zuerst die Lösbarkeit der Gleichung Au — Au = 
9 für g € D(A) durch Fourierdarstellung nach und approximieren Sie dann 
eine gegebene rechte Seite f € L?(N) unter Verwendung der Eigenschaften des 
Green-Operators G (1.2 (c)) durch eine Folge gr € D(A). 


(b) Zeigen Sie D(A") > D(A°) für r > s, vgl. 6.4 (d). 


2 Geometrische Eigenschaften von Eigenwerten und -funktionen 


Wir berichten im folgenden über einige Eigenschaften der Eigenwerte und Ei- 
genfunktionen des Laplace-Operators auf beschränkten Gebieten NR, ohne auf 
die Beweise einzugehen (Bezeichnungen wie in 1.2). 
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2.1 Einfachheit des kleinsten Eigenwerts 
(a) Aı ist einfach, d.h. der zugehörige Eigenraum ist eindimensional. 
(b) Die zugehörigen Eigenfunktionen haben keine Nullstelle in ®. 


Für den Beweis von (b) verweisen wir auf Evans [60] 6.5.1, Thm. 2 (iii), STRAUSS 
[53] 11.6, Übg. 9. Aus (b) folgt (a), da zwei Eigenfunktionen ohne Nullstellen in 
N nicht orthogonal in L?(N) sein können. 


2.2 Gebietsmonotonie der Eigenwerte (COURANT 1920) 


Für beschränkte C?-berandete Gebiete 91,02 CR” mit 91 C 9a gilt für die 
korrespondierenden Eigenwerte des Laplace-Operators 


Ar) > AM) (k=1,2,...), 
und im Fall 02 \0ı #9, 
Ar(Dı) > Ar (92) (k = 1,2,2...); 


Da die ur = cyVAr nach 1.1 als Frequenzen eines am Rand eingespannten 
schwingenden Gebildes (Saite, Membran, Kirchenglocke) aufgefasst werden kön- 
nen, deckt sich diese Aussage mit der Erfahrung, dass sich bei Verkleinerung 
des Gebildes die Frequenzen erhöhen. 


Der Beweis beruht auf dem Minimum-Maximum-Prinzip von Courant, einer Er- 
weiterung des Rayleigh-Prinzips 1.3 (b). Siehe COURANT-HILBERT [2], Kap.6, 82, 
CHAVEL [74] 1.5. 


2.3 Knotensatz (COURANT 1923) 


Für eine Eigenfunktion v heißt jede 
Zusammenhangskomponente, d.h. je- 
des maximale Teilgebiet der Menge 
{x € 2 | v(x) Z 0} ein Knoten- 
gebiet von v. Die Figur zeigt acht 
Knotengebiete einer Eigenfunktion für 
die Kreisscheibe; weitere Knotengebie- 
te lassen sich den Figuren in 3.2 ent- 
nehmen. 


Satz. Die Anzahl der Knotengebiete einer zu A, gehörigen Eigenfunktion beträgt 
nicht mehr als k (k=1,2,...). 


Für k=1 ergibt sich hieraus wieder die Aussage 2.1 (b). 


Für den Beweis siehe COURANT-HILBERT [2], Kap.6, 82, CHAvEL [74] 5.1, DAU- 
TRAY-LIONS [4, 3] Ch. 8, 8 2.9.4. 
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2.4 Asymptotische Verteilung der Eigenwerte 
Für beschränkte, C?-berandete Gebiete CR" gilt 


2m)" 


V"(9) = n lim v”(Kı0))' 


k00 a 





mi a = 


d.h. aus dem Spektrum {Aı,Aa,...} des Laplace-Operators läßt sich das Volu- 
men von N bestimmen. (WEYL 1912, COURANT 1920). 


Für den Beweis siehe COURANT-HILBERT [2], Kap.6, 84, CHAvEL [74] VIL.3, TAy- 
LOR [69, II] 8.3, und für scharfe Fehlerschranken R. SEELEY: A sharp asymptotic 
remainder estimate..., Adv. Math. 29 (1978) 244-269. 


Zu diesem berühmten Resultat wurde Weyl durch eine von dem Physiker H.A. 
Lorentz 1910 aufgestellte Vermutung zur Hohlraumstrahlung schwarzer Körper 
angeregt. Courant fand später einen einfachen Beweis, in welchem er das Ge- 
biet & von innen und außen durch Quadervereinigungen approximierte und 
die Gebietsmonotonie der Eigenwerte ausnutzte. Der Weylsche Satz gab in den 
sechziger Jahren Anstoß zu Untersuchungen über die Frage, welche weiteren In- 
formationen über die Geometrie von Gebieten oder von geschlossenen Flächen 
im Spektrum des Laplace-Operators enthalten sind; siehe hierzu M. Kac: Can 
one hear the shape of a drum? Amer. Math. Monthly 73(4) (1966) 1-23. 


2.5 Eine isoperimetrische Ungleichung (FABER 1923, KRAHN 1925) 


Unter allen Gebieten d CR” gleichen Volumens besitzt die Kugel Kr = Kr(0) 
den kleinsten ersten Eigenwert: 


A1(D) > Aı(Kr) für v"(0) = V"(Kr). 
Für den Beweis siehe CHAVEL [74] IV.2. 


Der kleinste Eigenwert der n-dimensionalen R-Kugel ist nach 3.6 gegeben durch 
Au(Kr) = (in. 1/R)”, wobei jn,ı die erste positive Nullstelle der Besselfunktion 
Jn mit h= (n — 2)/2 ist. 
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Im folgenden bestimmen wir vollständige Orthonormalsysteme von Eigenfunk- 
tionen für das Dirichletsche Eigenwertproblem 


(+) -Au=Au in Q, u=0 auf O9 


auf Kreisscheiben und Kugeln = Kr =Kr(0) CR” (n=2,3) durch Sepa- 
rationsansätze bezüglich Polar- bzw. Kugelkoordinaten. Wir machen plausibel, 
warum Separationsansätze zum Ziel führen. 
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Der Produktansatz für Eigenfunktionen von (x) auf der n-dimensionalen Kugel 
KrcC R”, 


ux) = X(r)Y(8) mit r = |Ix|, & = x/r, 


führt auf eine gewöhnliche DG zweiter Ordnung für X(r) und ein Eigenwert- 
problem für Y(£) auf der Einheitssphäre S”"! cC R”. Die Lösungen des Ei- 
genwertproblems auf der Sphäre S""! werden Kugelfunktionen (spherical 
harmonics) genannt. 


Entscheidend ist nun, dass jede Kugelfunktion aus harmonischen, homogenen 
Polynomen auf dem R” durch Einschränkung auf die Einheitssphäre S”"! ent- 
steht, und dass sich „beliebige“ Funktionen auf der Sphäre S""! in Reihen 
nach solchen Polynomen entwickeln lassen (Weierstraßscher Approximations- 
satz). Das hat zur Folge, dass mit den harmonischen Polynomen schon alle 
Kugelfunktionen gefunden sind. 


Auf dem R? sind z.B. homogene harmonische Polynome 
1; %ı, 72, TırTı — 72T2, 2x1X2, 
CıCıcı — 3LıraXa, 3T1ıCıca — Lalara,... , 


Al. Nach Einschränkung auf den Einheitskreis S! ergibt sich aus diesen in 
Polarkoordinaten 


1, cosp, sinp, cos2p, sin2p, cos3p, sin3p, ... . 
Auf dem R? sind homogene harmonische Polynome 
1, 21, 22, 23, 2ıtı - 2303, 2o02 — 73703, ira, CıT3, 2203, .... 


Die zugehörigen Kugelfunktionen auf der S? lassen sich durch Produkte von 
trigonometrischen Funktionen und Legendre-Polynomen darstellen. 


Auf diesen systematischen Zugang können wir aus Platzgründen nicht eingehen 
und verweisen auf FOLLAND [61] p.126-139, MıcHuin [51] Kap.14. 


Im Folgenden bestimmen wir Orthonormalsysteme für das Dirichletsche Eigen- 
wertproblem (x) direkt durch Separationsansatz, machen also keinen Gebrauch 
von harmonischen Polynomen. Der Radialanteil X(r) der Eigenfunktionen auf 
Kreisscheiben und Kugeln wird bis auf einen Faktor durch Besselfunktionen dar- 
gestellt, und die Eigenwerte A können aus den Nullstellen von Besselfunktionen 
bestimmt werden. 


3.1 Die Orthogonalität der Besselfunktionen 


Jede Lösung v der Besselschen Differentialgleichung vom Index v > 0 zum 
Eigenwert A > 0, 


1 v” e 
v(r) + = vr) + (i- 5) v(r) =0 für r>0, 
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geht durch die Umskalierung V(t) := v(t/VA) über in eine Lösung der Bessel- 
schen Differentialgleichung vom Index v zum Eigenwert \=1, 


v 


V"() + = v’(ı) = (1- z) V(t) =0 für t>0. 


Nach 8 4:4.7 ist jede Lösung dieser Gleichung, für die £”” V(t) beschränkt ist, 
bis auf einen konstanten Faktor die Besselfunktion J,. Deren Reihendarstellung 
lautet 


© (-1)* g\vt2k 
Ju(t) = = essen 


- ml an ren) 


Weiter wurde in 8$4:4.7 (e) gezeigt, dass die positiven Nullstellen von J, eine 
Folge O< jvı <jv,2 <... mit „im jv,rk = © bilden. 
—0o 


Aus diesen Feststellungen ergibt sich: 


(a) Für jede Lösung A>0, vZ£0 des Eigenwertproblems 


oe 2u/(n) > (A- zo) 0% DR, 


r”v(r) beschränkt, v(R) = 0 
gibt es (genau) ein k € N und eine Konstante c mit 
A = (va/R)", vr) = ehliver/R) für re [OR]. 


Wie sich zeigen wird, liefern die Nullstellen j,,, der Besselfunktionen für halb- 
zahlige v die Eigenwerte des Dirichletschen Eigenwertproblems (x). Diese Null- 
stellen können mit Computerprogrammen (z.B. MAPLE, MATHEMATICA) be- 
rechnet oder Tabellenwerken entnommen werden. 


(b) Satz. Für R>0, v>0 ist {ve |kEN} mit 
Urulr) := Chvduldurt); Cv = v2 — v2 
kv b kv Jv(Jv,k R/ kv RIIG..)] Rllıler)] 


ein Orthonormalsystem bezüglich des gewichteten Skalarprodukts 


R 
(u,v), := [uf(r)v(r)rdr. 
0 
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BEWEIS. 


Für k # £ setzen wir u(r) = Alive), ver) = Juljveg), A = (v,r/R)®, 
u = (ju,e/R)” und schreiben die Besselsche DG in der Form Lu = Au, Lv = w. 


Wegen u(R) = v(R) = 0 gilt dann 


(A- u)(u,v),. = (Lu,v),. — (u, Lv), 


also (URv, ver), = Chv Co (u,v).=0 wegen A-4170. 
Aus der Besselschen DG für u ergibt sich 


2 


1 14 2 
0 = (ZeW) + (r- 5) u)2r u 
= ((ru’)2)' + (Ar? _ v”) (u?) 
= (ru)? + (Ar? _ v?) u)" -2Arur, 
woraus durch Integration von 0 bis R unter Beachtung von vu(0) = 0 folgt 
n2 2 2\,2\ |R 3 2 
0 = (ru) + (Ar? - v)u un _ Alu) r dr 
= (Ru’‘(R))? - Allull; , 


exe Ioel? = Il? = (Zu) = (40) 


2 


R i 2 = 
7 run) = re . 


(7 


Die vorletzte Gleichheit ergibt sich dabei aus der Identität in 84:4.7 (f) 

















Jv+1(3v,k) u Ir (iv;,k) z lo) 7 - Jlivr)- 


v, 


(c) Ersetzen wir in (a) die Randbedingung v(R) =0 durch v’(R) = 0, so bleibt 
Aussage (b) richtig, wenn die ju,x ersetzt werden durch die Nullstellen j,,, von 
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J, und die Normierungskonstanten Cr, durch 


ER SEELE ER 
1-W/ RI 


Das ergibt sich unmittelbar aus dem vorhergehenden Beweis A]. 


EN 
Chor = 


3.2 Eigenwerte und Eigenfunktionen auf der Kreisscheibe 


(a) Nach 86:5.2 geht das Eigenwertproblem (*) durch Transformation in Po- 
larkoordinaten (r,p) über in 


108 / U 1 U 
() Un) = Urn), zen) = le 7) für O<r<R, 


U beschränkt, 
U(Rgp) =0 für -m<p<a. 
Der Separationsansatz U(r,p) = v(r)w(p) führt nach bekanntem Muster auf 


die Gleichungen 


1, 37a e Be 
a) . (rv(r)) + (N z— 5) v(r) =0 in ]JO,R|, 
v beschränkt, v(R)=0, 





w(p)+Pw(p) =0 für -n<op<a, 
2) 
w(r) = w(-r), w(m) = w(-r), 
wobei eine Konstante ist. Die sämtlichen Lösungen von (2) sind 
w(p) = ao für 0=0, 
w(p) = aecos(lp) + besin(lp) für l=1,2,... 


mit Konstanten ae,be € R. Nach 3.1 (a) erhalten wir sämtliche Eigenwerte und 
zugehörige Eigenfunktionen durch 


Aro = (Jo,r/R)”, Jolior) 
Arc = (jer/R)”, Jolie) cos(lp) und Je(je,rz) sin(lo) 


für k,l = 1,2,..., wobei Je die Besselfunktion vom Index £ ist und je,, deren 
positive Nullstellen sind. 
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Diese Eigenfunktionen nummerieren wir folgendermaßen: 


Ile, g) cos(lp) für 0>0, 
ure(r cosp,r sinyp) := 
J-e(i-0,x5) sin(lp) für £<0 


((<r<R, -n<p<nm,keN, le2). 


Satz. Für das Dirichletsche Eigenwertproblem (x) auf der Kreisscheibe 2 = 
Kr(0) CR? sind ein vollständiges Orthonormalsystem von Eigenfunktionen in 
L?(D) und die zugehörigen Eigenwerte gegeben durch 


Cr 


N — tipp, 
Vr(1+ 6) 


mit dem Kronecker-Symbol öoo =1 und do =0 für #0 


Are = (jiene/R)” (kEN,lEZ) 


n v2 v2 
K=SaoHTnN = orT: 
RlIGer)| — RlJerGie,e)| 

EULER fand diese Eigenfunktionen 1759 bei der Untersuchung der Schwingungen 
der kreisförmigen Membran. 


Nach 1.1 liefern die ure die Eigenschwingungen der kreisförmigen Membran mit 
den Frequenzen cVYArı =c Je,r/R. Der Grundton hat die Frequenz cYAıo = 
cjoı/R = 2.4048 c/R. 

Der kleinste Eigenwert Aıo ist einfach, während die höheren Eigenwerte Ar. mit 
k + |£| > 1 mindestens die Vielfachheit 2 besitzen. 


Die folgenden Abbildungen zeigen einige Eigenfunktionen der kreisförmigen 
Membran. 
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Für das Neumannsche Eigenwertproblem ergibt sich ein ähnlich gebautes Or- 
thonormalsystem. 


Bestimmen Sie dieses unter Verwendung von 3.1 (c). 


BEWEIS. 


(i) Nach dem Transformationssatz für Integrale hat das L?-Skalarprodukt auf 
der Kreisscheibe für Funktionen in Produktform 


(vi & wi)(r cosp,r sinp) := vi(r) wi(p) 
die Gestalt 


(vı ® v2, wı 9 wa) = fvi(r) ve(r)rdr Tele 
0 _7 


Hieraus ergibt sich die Orthonormalität des Systems 


A= — Hu | keN,teZ 


/r(1+6ro) 


aus den Orthonormalitätseigenschaften der trigonometrischen Funktionen und 
der Besselfunktionen 3.1 (b) [üA]. 


(ii) Nach dem Entwicklungssatz in 1.2 existiert ein vollständiges ONS B für 
L?(9) aus Eigenfunktionen des Dirichletschen Eigenwertproblems (x). Die Voll- 
ständigkeit des ONS A ist bewiesen, wenn wir gezeigt haben, dass jede Eigen- 
funktion eine Linearkombination von Funktionen aus A ist, was insbesondere 
BC Span A bedeutet. 





Es sei also A > 0, u € C?(D) eine beliebige Lösung des Eigenwertproblems (*) 
und U(r, p) := u(r cosgp,r sin p). Für jedes r € [0, R] besitzt die 2-periodische 
Funktion o > U(r, p) nach 8 6:2.3 die gleichmäßig konvergente Fourierentwick- 
lung 


Ulrg)= % asdr)e? mit ar) = = S Ur,gd)er dp. 


I=—-oo _T 
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Die Fourierkoeffizienten r ++ as(r) sind C?-Funktionen auf [0, R], genügen 
nach (**) der Randbedingung as(R) =0 und erfüllen die Besselsche DG 


5 (rv’(r))' + (i- 5) v(r) =0 in JO, R]; 


Letzteres ergibt sich durch zweimalige partielle Integration Al. 


Für jedes € Z mit a. # 0 gibt es daher nach 3.1(a) (genau) eink € N und 
eine Konstante a, mit 


A = (jie,r/R)? = An, aclr) = ar Ialiag) = u AalvAr). 


Die Menge I dieser € Z ist wegen u # 0 nicht leer. I ist endlich, weil der 
Eigenwert A nach 1.2 endliche Vielfachheit besitzt. Damit erhalten wir 


ux) = Ulr,y) =) ar(r) e't? =), Ju Ar) eitr 


teI tEeI 


und nach Umformung der letzten Summe in eine Summe von reellen Ausdrücken 
schließlich u € Span A. 














AUFGABEN. Bestimmen Sie Lösungen des Dirichletschen Eigenwertproblems: 
(a) für den Kreissektor durch Produktansatz in Polarkoordinaten, 


(b) für den Zylinder mit Radius R und Höhe H durch Produktansatz in Zylin- 
derkoordinaten. 


3.3 Separationsansatz für das Eigenwertproblem auf Kugeln 


(a) Der Laplace-Operator auf der Kugel N = Kr(0) C R? läßt sich in Kugel- 
koordinaten nach der Jacobischen Formel $11:5.2(b) in der Form 


19 / „0U 1 

Au ale) + Aa 

schreiben, wobei der Laplace-Beltrami-Operator Ag2 auf der Einheits- 
sphäre S? CR? definiert ist durch 


1.07. 80 1 PU 
Aal sind 0 (0957) sin?d Op? 
(zur Koordinatenunabhängigkeit dieses Ausdrucks siehe Teil (b) dieses Ab- 


schnitts). 
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Die Eigenwertgleichung (x) für die dreidimensionale Kugel erhält damit in Ku- 
gelkoordinaten die Gestalt 


18 (280 1 _ 
a) - mA = au 
inO<r<R,0<d<m, -T<p<r, 

OU OU 
(x) U(r,d,r) — U(r,d,—r), Be zu Br 


für O<r<R,O<Vd<r, 
U beschränkt, 
U(Rd,p) =0 für O<d<a, -m<p<e. 


Der Separationsansatz U(r,d,o0) = X(r)Y(d,yp) zerlegt das Problem (**) mit 
den aus 86 bekannten Argumenten in die Gleichungen 


ll, 2 7 4 -#) _ B 
ai ln) + (A Z)Xr)=0 nO<r<R, 

X beschränkt, X(R) = 0, 
und 

-AgY = uY in O<d<a, -T<p<aı, 
Kerr, Federn Bier, 


dp op 


Y beschränkt 
mit einer Konstanten u. Die Lösungen Y # 0 von (KF) sind die Kugelfunktio- 
nen, dargestellt in Kugelkoordinaten. 

Die weitere Separation Y(d, 9) = V(V)W(yp) spaltet die Gleichungen (KF) auf 
in 
2 


sin? d 





2) _ (sin d V’(9))' + (v- 


V beschränkt, 


vo =0 in 0o<W<r, 


und 
W’(p) +m?W(p) =0 in -n<yp<r, 
“ | Wm)=W(-m), WM) =W'-r), 
mit einer Konstanten m, für die nach (3) nur m = 0,1,... in Frage kommt. 


Durch die Transformation v(s) := V (arccos s), bzw. V(B) = v(cos®) geht (2) 
über in das Eigenwertproblem 
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(1 -38?)v‘(s))' + (n- 2) 260) =0in -1<s<1, 


(2) — 


v beschränkt. 


Die hierin auftretende Legendresche Differentialgleichung hat nach 8$4:4.5 nur 
für die Werte u=£(£+1) mit @=m,m+1,... beschränkte Lösungen, und 
diese sind bis auf multiplikative Konstanten die Legendre-Funktionen P/". 


Die Gleichung (1) geht für die Werte u = £(£ +1) durch die Transformation 


x(r) := Yr X(r) über in das Eigenwertproblem für die Besselsche Differential- 
gleichung vom Index £+ 3 


32) x(r) =0 in ]JO,R[, 


x (r) + 220) + (r- r 


) 
x beschränkt, z({R) = 0. 


Die Lösungen A, x # 0 dieses Eigenwertproblems haben nach 3.1 (a) die Gestalt 
= (vr/R)” ‚ z(r) = Jlr,ag) mit vio=tl+ 3 


und kE N (die multiplikative Konstante vor J,(...) gleich 1 gesetzt). 


Wir erhalten somit Eigenfunktionen in Produktgestalt bezüglich Kugelkoordi- 
naten r,d,,p des Eigenwertproblems (x) auf der Kugel 2 = Kr (d.h. Lösungen 
von (x**)) 


m Jv(v,r g) Pr (cosd) cos(mp) und m Jv(3v,rg) Pe" (cos d) sin(mp) 


für v:=0+3,k N, LENo, me {0,1,...,t}. 





In 3.6 zeigen wir, dass diese nach geeigneter Normierung ein vollständiges Or- 
thonormalsystem in L?(Q) liefern. 


(b) Für C?-Funktionen u auf einer m-dimensionalen C?-Untermannigfaltigkeit 
M CR! setzen wir 


(Auu)(x Da HYIg" HMU)E) für x= B(E)EM. 


i, 1 


sl- 


Dabei sind € = (&ı,...,£m) > ®(£) eine lokale Parametrisierung von M, 
U:=uo®, 
gir := (GP, 9,D) die Koeffizienten der Gramschen Matrix, 
(g’*) die zu (gr) inverse Matrix, 
9 := det(g;r) die Gramsche Determinante. 


3 Eigenwerte und Eigenfunktionen für Kreisscheibe und Kugel 393 


Satz. Der Ausdruck A,,u ist koordinateninvariant, d.h. hängt nicht von der 
Wahl der Parametrisierung ® ab. 


A,ru wird der Laplace-Beltrami-Operator auf M genannt. 


Der Beweis erfolgt mit analogen Argumenten wie beim Beweis der Jacobischen 
Formel 811:5.2, siehe Bd. 3, 89:3.3 (c). 


Überzeugen Sie sich davon, dass Au für die zweidimensionale Sphäre 
M = $? bei Verwendung von Kugelkoordinaten ® mit dem in (a) definierten 
Ausdruck übereinstimmt. 


3.4 Die Vollständigkeit der Legendre-Funktionen 
(a) Die (allgemeine) Legendresche Differentialgleichung vom Index m € INo, 
2 


(1 -s?%(s))’ + (n- =)” -0 in =1<s<i1, 


besitzt nach $4:4.5 nur für die Werte u = £(£+1) mit = m,m+J.... 
beschränkte Lösungen, und diese sind konstante Vielfache der (zugeordneten) 
Legendre-Funktionen 


VE as 2_ne 
Pe) = or a En 
Für die Legendre-Polynome P; := PP gilt nach $4:3.2 
> 0.5. od r[E\ (28-2k\ 02x 
PA) = za Vz 2, (.( e ); 
0<2K<L 
Pie)=l-eit En 


LEGENDRE verwendete die nach ihm benannten Funktionen bei der Untersu- 
chung der Anziehungskräfte von Rotationskörpern (1785/87). 


(b) SATZ. { vVl+3P: | t=0,1,.. N: ist ein vollständiges Orthonormalsys- 


tem in L?(J-1,1]). Dieses Orthonormalsystem stellt die Gram-Schmidt-Ortho- 
normalisierung der Potenzen 1,5,5”,... dar. 


BEweIs. 

(i) Für g(s) := (s? - 1)° = (s+ 1)°(s — 1) folgt mit Hilfe der Leibniz-Regel 
g®9 (1) = g®(-1) =0 für k <L. Definitionsgemäß ist g(® = 2° fl P,. Für jede 
Funktion f e C®[-1,1] folgt durch (-fache partielle Integration 





(HP = zn I FOs9lo)as = zz JO as. 
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(ü) Für k<l gilt (Pr, Pe) = 0, da Pr ein Polynom k-ten Grades ist. 
Aus der Reihendarstellung von f := Px folgt f'9(s) = (20)!/(2° 21), also 
a! 7 (a! 7 


(RP, Pı) = Dem J A (1- 32)’ ds = oemy } A (1+s)‘(1- s)’ds. 


Durch weitere (-malige partielle Integration ergibt sich hieraus 


1 rn f 22 0 2 
(Bu Ba) ar Jt) (1 s) re 





(ii) Der höchste Koeffizient von Pr ist positiv. Dasselbe ergibt sich für die 
höchsten Koeffizienten der Polynome vn, die aus den Potenzen ux(s) = s" 
durch Orthonormalisierung entstehen: 

Nach Bd.1, 819:3.1 gilt %n = (un — Pn-ıUn)/||un — Pa-ıUn||, wobei Pa-ıUn 
vom Grad < n-1 ist. Da Orthonormalsysteme bis auf das Vorzeichen festgelegt 
sind, folgt %n = Pn für neNo. 














(iv) Die Vollständigkeit wird in (c) mitbewiesen. 


(c) Satz. Für jedes m € No ist (y — (£+4) Pf* | t=mm+l...} 


ein vollständiges Orthonormalsystem in L?(| - 1,1]). 





BEWEIS. 


(i) Für k,£> m und k £ l setzen wir zur Abkürzung u := Pf", v := Pi" und 
schreiben die Legendresche DG in der Form 


Lu = k(k+1)u, Lv = (l+1)v 


Damit erhalten wir 








1 


f [- (a _ 3)w)' v+Uu (a _ »°)0')] ds 


—1 


— [-1-8)Wv-w]|', =.0, 


also (Pi, Pf) = (u,v)=0 wegen k £L. 
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(ii) Für festes £ gilt mit der Abkürzung um := Pf" (m=0,1,...,£) 
Um = (1 Bun #72 (1 Eu P pm) 
= (1-5)? (ca _ 92) m=D/2 pfm=D)! 
+ (m-1)s(1- 2) m-9/2 BR) 
= (1- s?)V/2 un ee (m = 1) ” (1 e a Une 


ru 2\ 2 ’ (m-1)? 5? ‚2 
um = (1-85) um-ı + 2m 1) sUm-ı Um-ı + Tr Um-1 


= [cı — 5°) uln_1Um-ı + (m-1) su] 
2.2 
u (a = )um-ı). uUm-ı - (m-1) um-ı + ZZ ——— Um-ı 


)2 s2 


= [...] + (e« +1) DE (m + EEE) ur 


—S 

















= [...] + @+m)@-m+l)u... 


Hieraus folgt 


1 1 
[um ds = ((+m)-m+1) [ un-ıds, 
_1 


>] 


und durch m-fache Iteration dieser Beziehung ergibt sich zusammen mit (b) 


1 1 1 
era en Fr 
1 


au (!-m)! X, 
_ (@+m)! 7 21. _ @+m)! 2 
= em)! SP) ee rze 


(ii) Da C2(]-1,1]) in L?(]-1,1[) dicht liegt ($10:3.2), reicht es für die Voll- 
ständigkeit des Orthonormalsystems nachzuweisen, dass es zu f € CO(J-1,1|) 
und jedem e>0 ein ge Span {Pf | = m,m-+1,...} mit ||f —- g|| < e gibt. 
Da F(s) := (1- s5?)""/? f(s) auf [-1,1] stetig ist, existiert nach dem Weier- 
straßschen Approximationssatz (86:2.9) ein Polynom G mit 

IF()-G(s)| < e/V2 für se [-1,1]. 
Da die pm) Polynome (£ — m)-ten Grades sind, folgt 


G e Span {P{” |£> m}, 
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und für g(s) := (1- s?)”/?G(s) dann 
g € Span{Pf" | > m}. 
Weiter ist 


If) - 9 | = |1- 9"? (Fi) -@@))|<e/V2 für se -11], 














also ||f- ll < V2IIf - als < 


3.5 Die Vollständigkeit der Kugelfunktionen 


(a) Der Vektorraum aller messbaren Funktionen Y : ]O,r| x |-r, | mit der 
Norm 


IYI32 := S[ [| Y@,o)? sinddYdp < 
oO -r 
und dem zugehörigen Skalarprodukt 
(Yı, Ya)s2 := [ S Yı@,o) Y2(9, p) sind dd.dp 
0 —-r 


(mit der üblichen Identifizierung fast überall gleicher Funktionen) ist ein Hil- 
bertraum, bezeichnet mit L?(S?). 


Um dies einzusehen, betrachten wir N = ]0,r| x |-r, | und o(9,p) = vsin®. 
Wegen o>0O aufNist Y:N—R genau dann messbar, wenn y := Y/o mess- 
bar ist, und es gilt Y € L?(5S?) y= Y/e € L?(9). Die Abbildung 
U:1?(0) > L?($S°), y> oy ist also ein Isomorphismus, vgl. 89:1.2. 





Da do = sinddddyp das Oberflächenelement der Sphäre S? ist, können wir 
(Yı, Y2)g2 als Oberflächenintegral a uı ua do auffassen; dabei ist Y, = uno® 
(k = 1,2) und ® die Parametrisierung von S? durch Kugelkoordinaten. 


(b) Die in 3.3 gefundenen Produktlösungen des Eigenwertproblems (KF) und 
die zugehörigen Eigenwerte a nummerieren wir wie folgt: Für l€E No, meZ 
mit |m| < £ setzen wir 


m Pj"(cosd) cos(mp) für O<m<t, 
nF . 
P5; "(cos d) sin(mp) für -!<m<0, 


u = L(H+1). 
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Satz. Die Kugelfunktionen cd Ye“ (LE No, meZ, |m|<£) mit 


für m=0 





bilden ein vollständiges Orthonormalsystem für L?(S?). 


Der Eigenraum des Eigenwertproblems (KF) zum Eigenwert ((£+1) ist (2C+1)- 
dimensional und wird aufgespannt von Y, ",... ICE LE 


BEMERKUNGEN. (i) Die Yy” (|m| < £) fallen als Real- und Imaginärteile der 
ZE(9,2) = Pf” (cosd) e'”? an. Die Z7" bilden bei passender Normierung ein 
vollständiges ONS für den komplexen Hilbertraum L?($?) mit dem entspre- 
chenden Skalarprodukt und werden ebenfalls Kugelfunktionen genannt. 


(ii) LAPLACE fand 1785 die Kugel- 
funktionen bei Untersuchungen 
über die Anziehungskräfte 
von Rotationskörpern. 







IT I 
ae 





LEE EEE 
EL LEE LE 
Tarzan EL ZT, 
T ELLE LEE ZEIT 

FRE EZII 
ae ar 


















ZEIT 





Die nebenstehende 
Figur zeigt den 
Graphen von Y 
über dem halben 
Koordinatenrechteck [0, r] x [0, ]. 


BEWEIS. 


Wir verwenden das Vollständigkeitskriterium $9:4.4 (e), nach welchem ein ONS 
genau dann vollständig ist, wenn nur der Nullvektor zu diesem orthogonal ist. 
Sei also 


FEeL?(S?) und (Y*,f)g=0 für LEG, |m|<e. 


Wir gehen der Übersichtlichkeit halber ins Komplexe. Für die oben definierten 
Z7" und für F(s,p) := f(arccos s, op) gilt dann aufgrund des Satzes von Fubini 
88:1.8 und des Transformationssatzes 88:1.9 


en (cosd) f(d,yp) sind dd dp 


—a 


0 = (ZU, f)s2 | 
0: 


E 


T 


= ( fe”? F(s,o) dp) pm) (s) ds 


Tr 


für festes m € Z und alle £ > |m|. Wegen der in 3.4 (c) festgestellten Vollstän- 
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digkeit der Legendre-Funktionen folgt daraus 


Tr Tr 


0= [ e"PFls,p)dep = [ F(s,p) cos(mp) dp-i [ F(s,p) sin(mp) dy 


Tr a —M: 


für fast alle se [-1,1] und alle m € Z. Wegen der Vollständigkeit der tri- 
gonometrischen Funktionen in L?[-,r] (89:4.5) ergibt sich daraus mit der 


Parsevalschen Gleichung [ F(s, p)” dp =0 für fast alle se [-1, 1]. 


_R: 


Der Satz von Tonelli 88:1.8 und der Transformationssatz $8:1.9 liefern 


[ [ f%,p)? sinddddp = [ ( [ F(s,9)’ dp) ds=0 
oO —r a 





und damit f=0. 











(c) AUFGABE. Für x = (r sindcosp, r sindsinp, r cos®) sei 

Hi"(x) := rY”(9,p) für |m|<e<2. 
Zeigen Sie, dass Hy” ein harmonisches und vom Grad £ homogenes Polynom ist, 
siehe die Einleitung zu diesem Abschnitt. 


Zeigen Sie weiter, dass sich jedes homogene Polynom zweiten Grades (d.h. jede 
quadratische Form in R?) auf eindeutige Weise in der Gestalt 


3 2 
Aptick = ), ag H3”(x) + op |Ix||? H5 (x) 
ik m=_2 


darstellen läßt. 


3.6 Eigenwerte und Eigenfunktionen auf Kugeln 


Satz. Für das Dirichletsche Eigenwertproblem (x) auf der Kugel 2 = Kr(0) 
im R? sind ein vollständiges Orthonormalsystem von Eigenfunktionen in L’(Q) 
und die zugehörigen Eigenwerte gegeben durch 


{ urem |kEN, LENo, meZ mit |m| < e}, Artm = (jer1/2,K/ R)” 
mit 
Cktm 


Ukem(X) = Er Jerıy2(derıyar H) Ye (9,9) 


für x = (rsindcosp,rsindsind,rcosd) O<r<RO<d<a,-n<p<e) 
und 


v3 Gel! (442) 1 
RlJ1y2Ger/2)| V (&+ Im))! /r(1+ 6mo) 


Cktm = 


2 
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Dabei ist Jerıya die Besselfunktion vom Index (+ 3, Je+1/2,» sind die positiven 
Nullstellen von Jerıy2 (k € N, LE INo, vgl. 3.1), {Yy”} ist das in 3.5 definier- 
te System von Kugelfunktionen und ömo das Kronecker-Symbol (öoo = 1 und 
Öömo = 0 für meN). 

Für das Neumannsche Eigenwertproblem ergibt sich ein ganz entsprechendes 
Orthonormalsystem, indem die je+1/2,» durch die Nullstellen der abgeleiteten 
Besselfunktionen J;}172 ersetzt werden, vgl. 3.2 (b), 3.1 (c). 


BEWEIS. 

(i) Nach dem Transformationssatz für Integrale hat das L?-Skalarprodukt auf 
der Kugel 2 = Kx(0) für Funktionen in Produktform (X; & Yi)(r,d,p) := 
Xi(r) Yı(9, p) die Gestalt 


R nn 
(Xı ®Yı,Xa &Ya) = S[ Xı(r) Xa(r) r? dr f [N@,%) Y2(d,%) sind dd dp. 
0 u) 


Hieraus ergibt sich die Orthonormalität des Systems A := [urem} aus den 
Orthonormalitätseigenschaften der Besselfunktionen 3.1 (b) und denen der Ku- 
gelfunktionen 3.4 Al. 


(ii) Nach dem Entwicklungssatz 1.2 existiert ein vollständiges ONS B für L?(0), 
bestehend aus Eigenfunktionen v; € C*(N) des Dirichletschen Eigenwertpro- 
blems (*). Die Vollständigkeit des ONS A ist bewiesen, wenn wir gezeigt haben, 
dass jede Eigenfunktion u eine Linearkombination von Funktionen aus A ist, 
was BC Span A bedeutet. 

Sei also u € C?(D) eine beliebige Eigenfunktion des Problems (x*) zum Eigenwert 
A>0 und U(r,d,p) := u(rsindcosp,rsinÖsingp,rcos®). Für jedes r € [0, R] 
besitzt die Funktion (9, p) > U(r,d,yp) nach 3.5 die Fourierentwicklung 


U(r,d,%) =» Arlr Yy"(9,p) 


|m|<£ 
in L?(S?) mit den Fourierkoeffizienten 


(-Iml! 443 


N ea er) 


SS U,9,o) Y” (9,9) sind ddp. 
0 —r 


Die Funktionen r > AY*(r) sind C?-differenzierbar auf [0, R], genügen nach 
(***) in 3.3 der Randbedingung Ay’ (R) = 0 und erfüllen die DG 





I exn)' + (x- —_ 2) Xr) =0 in JA], 


was sich aus der Eigenwertgleichung in (***) durch zweimalige partielle Inte- 
gration ergibt Al. 
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Für jedes Paar £,m mit Ay’ #0 ist af‘ (r) := Yr Ay‘(r) nach 3.3 eine Lösung 
der Besselschen DG vom Index + 3 zum Eigenwert A mit der Eigenschaft, 
dass r-V/?a7*(r) beschränkt ist. Nach 3.1 (a) gibt es (genau) ein k € N und 
eine Konstante af € R. mit 


A= (dei) = Am; 
Are) er Pa) er tar Jer1/2(ie+1/2,K) 
= ar VW? Iyrıya(vVAr). 


Wegen u # 0 ist die Menge I dieser (m, £) nicht leer. Weiter ist I endlich, weil 
der Eigenwert A nach 1.2 endliche Vielfachheit besitzt. Damit ist 


u(x) = U(r,d,%) = ” Ay (r) Yr(9,%) 


(m,t)eI 


— % Zu IenyalvAr) Y”(®,p), 
(m,t)eI 


was u € Span A bedeutet. 














Für die R-Kugel im R” ergeben sich die Eigenwerte 
Arc = (jern,n/R)” mit h:= 52 (kEN, LEN), 
und die Radialanteile der zugehörigen Eigenfunktionen sind 
r* Jern(dern,k # ) ; 


siehe FOLLAND [61] p. 126-139. 
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Vorkenntnisse. Die ersten drei Abschnitte verlangen keine besonderen Vorkennt- 
nisse, abgesehen von der Fouriertransformation auf dem Schwartz-Raum, die 
im Rahmen einer Plausibilitätsbetrachtung auftritt. Der Abschnitt 4 stützt sich 
wesentlich auf 814:6 und 815:1. 


1 Bezeichnungen, Problemstellungen 


(a) Wir definieren den Wärmeleitungsoperator H durch 


ö 
H=n-A. 


Für ein Gebiet I CR” und eine Zeitspanne T mit O<T< oo setzen wir 


Dr := Qx]J0,T|, Dr := (Dx {o})UL(O09x [0,T]). 


Im Fall Q # R” besteht $’Qr aus Boden und Mantelfläche des Zylinders Or. 
Von klassischen Lösungen verlangen wir natürlicherweise Zugehörigkeit zu 


2,1 _ 0 du ou Hu 0 
G (Dr) = [ve C (Dr) | dt dr; Dede ec (Dr) £ 


(b) Wir betrachten folgende Problemstellungen: 


(i) Das Anfangswertproblem (AWP) oder Cauchy-Problem auf 2=R”: 


Zu gegebenem T > 0 ist eine Funktion u € C’(R” x [0, TI N C*'(R” x JO, T|) 
gesucht mit 


Hu = f auf R”x]0,T|, 
ux,0) = uo(x) für xeR”. 


Dabei sind f:R”x]0,T[>R und wo :R”— R gegebene Funktionen, deren 
Differenzierbarkeitsstufe noch festzulegen ist. 


Von besonderem Interesse sind Lösungen unbegrenzter Lebensspanne 7’ = x. 


(ii) Das Anfangs-Randwertproblem (ARWP) auf einem beschränkten Ge- 
bit RCR”: 


Gegeben sind T > 0 und Funktionen f auf Or, g auf 92x ]0, T| und wo auf Q. 
Gesucht ist eine Funktion u € C/(Or U FOr)NC”"(Or) mit 


Hu=f indr, 
u=g auf 92x]0,T[, 
ux,0) = uo(x) für xeN. 
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Auch im Fall, dass Lösungen unbegrenzter Lebensspanne gesucht sind, wird 
dieses Problem zunächst für endliches 7 untersucht. 


Beide Probleme sind so gestellt, dass sie eindeutig lösbar sind und unter geeig- 
neten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an die Daten eine Lösung besitzen. 


Zur Herleitung und physikalischen Deutung der Wärmeleitungsgleichung ver- 
weisen wir auf $1:2.5. Im Fall der Raumdimension n = 1 wurde das ARWP in 
86:4 behandelt. 


(c) Gleichmässig parabolische Differentialoperatoren. 

Die Ergebnisse dieses Paragraphen bleiben mit geringen Modifikationen gültig, 
wenn wir im Wärmeleitungsoperator - — A anstelle von A einen gleichmäßig 
elliptischen Operator L setzen, vgl. $14:1(b). 

Hierzu verweisen wir auf DAUTRAY-LIONS [4, 5], FRIEDMAN [78], LADYZHENS- 
KAYA [65], LADYZHENSKAYA-SOLONNIKOV-URALTSEVA [83], WLOKA [72]. 


2 Eigenschaften des Wärmeleitungsoperators 


2.1 Der Wärmeleitungskern 
(a) Wir betrachten das Cauchy-Problem für die homogene Wärmeleitungsglei- 
chung 


(*) = - Au=0 in R’xRz>o, u(x,0) = ulx) für xe RR” 


mit einer gegebenen schnellfallenden Funktion uo € Z/(R"), vgl. $12:3.1. Um 
eine Lösungsformel zu erraten, nehmen wir an, dass u eine Lösung von (*) ist 
mit x u(x,t) € ./(R”) für alle t> 0 und dass 


aly,t) := (27)? [ EN uly,t)dry 
Rr 


als Parameterintegral nach t£ differenziert werden kann, 


Züly,t) = (2n7)*/? ji ei, y) 5 u(y,t)d”y für t>0. 


Rr 
Dann folgt aus der Differentialgleichung und dem P,Q-Gesetz 812:3.3 (c) 
uly,t) = (u)? SEN) Auy,t)d”y = -Iyl’üy,t), 
Rr 


also 
a A; _ 2 a FR 2 
üly,t) = ü(y,0)e Iyitt _ üo(y)e Iyı?E 


Der Term e-Iy1?t läßt sich als Fouriertransformierte darstellen: Nach der Ska- 
lierungsregel $12:2.5 (b) gilt für t>0 


eriyi® _ Gy) mit Gelx) = (21)? ertmlf/ar 
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Mit dem Faltungssatz $12:2.6 (c) ergibt sich wegen G: € /(R*) für t>0 


üy,t) = Guly)üly) = (27)? Grruo(y), 


und daher u(x,t) = (27) "/?(G; * uo)(x) wegen der Injektivität der Fourier- 
transformation. Damit erhalten wir die Lösungsdarstellung 


(**) ulx,t) = [ T(x-y,t)wl(y)d”y für xeR”,t>0 
Rr 
mit dem Wärmeleitungskern 


T(x,t) := (Amt) er lel/ gür KER”,t>0. 


In Abschnitt 3 zeigen wir, dass durch das Faltungsintegral (**) unter geeig- 
neten Voraussetzungen über uo auch eine Lösung u des Cauchy-Problems (x) 
gegeben wird. Ohne Beweis sei angemerkt, dass diese für uo € ./(R”) den 
oben gemachten Annahmen genügt. Die Eindeutigkeit der Lösung wird in 2.2 
behandelt. 


(b) Der Wärmeleitungskern als Grundlösung für H. Durch 


T(x,t) := (Ant) "/2 ex? /a für t>0, 
| 2 für t<0 


ist eine auf RY+!:= R”+!\ {0} stetige Grundlösung für den Wärmeleitungs- 
operator H} gegeben, d.h. es gilt 


£(0,0) = - [ T(y,s) (#e+Ap)(y,s)d"yds 


Rr 


für jede Testfunktion p auf R”*!, vgl. 813:5.2. 


Für den ziemlich technischen Beweis verweisen wir auf FORSTER [147] 8 17, Satz 4. 


Ist f(x,t) stetig auf R” x R}, so ist hiernach durch 


u(x,t) = IF T(x-y,t-s)f(y,s)d"y) ds 
R Rn 


eine schwache Lösung der DG Hu = f gegeben. Das folgt aus $13:5.3 unter 
Beachtung von T(x,t) = 0 = f(x,t) für £ < 0. Unter geeigneten Differen- 
zierbarkeitsbedingungen an f liefert diese Formel eine klassische Lösung von 
Hu=f auf R”x]0,T[, v= 0 auf R”x {0}. Dies zeigen wir in 3.3, ohne auf 
die oben angegebenene Grundlösung zurückzugreifen. 
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(c) Eigenschaften des Wärmeleitungskerns. 

Es gilt 

MD TEct(RE), 

(i) AT=0 in RE, 

GM) [Tex =1 für i>0 
Br 


Die ersten beiden Eigenschaften 
ergeben sich durch direktes Nach- 
rechnen [üAl. 

Die Formel (iii) folgt durch An- 
wendung des Transformationssat- 
zes für Integrale mit der Substi- 
tution y = Y2tx und sukzessiver 


Integration : 





(d) AUFGABEN. 


(i) Veranschaulichen Sie sich den Wärmeleitungskern für n = 1, indem Sie die 
Schnitte t> T(z,t) für x = 0, für x Z£ 0, und die Schnitte 2 > T‘(z,t) für 
t>0 skizzieren. 


(ii) Rechnen Sie nach, dass durch 
ux,t) = (T-) Relld/rn n R" x jo,T| 


eine Lösung der homogenen Wärmeleitungsgleichung d;u = Au gegeben ist. 
Wegen der Translationsinvarianz des Laplace-Operators erfüllt deswegen auch 
v(x,t) = u(X — xo,t) die homogene Wärmeleitungsgleichung in R” x ]0, 7]. 


2.2 Maximumprinzipien, Eindeutigkeit von Lösungen 


(a Maximumprinzip für das Anfangs-Randwertproblem. Sei CR” 
ein beschränktes Gebiet und T > 0. Genügt u C(Or UIArT)NC*!(Qr) der 
Ungleichung 


Hu <0ın Dr, 
so gilt 


u< supu auf Dr. 
Or 


Insbesondere ergeben sich für jede Lösung u von Hu=0 die Schranken 


inf u<u< 0 supu auf Mr. 
Dr Nr 
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FOLGERUNG. Das Anfangs-Randwertproblem 
Hu = f in DM, 
u=g auf Nr 
besitzt höchstens eine Lösung u € C'(Or U I/OrF)NC" (Dr). 


BEweEIS des Maximumprinzips. 

Wir fixieren (Xo,to) € Ir, wählen e, 6 > 0 mit to < T —e und setzen us (x, t) := 
u(x,t) — öt. Dann gilt 

(*) Hus <-ö<0 in dr, 

und us nimmt auf dem kompakten Zylinder Or-. = Nx[0, T-e] das Maximum 
an einer Stelle (£,r) an. 


Fall 1: (&,7) € ö’Or, also (&,r) € 2x ]0,T - e]. Die notwendigen Bedingungen 
für lokale Maxima liefern 


-=0 für r<T-e, 2 
Du g,7) . —. (&,r)) <o, 
ei >0 fürr=T-e, (side 


woraus Aus(&,rT) <0O und Hus(£,r) > 0 folgt, ein Widerspruch zu (*). 
Fall 2: (£,r) € ö'Qr. Dann gilt 





u(Xo, to) = us(Xo,to) +öto < us(E,T) +6öT < sup us + Ö6T 
Or 
< supu+öT. 
INT 











Da diese Ungleichung für alle ö > 0 richtig ist, gilt sie auch für ö = 0. 





(b) Maximumprinzip für das Anfangswertproblem (TYcHonow 1935). 
Ist ue C’/(R” x [0, T)INCH(R”x]0,T[) auf R"x {0} beschränkt und erfüllt 
die Wachstumbedingung 


lu,t)| < Merl? für (xt) ER" x [0,TI 
mit Konstanten M,a > 0, sowie die Ungleichung 
Hu<o inR”x]0,TI, 
so gilt 


u< sup u auf R"x]0,T!. 
Rrx{0} 
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BEMERKUNG. TYCHONOW zeigte an einem Beispiel, dass ohne die Wachstums- 
bedingung eine Kontrolle der Lösung durch die Anfangswerte nicht möglich ist; 
siehe JoHun [49] Ch. 7.1 (a). 


BEWEIS. 
Wir fixieren (Xo,to) ER” x [0,T[. 
(i) Im Fall 1647 <1 setzen wir für 6 >0 


us := u— dv mit v(x,t) := a 


Nach Aufgabe 2.1(d) gilt Hv = 0, also Hus <0O in R”x e ‚T|. Das Maxi- 
mumprinzip (a), angewandt auf us und den Zylinder 27 := Kr(xo) x JO, T| 
liefert 


7 he 
(&*)  us(Xo,to) < sup us. 
anL, 


Wir schätzen us auf Nr ab: Für xe€ K,(xo) gilt 


us(x, 0) < u(x, 0) <s sup u 
Rrx{0} 


und für (x,t) € d9K,(xo) X |0, T[ ergibt sich mit der Wachstumbedingung an u 


< Meelxl? < Me«+lxol)? 


*® 
> 
A 


2 2 2 
< Meer +2a ||xo || = Mı e?er j 


ulx,t) > (OT) "2er? /BT _. Meet, 


us(x,t) = ulx,t) - 6v(x,t) < Mıe?°"” — Made” /?T. 


Wegen 1/(8T) — 2a = (1- 16aT)/8T > 0 überwiegt in dieser Differenz der 
erste Term für r > 1. Somit folgt aus (*) 


us(xo,to) < sup u, 
Rrx{0} 
und damit 


u(xXo,to) = us(xo,to) + Öv(Xo,to) < sup u+ Bor mr, 
Rrx{0} 


Da diese Ungleichung für jedes 6 > 0 gilt, besteht sie auch für ö=0. 


(i) Im Fall 1647 > 1 unterteilen wir das Intervall [0,7'[ in Teilintervalle der 
Länge T’ < 1/16a und wenden (i) mehrfach an. 
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FOLGERUNG. Lösungen des Anfangswertproblems 1 (b) (i) mit höchstens qua- 
dratisch exponentiellem Wachstum sind durch die Anfangswerte eindeutig be- 
stimmt. 


Dies ergibt sich durch Anwendung des Maximumprinzips (b) auf die Differenz 
zweier Lösungen. 


(c) Strenges Maximumprinzip (NIRENBERG 1953). Genügt u € C*'(Or) 
(NCR” ein beliebiges Gebiet) der Ungleichung 


Hu<s 0 ın Dr, 


und nimmt u das Maximum an einer Stelle (xo,to) Er an, so ist u konstant 
in 2x ]0,to]. 


Für den Beweis siehe PROTTER-WEINBERGER [52] 3.3, Thm. 4, FRIEDMAN [78] 
2.2: 


3 Das Anfangswertproblem 
3.1 Das AWP für die homogene Wärmeleitungsgleichung 


Im folgenden bezeichne I’ den Wärmeleitungskern, vgl. 2.1. 


SATZ. Sei uo eine stetige Funktion auf R”, die der Wachstumsbedingung 
|uo(x)| < M ea? für xeR” 
mit Konstanten M,a > 0 genügt. Dann ist für T <1/4a durch 


| ST&-yt)ud(y)d’y fürt>0, 
ux,t):= ! rn 
uo(X) für t=0 


die eindeutig bestimmte Lösung u € C’(R” x [0, TI) NC?(R” x ]0,T|) des An- 
fangswertproblems 

Hu =0 in R”x]0,T|, u(x,0) = wl(x) für xeR" 
gegeben. Für diese gilt u e C(R” x ]0,T]|). 
Diese Integraldarstellung der Lösung wurde für n = 1 von FOURIER 1811 for- 
muliert und 1815 von POISSON bewiesen. 
BEMERKUNGEN. (i) Ist uo beschränkt, so kann a = 0 und damit T =  ge- 
wählt werden. 


(ii) Das Funktion x > u(x, t) ist für jedes t € ]0, T| sogar analytisch. Das ergibt 
sich durch Fortsetzung des Integrals ins Komplexe, siehe JoHn [49] Ch. 7.1. 
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(ii) Das Anfangswertproblem besitzt selbst dann noch eine C”-Lösung u für 
t > 0, wenn die Anfangswerte uo nur lokal integrierbar sind, also unstetig sein 
können. Die stetige Annahme der Anfangswerte durch die Lösung erfolgt in 
diesem Fall im Sinne der Li,. Konvergenz, 


lim [|u(x,t) — u(x)|d”x = 0 für jedes kompakte KCR”, 
t90+% 


siehe DIBENEDETTO [59] V.6. 


BEWEIS. 
(1) Die eindeutige Bestimmtheit der Lösung folgt aus dem Eindeutigkeitssatz 
2.2 (a). 


(2) Die durch das Integral dargestellte Funktion ist in R” x ]0, T| stetig. 
Hierzu reicht es nach dem Satz über die Stetigkeit von Parameterintegralen 
(Bd.1, 823:5.1 bzw. $8:1.4), zu jedem kompakten Quader K C R” x ]0, T| 
eine integrierbare Majorante für den Integranden anzugeben. 


Für (x,t)E KundyeR” gilt nach Voraussetzung 
IT -y,2)uo(y)| = (Ant) 2er? yoy)] 


M (Art) "2 ex y1l?/ar caliyı? , 


IA 


Quadratische Ergänzung des Exponenten ergibt 


2 
2 a xX a 2 
+ al? = -&|y-&]| + Sl 


_ I&=yl? 
4 





2 4 2 
= ml + Zell 


a:=1-4at > 1-AT>0, n:= =(v-2): 


Somit folgt durch Substitution y'> n unter Beachtung von 


mit 


+00 
f em ry = ( il er ds)" = zei? 
Rr —0o 


(Bd.1, $23:8.4) die Majoranteneigenschaft [üA]: 
T(x-y,t)uly)| < 98(%,y,t) := M(amt)"2etml® aleif/a 


wobei 





[ 9k(&,y,t)d’y=M( — 4at)"/2 ea lxIl?/c <.c(K). 
Rr 


(3) Die Funktion u ist in R” x j0,T| C%°-differenzierbar und löst dort die 
Wärmeleitungsgleichung Hu = 0. 
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Zum Nachweis reicht es nach dem Satz über die Differenzierbarkeit von Para- 
meterintegralen (Bd.1, 823:5.2), für jeden kompakten Quader KCR”x]0,T[ 
und jede partielle Ableitung des Integranden nach xı,...,&n,t eine integrier- 
bare Majorante anzugeben. Dies ist möglich, weil bei jeder Ableitung der Inte- 
grand ein Polynom in 1/t als Faktor erhält. Dieses Polynom ist beschränkt für 
(x,t) € K, weil der Quader K zu R” x {0} = {t = 0} einen positiven Abstand 
hat. 

Da (x,t) > T(x-y,t) nach 2.1 (c) für jedes y € R” und für £ > 0 die homogene 
Wärmeleitungsgleichung löst, gilt dies auch für u. 


(4) u ist auch auf R” x [0,T| stetig. Hierzu ist nach (2) noch zu zeigen, dass 


im  u(x,t) = uo(Xo) für jedes vo eR”. 
(%,t)>(%0,0) 


Aufgrund des nachfolgenden Hilfssatzes gibt es zu gegebenem xo € R” für jedes 
e>Q0einb>OQOmit 
uo(y) — uo(Xo) | < gel ol” füralle yeR". 


ö 


Wählen wir 6 > 0 mit ce” — 2, so folgt für |x —xo|| < 6 





IA 


2 
Iy-xol? = |y-9)+&-%)||" < 2ly - xl? + 2llx - xoll” 


< 2ly-x||? + 26°, 





2B||y-x||”+205? 2dly—x||? 


uo(y) - uo(xo) | < ee = ee 
Nach 2.1 ist T’(&,t) für t > 0 positiv, und es gilt 


Tesydey- [De HrEe=i: 


Ar Er 
Für ||x —xo|| < 6 und 0 <t < 1/165 folgt somit 
|u(x, t) — uo(Xo) | = | an Tx-y,t) (uo(y) = uo(Xo)) dry | 
= a T(x - y,t)|uo(y) - wo(Xo)|d"y 
< 2e (Amt)? [ orliyoxid/a auiy-l® qny 


Rr 


1-8bt 
4t 





und nach Ausführung der Substitutiony> n= (y -x) analog wie in 


(2) unter Beachtung von 1 — 8bt > 1/2 


|u(x,t) - u(xo)| < 2e(1- 8b) "? < 22"?e, 











was die Behauptung darstellt. 
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HILFSSATZ. Zu xo ER” und e>0 gibt es ein b> 0 mit 
|uo(y) _ uo(xo)| < gerly ol? firalle yeR”. 
BEWEIS. 
Zue>0,xo € R” wählen wir ein ö6 > 0 mit 
|uo(y) — uo(Xo) | <e für |y-xol < 6. 


Aufgrund der Wachstumsbedingung gilt für alle y € R” mit ||y —xo|| > 6 unter 
Verwendung der Abkürzung N := M + |uo(xo)| 


|uo(y)| + luo(xo)| < Merly® 4 [uo(xo)| 


IA 


|uo(y) — uo(xo)| 


< NeallylI? < Neatlly-Xoll+llxo|l)? 


N ezally-xoll?+2allxoll? 


IA 


Wählen wir b> 2a so groß, dass log(N/e) + 2al|xo||” < (b-2a)6? und b6 > 1 
gilt, so folgt 


N 
be + 2allxol” < (b-2a)||y - xol”, 


2 2 2 
Nezelyol?+2alxol? < zerly-xol? 


woraus sich die Behauptung für ||y — xo|| > ö ergibt. Im Fall ||y — xo|| < ö ist 
sie ohnehin richtig. 














Das glättende Verhalten des Lösungsoperators 
wel’ — wel” (t>0) 


(u(x) := u(x,t)), bzw. nach Bemerkung (iii) 





uo Lioe Ut (8 (t > 0) 


kann als Ausdruck der Tatsache angesehen werden, dass die Wärmeleitungsglei- 
chung einen Ausgleichsvorgang beschreibt. Dieses Verhalten hat auch zur Folge, 
dass das Rückwärtsproblem 


Hu=0 in R”x]T,0|, u(x,0) = w(x) für xeR”, (T<O0) 


für nicht C°-differenzierbare Anfangswerte uo keine Lösung besitzt (Kal unter 
Verwendung des Eindeutigkeitssatzes 2.2 (b)). 
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Aus der Lösungsformel ergibt sich folgende Paradoxie: Ist für £ = 0 nur ein 
kleines Raumgebiet erwärmt (z.B. uo ein Standardbuckel mit kleinem Träger), 
so ist für jedes noch so kleine t > 0 die Temperatur u: im ganzen Raum positiv. 


Dies bedeutet unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wärme und zeigt, 
dass die Wärmeleitungsgleichung die reale Situation nur näherungsweise be- 
schreibt. 


3.2 Schranken für die Lösung nahet=0 


Die folgenden Abschätzungen benötigen wir bei der Lösung der inhomogenen 
Wärmeleitungsgleichung in 3.3. 


Satz. Genügt die Anfangsverteilung uo € C!(R”) der Wachstumsbedingung 


|uo(x)| < Max für xeR” 


mit Konstanten M,a > 0, so bestehen für die Lösung des AWP die Abschätzun- 
gen 


ou Hu cı(r) 
dla, ||. | er |< 








für (x,t) € Kr(0) x ]0,T[, r>0 und T < 1/16. 


Das sich in der Abschätzung von t > Öu/öt(x,t) zeigende Verhalten der Lösung 
ist ein Indiz dafür, dass diese an der Stelle t=0 bezüglich t nicht differenzierbar 
zu sein braucht. 


BEWEIS. 


(1) Aus der letzten Zeile des Beweisteils (2) von 3.1 entnehmen wir für ||x|| < r, 
t<1/16a wegen 1— 4at > 3/4 die Abschätzung 


n/2 
und m (5) 


(2) Nach Beweisteil (3) von 3.1 ist das Parameterintegral [ T(x - y,t)d"y 
Rr 
für £>0 differenzierbar, also folgt aus f T(x-y,t)d”y=1 die Identität 
Rr 


ö ii, TEE 
[are-wey-5 Tx-y,td’y=d. 
Rn Rn 


Die Ableitung des Wärmeleitungskerns ist für t>0 


Or B n , |x=ylP 
Er 22) = (-3 Fe T(x-yt). 
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Mit der Lösungsdarstellung 3.1 folgt für x€ Kr(0), O<t<T< 1/16a 


\&u:)| = | [ ET&- v2) (mty) - wor) dry | 
Rr 
< J (3 + 58) |woly) - w(x )Iay 
Rr 
—= f N + f Es = Iı + R. 
Kr(x%) Rr\Kr(X) 


Wegen uo € C!(R”) gilt mit einer auf Ka,(0) bezogenen Lipschitzkonstanten 
a(r) 
|uo(y)-wlx)| < ar)Iy- xl für yeKr(x) C Kor(0). 


Durch die Substitution y ++ n := (y-x)/vVA4t ergibt sich daraus mit R := 
r/4t (vgl. Beweisteil (2) in 3.1) 


I < (Ant)"/2(at)"/2a(r) " (#+ ml? IL ) Var d’n 
InII<R 
2n*/2a(r) n r as. Eu 
= Te arm ) Inl|e In“ q on . 


Rr 


Für yeR”\K,(x) ergibt sich analog zum Beweis des Hilfssatzes in 3.1 
|uo(y) — uolx) | < dr) DI“ 
und durch die gleiche Substitution y+> n wie oben mit R=r/yA4t 


R<a"dr) f 
Imii>R 


n Ill? \ „sat Im? „Im? m 
= + a ) e e d’n 


Für |n| 2 R=r/v4t gilt die Abschätzung 
ı_ 112.2 
t SAY re 


Wir erhalten unter Beachtung von 1—-8at > 1-8aT > 1/2 





a "r/2 Hr n — (1-84 2 m 
= Eu SF Imil (& + Iml?) om gun 
ImI2R 


it n 2 4 2 m cıa(r 
zn FImlı (341m?) Html ann = a. 


IA 














(3) Die Abschätzung für O’u/öx;dx, verläuft ganz analog zu (2). 
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3.3 Das AWP für die inhomogene Wärmeleitungsgleichung 
Wir behandeln das Anfangswertproblem 


(*) Hu= fin R”x]0,T|, u=0 auf R”x {0} 


mit gegebener rechter Seite f. Durch Addition einer Lösung von (x) und der 
durch 3.1 gelieferten Lösung des Problems Hu = 0, u(x,0) = uo(x) erhalten 
wir die Lösung des allgemeinen Anfangswertproblem 1 (b) (i). 


Sarz. Genügt f € CR” x [0,T)NCHR”x]0,T]) der Wachstumsbedingung 
61] < Merl 


für alle (x,t) ER” x [0,T| mit M,a > 0, so ist für T < 1/4a durch 


u(x,t) | T(x-y,t-s)f(y,s)d"yds 
oRr 


die eindeutig bestimmte Lösung des AWP (x) gegeben. 
Dabei ist TI’ der in 2.1(b) definierte Wärmeleitungskern. 


BEwEIS. 
Die Eindeutigkeit der Lösung ergibt sich nach 2.2 (b). 


Wir betrachten die Schar von AWP mit Scharparameter s € ]0, T!: 
Hus =0 in R"x]s,T|, us(x%,s) = f(x,s) für xeR”. 
Die Anfangswerte werden hier also auf der Hyperebene {t = s} und nicht wie 
bisher auf {t = 0} vorgegeben. 
Nach Ausführung der Zeittranslationen t > t— s erhalten wir mit der Lö- 


sungsdarstellung aus 3.1 


us(%,t) = f T(x-y,t-s)f(y,s)d”y. 
Rn 


Wir zeigen, dass u: R” x (0, T[> R mit 


t 


ux,t) = [ulz,t)ds = [ [ T(x-yıt-s)f(y,s)d”yds 
0 omr 


eine Lösung des AWP (x) ist. 
Nach den Abschätzungen in 3.2 sind die Integrale 


t t t 
fe&;öas, f Zus (x,t)ds, [Aus(x,t)ds 
0 0 0 
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stetig in x und t (Satz über Parameterintegrale $8:1.7). 


Es gilt u(x,0) = 0, und für (x,t) e R” x ]0,T]| ergibt sich nach der Differen- 
tiationsregel in 86:3.7 


t t 
I ut) = us(x,t) es + f I uel&,t) ds = f(x,t) + [ Aus(x,t) ds. 
0 0 


Aufgrund der Abschätzungen in 3.2 können wir den Satz über Parameterinte- 
grale anwenden und erhalten 





ut) = f(x,t) + A [us&,t)ds = f({x,t) + Aufz,t). 











Die hier verwendete Methode, Lösungen von inhomogenen Differentialgleichun- 
gen aus Lösungen von homogenen zu gewinnen, wird das Duhamelsche Prin- 
zip genannt (DUHAMEL 1843). 


4 Das Anfangs-Randwertproblem 


4.1 Lösungsansatz durch Raum- und Zeitseparation 


Wir betrachten das ARWP auf einem beschränkten Gebiet CR” für T > 0: 


Hu= f in Or =Nx]0,Tl, 
(*) u=0 auf 90x [0,T[, 
u(x,0) = uo(x) für xeN 


mit gegebenen Funktionen f und wo. 


Für den Fall nicht verschwindender Randwerte und für das Neumannsche Rand- 
wertproblem verweisen wir auf DAUREY-LIoNSs [4] Ch. 18, 84.2, LADYZHENS- 
KAYA-SOLONNIKOV-URALTSEVA [83] Ch. III, WLOoKA [72] 8 26. 


Im folgenden verwenden wir wieder die Bezeichnungen von 8 14:6.3: 
H=1?(9), (un). [urd’x, lula = SW dx, 
9 9 


V=Wi9), (u,v)y = (Vu, Vo)d"x, July = J1IVul’d”x. 
9} 2 


Zur Konstruktion einer Lösung mit der Separationsnsmethode nach dem Vor- 
bild 86:4 verwenden wir den Entwicklungssatz in 815:1.2, nach welchem das 
Eigenwertproblem 


-Au = in 9, v=0 auf ON 
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eine Folge von (ggf. schwachen) Lösungen A;, v; besitzt mit 


0 <Aı <A <..., „im Ak = 00, (Vi, Ur)pr = bir 
—oo 
und jede Funktion u € L?(N) durch ihre Fourierreihe ) (vi, u), vi dargestellt 
il 


werden kann. 


Die Eigenwertgleichung — Av; = A;v; lautet in schwacher Form 
(a) (w,v), = Ai(vi,v)z füralle veV, 

insbesondere gilt 

(b) (vi, ur)y = Asbır. 


Für das AWP (x) machen wir den Lösungsansatz 


(e) um,t) = 2, alt) iR) 


= 


i=1 


und erhalten nach formaler Rechnung (Konvergenz aller auftretenden Reihen 
und — Av; = \;v; angenommen) 


S 
| 
IS: 


e 
l 
rn 


üi(t)vi(X), 


Au(x,t) = I, ai(t) Av;(x )=- Dr) vi(X). 


x, 


II 
rn 


T 


Weiter verwenden wir die Fourierentwicklungen von uo und der mit f(t) be- 
zeichneten Funktion x f(x,t) 


Ma 
Ms 


(vi, w)pvi&), flX,t) = 


1 i 


wi, FE) avi): 


Uuo (x) = 


II 
rn 


i 


Dann liefern die Wärmeleitungsgleichung und die Anfangsbedingung 


5 (a) + Kail))ui) = 


rn 
So 


u— Au) (x,t) = f(x,t) 


8: 
fer 


wi, FE) au), 


l 
"Ms 


i=1 


(0)vi(x) = ulx,0) = wolx) =D (vi, w)rul), 


i=1 


= 


Il 
Fi 
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woraus sich durch Koeffizientenvergleich 
ai (t) + Aiai(t) = (vi, It) 5 ai(0) = (vi, uo)yr für i=12, ... 
ergibt. Diese gewöhnlichen Anfangswertprobleme besitzen die Lösungen 


(d) alt) = (v,wge tt + Su, f))zet "ds (i=1,2,...). 
0 


Die Frage ist nun, in welchem Sinne die Reihe u(x,t) = I, a;(t) vi(x) mit den 


i=1 
durch (d) bestimmten Koeffizienten a;(t) konvergiert, und in welchem Sinne die 
so definierte Funktion u das ARWP löst. 


Eine erste Antwort liefert der Existenzsatz 4.5, nach welchem u unter den Vor- 
aussetzungen uo € L?(0), f € L?(Qr) eine schwache Lösung in einem noch 
zu präzisierenden Sinn ist. In 4.6 wird gezeigt, dass u eine klassische Lösung 
ist, falls die Daten wo, f genügend glatt sind und ihre Ableitungen geeignete 
Randbedingungen erfüllen. Hierzu sind für die Reihe u(x,t) = )) ai(t) vi(x) 
und ihre gliedweisen Ableitungen geeignete Majoranten aufzustellen. Diese er- 
geben sich aus den Abklingbedingungen 815:1.4 für die Fourierkoefhizienten 


(vi, uo)yz und (wi, f(t)) or; 


4.2 Funktionenräume für Evolutionsgleichungen 

Literatur: Evans [60] 8 5.9, WLOKA [72] 88 24, 25. 

(a) Bei den im folgenden eingeführten Funktionenräumen interpretieren wir 
Funktionen u(x,t) des Ortesx € N und der Zeit t € / um in Zeitentwicklungen 


tr ul), [45 mit u(t)(&) := ulx,t), 


wobei /£ typischerweise einer der Hilberträume L?(0), W4(0), WU(O)NW?(0) 
ist. Der Übersichtlichkeit halber abstrahieren wir zunächst von diesen Beispielen 
und betrachten 5 als separablen Hilbertraum mit Skalarprodukt ( , ),.. Die 
Zeitentwicklungen u: 1 — 5 fassen wir als Kurven in # auf. 


(b) Stetigkeit einer Kurve u: 1 — X bedeutet lim ||u(s) — u(t)|| „ = 0; die- 
s—t zZ 


se ist äquivalent zur Stetigkeit aller Funktionen t > (v, u(t)),, mit ve #. 
Das folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und der Polarisierungs- 


gleichung h 


Sarz 1. Für jedes kompakte Intervall I ist der Raum CP(I,3£) aller stetigen 
Kurven u: T— X ein Banachraum mit der Norm 


lullcoe,.o = max{ lu@)lo| te!}. 
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Dies ergibt sich wie im Vollständigkeitsbeweis Bd.1, 821:5.4 für C’(I,R). 


(c) Eine Kurve u : 1 — 5 auf einem offenen Intervall J heißt schwach 
messbar, wenn alle Funktionen t > (v, u(t)),„ mit v € X messbar sind, vgl. 
$8:1.4(b). Daraus folgt mit der Parsevalschen Gleichung 8 9:4.4 die Messbar- 
keit von t + ||u(t)| z und von t > (u(t), v(t))y für je zwei schwach messbare 
Kurven uv:J JH 


Der Raum L?(J,3f) ist definiert als die Gesamtheit aller schwach messbaren 
Funktionen u: J— R mit 





3, dt < 0, 





ullı2 1,4) 7 J Iu(t 
(I) 
J 


wobei alle Kurven u,v mit [ ||u(t) - v(t)]| 4, dt=0 zu identifizieren sind, vgl. 


J 





88:2.1. 
Sarz 2. (i) L?(J, 3) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt 


(u, v2, := Juli), vi) de. 
J 


(i) Für J=[0,T] ist L?(J,L?(9)) isomorph zu L’(Qr). 


Den BEWEIS finden Sie in WLOKA [72] 824.1. Die Aussage (ii) basiert auf den 
Sätzen von Fubini und Tonelli und der Gleichung 


T 
J u(x,t)” d"”xdt = Se dx) dt = lulltausn2ny} - 
A 


(d) Eine Kurve u € L?(J,3£) auf einem offenen Intervall J heißt schwach 
differenzierbar mit schwacher Ableitung w = ü € L?(J,3£), wenn für jedes 
vE .# die Funktion t+> (v, u(t)) „ schwach differenzierbar ist, d.h. 


[ww@))r ed) at = - [(v, ult))„ Elt)dt 
I I: 


für alle x € C2(J). Nach dem verallgemeinerten Hauptsatz $ 14:6.4 bedeutet 
dies für alle v € % die Absolutstetigkeit von t+> (v, u(t)),, und 


(v,ult))e - (vd, ulto))y = [ (v,w(s))„ ds für ,teJ. 


Eine Kurve u; € L?(J, 3£) heißt j-te schwache Ableitung von u € L’(J, f), 


wenn 


Jw wl)) et) dt = (N? [Wo PLUUR 
J 


J 
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für alle ve 3£ und alle p € C&(J). Wir bezeichnen u; mit d’u/dt?. Existiert 
die zweite schwache Ableitung ü = d?u/dt? € L?(J, 3), so gehört nach 8 14:6.4 
die Funktion t+> (v, u(t)),, für jedes ve #4 zu C!(J). 


(e) Für k=1,2,... ist der Sobolew-Raum w*ld, 5) definiert als die Menge 
aller u € L?(J,3£), die schwachen Ableitungen d’u/dt? € L?(J, 5) für j<k 
besitzen. Auf diesem definieren wir eine Norm durch 


2 
lulweun = 2 | dt 


Sarz 3. (1) W*(J, 36) ist ein. Hilbertraum. 
(i) Für J=]0,T| und für C'-berandete Gebiete QCR” gilt 








12(1,.0) 


W*(J,W*(9)) > W*(9r). 


BEWEIS siehe WLOKA [72] Satz 27.8. 


4.3 Eigenschaften von W(Nr) 
Für das mit (- , : ),, bezeichnete Skalarprodukt in Wg (Nr) gilt 


(u,v)r = ei (I duo + u) dx dt 
I us 


(1) i 
= S (Cult), vi))y + (ült), vl) w) de; 


wobei die Integrale f u(t)|Ii, dt und [ ü(t)||7, dt wegen der Isomorphie 
0 
L?(Or) &L?(]0, T[, H) konvergieren. en wie in 4.1.) 


Sei v1,v2,... ein vollständiges ONS von Eigenfunktionen des Dirichletschen Ei- 
genwertproblems für H =L?(0) (815:1.2), und Aı,Aa,... seien die zugehöri- 
gen Eigenwerte. 


Für Funktionen 9:2-R, d: JR setzen wir 
(ESL)R,t) := plx)ılt) für ze, tel. 
Satz. (a) Für ve We(Nr) sind die Fourierkoeffizienten ax(t) := (u(t), vr) pr 


absolutstetig auf J = ]0,T|. Ferner besitzen diese die schwachen Ableitungen 
är(t) = (Ü(t), URr)zr und lassen sich stetig auf I = |0,T] fortsetzen. Es gilt 


t 
ar(t) = ar(0) + [ (ü pds fürtel undkeN, 
0 
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Hl = rar) ‚ul? = > [ Oraxt!)? + aut?) at. 
k=10 


(b) Der von den Produkten g& ıb mit ge C(D), d ECP(T) aufgespannte 
Teilraum U liegt dicht in Wi(Or). 


BEWEIS. 
(a) Für ve Wir) gilt u, du/öt e L?(Or) = L?(I,H) und 


Od u u, m 
f$« za = - (va xdt 


Or Or 


für alle ® e C2°(Nr), insbesondere für ®= y®&ıb mit pe CAP(D), de CA(I) 
wegen L?(/,H)=ZL?(Qr). Da C2(9) dicht in H liegt, folgt 


für ve V und alle d € C2°(J). Nach $14:6.4 (c) bedeutet das insbesondere, 
dass ax(t) = (u(t), v%%) 7 absolutstetig ist und die schwache Ableitung &,(t) = 
(ü(t), vr)zr besitzt, d.h. es gilt 


ar(t) _ ar(to) = J ar(s) ds 


für to,t € J. Wegen a, € L?(T) C L!(T) existieren die Grenzwerte von a;(t) 
für t>0 und t—T, also gilt sogar 

t 
(3) ar(t) — ax(0) = [ür(s)ds für O<t<T. 

0 
Nach 815:1.3 bilden die w; := vp/VAr ein vollständiges ONS für V. Unter 
Berücksichtigung von (u(t), vr )y = Ar(u(t), vr); ergibt die Parsevalsche Glei- 
chung daher 


ul? = piLcRn? - Data) un) z I Aranlı) 
Wegen ü(t)E H gilt ferner 
all, = PILURn) = Zum, 
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somit folgt die letzte Behauptung in (a) nach Definition von ||w||-- mit Hilfe des 
Satzes von Beppo Levi. 


(b) Zum Nachweis beachten wir, dass nach $9:2.5 (b) ein Teilraum und sein 
Abschluss dasselbe orthogonale Komplement besitzen. 
Zu zeigen ist also: 


(u,py®d)„=0 füraleyadeU — u=0. 


Aus (u, g®Yd)r =0 für alle P@&Y EU folgt nach (1) 


für alle o® y E U. Da aber CP(N) und C2(J) bezüglich der jeweiligen 
Sobolew-Normen dicht in V bzw. W$(J) liegen, folgt (4) für alle p e V, 


veWwi()) Ba. 


Wir wählen p := vr; und ı%f(t) = ,/2 sin #t. Wegen ar, bu € Wo(J) 
folgt aus (4) durch partielle a. (vgl. 88:3. 3) 


) 

T ER: 

= [ (Ararlt) delt) - arlt)belt)) dt = (Ar + (F) ) Sarlt)we(t) dt 

0 0 

für £ € N. Wegen der Vollständigkeit des ONS 41, %a,... in L?(J) (89:45 
) = 


oder $15:1.2) ergibt sich daraus ar = 0 f.ü., also sogar _ 0 für alle 
te I,da die a, nach (a) stetig sind. Nach (a) folet u=(. 














4.4 Schwache Formulierung des Anfangs-Randwertproblems 


Im folgenden sei 0 ein beschränktes Gebiet, T > 0 und 


Gegeben seien uo € L?(N) und fe L?(Qr). Eine Funktion u heißt schwache 
Lösung des ARWP 4.1 (x), wenn gilt: 


ue L’(I,V)NC’(T,H), 

Hu = f schwach in Or, 

u(0) = 
Dieser Lösungsbegriff bietet sich auf natürliche Weise an. Die Bedingung u € 
L?(T,W3(9)) sichert das Verschwinden der Randwerte von u für fast allet € I, 


und die Bedingung u € CP(T,L?(0)) sorgt für die stetige Annahme des An- 
fangswerts in der L?-Norm: lim ut) — voll ;r = 0. 
1 


Dass diese Bedingungen dem Problem angepasst sind, wird anschließend und in 
den Beweisteilen (2),(3) des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes 4.5 deutlich. 
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Für den Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes benötigen wir äqui- 
valente Varianten der schwach formulierten Wärmeleitungsgleichung: 


Nach Definition in $13:1.2 lautet diese in der schwachen Form 


D [uNn’dd'xd= [ FOd"xdt füralle Be C°(Nr); 
OT OT 

dabei ist © > NH’ = _ A® der formal adjungierte Wärmeleitungs- 

operator. Weil mit ®e C2°(Nr) auch I1®,...,ön® Testfunktionen sind, darf 

nach Definition der schwachen Ableitungen von u(t) € W{(D) partiell integriert 

werden. Unter Verwendung des Satzes von Fubini ergibt sich 





- [ uADd"xdt 


- [(fuao d"x) dt 
a) Or 009 


) 
og 


([(vu, Vö)d"x)dt = [(ult), St)), dt. 
9) 6) 


Wählen wir Testfunktionen ® in Produktgestalt 9 &® d mit p € C%(D) und 
ı) € CP (J), so geht (I) über in 


(2) (- (ul), Aal) + (ul), Pvbll) - (FE), Pd) dt = 0. 


og 


Das bedeutet, dass für alle € C2°(Q) die gewöhnliche Differentialgleichung 


MD ut A 


in schwacher Form auf J erfüllt ist. Da C%°(D) bezüglich der Sobolew-Norm 
dicht in V = Wi(D) legt, gilt (I) für alle o € V. Wegen der Isomorphie 
L2(Rr) Z L?(J,L?(N)) nach Satz 2(ii) in 4.2 ist (f(s), P)7r über ]0, T| qua- 
dratintegrierbar; ferner ist (u(t), 9),; absolutstetig mit schwacher Ableitung 
Zult),p)a = (FÜ), P)ıor - (ult), P)y , wie sich aus dem Beweis 4.3 (a) er- 
gibt. Ebenso wie dort folgt 


(I) (ut), a - (wo, P)z + [kuls),o)yds = [(FS), Puds 
0 6) 


für ale geV und tEeI:=[0,T]. 


Aus (III) folgt mit Hilfe des Hauptsatzes die zu (II) äquivalente Gleichung (2) 
und damit die Gleichung (1) für alle Testfunktionen ® = pP ® ı% in Produkt- 
form. Da deren Aufspann nach 4.2, Satz 4 in W$(Or) dicht liegt, folgt (1) für 
alle ®e C%°(Nr) und damit (I) durch partielle und sukzessive Integration. 
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4.5 Existenz und Eindeutigkeit schwacher Lösungen 


Wir verwenden wie in 4.4 die Abkürzungen 7 = [0,7], J=]0,T[, H =1?(9), 
V=-WO). 

Satz. Das Anfangs-Randwertproblem (x) besitzt für uo € L’(N), f € L?(Dr) 
genau eine schwache Lösung u € L?(]0, T[, We (0)) N C°([0, T],L?(9)). 

Diese ist gegeben durch die in beiden Normen || ||L2(,vy » || Icocr,z, konver- 
gente Reihe 


u(x,t) = ai(t) vi(x) 


Ms 


II 
MA 


ı 
mit 


t 
alt) = (uno) N + Sl Ko) N as. 
0 


Dabei sind Ar, vr die nach $15:2.1 existierenden Eigenwertpaare des Laplace- 
Operators auf N. 


Weiter gilt die Energiegleichung 
t t 
2 luc)]l%; + Slul2 ds = &llwold; + FF), us) ds 
0 0 
für alle te [0,T). 
Dass die auftretenden Integrale Sinn machen, wurde in 4.4 erörtert. 
BEWEIS. 
(1) Eindeutigkeit der Lösung. Sind ur, ua schwache Lösungen des ARWP, so ist 
u:= Ur — un eine schwache Lösung mit Daten f=0 und w =: 
t 
(ul), pP) + [ (uls), Y)yds =0 fürtel,peV 
0 
und u(0) = 0 (Version (III) der Wärmeleitungsgleichung in 4.4). Wir wählen 
p=v; und erhalten mit (u(s), vi) = Ai(u(s), vi); (nach 4.1 (a)) 
t 
(ul), u) + A: [lule), vs ds = 0 für tel, i=12..... 
0 


Da die Integranden A;(t) := (u(t), vi); wegen ue C’(I,H) stetig sind, folgt 
A; € CH(T) und 


Alt) + Alt) =0, A:(0) = (ul), v)u = 0, 
also A; = O für i = 1,2,.... Aus der in 8$15:1.2 festgestellten Vollständigkeit 


des ONS vı,va,... in H ergibt sich die in 7 konvergente Fourierentwicklung 
u(t) = >> (vi, u(t))zr di = Y„Al)v = 
i-1 i-1 


für alle t€ I, somit uı = ua. 
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(2) Abschätzung der Koeffizienten ai(t). 
Mit den Abkürzungen & := (vi, uo) r, Bi(t) := (vi, f(t))zr gilt 
t 
alt) = met + [Bits) rt? ds (i=1,2,...) 
0 


und aufgrund der Parsevalschen Gleichung 
wol = — > or ’ 
ION = > Bit)“, 
a 5 To en oo T 5 
Ifllize,a, = N IOllad = [| LEW’d=% [Bm dt, 
0 0 


0 il i=1 
letzteres nach dem Satz von Beppo Levi. 
Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt sich die Abschätzung 


a;(t)? <2 (et)? +2 ([Bl)ene-» ds)” 
h) 


t ? 
<2d8e rt 1 2 [ Bi(s)” ds: fe me) do 
0 0 
1- et 


T 
< 2ge it + 2 [ Bils)?d 
< 2je ht + Aa) 4, 


Durch Integration folgt 


T 
oo © 1 
(a) ß ö a;(t)” < 2 ) % Aı = f Bi(s)” ds 2]lwoll? Aı Iflliau.m I 
i i 0 


oo T oo oo T 
db if ’a<ya+Ty SBils)ds = |uolla + TIflizc,m- 
: 0 : : nr 
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(3) Konvergenz der Reihe J\ aiwv; in CP(I,H) und L’(J,V). 
i=1 
k 
(i) Die Partialsummen u; := )) a:v; bilden eine Cauchy-Folge in CV(I, H), 
1 
denn nach der Abschätzung (2) (a) und dem Konvergenzkriterium von Cauchy 
gibt es zu gegebenem e > O ein ne, so dass für >k>ne 


£ 2 #. 
u) - ul; = | Z Wu |, = DZ al? < 


i=k+1 i=k+1 








für alle te I gilt und somit 
IIwe - urlloo,en = sup { le) -w)lla | te) se: 


Die Cauchy-Folge (u) besitzt im Banachraum CP(I,H) (4.2, Satz 1) einen 
Grenzwert u. 

(ii) Ebenso ergibt sich, dass die u, eine Cauchy-Folge in L?(J,V) bilden: Wegen 
der Orthogonalitätsrelation 4.1 (b) und der Konvergenz der Reihe (2) (b) gibt 
es zu jedem e > 0 ein n., so dass für! >k>ne 


2 di 
V 








IIwe - urllie.av, = Fincte - 1% (t)||y dt = I [> a(t)vi 
=k+1 


i= I, 


Die Cauchy-Folge (ux) besitzt im Hilbertraum L?(J,V) (4.2, Satz 2) einen 
Grenzwert v. 


(ii) Die beiden Grenzwerte stimmen überein, denn wegen der Poincar&-Unglei- 
chung |[w||;, <e()]lw||y für we V=Wi(N) (814:6.2) gilt 


lu -vllı2 m, S Mu url, + Ivo < urlli2csm 
< vT |uw< urlloocr,ey + AM |v < urlliz.,vy > 0 


für k > oo, somit ist u= v in den nach 4.2, Satz 2 isomorphen Hilberträumen 
L?(J,H), L?(Or) und damit u=v fü. in Dr. 


(4) u:= avi ist eine schwache Lösung des ARWP (x). Für 


i=1 
t 
ee (ko, U) + u, Fo) eds) 
0 
gilt nach 88:3.2 bzw. 814:6.4(c) die DG 


alt) + Aailt) = (vi, flt))zr 
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in schwacher Form (und fast überall). Äquivalent hierzu ist nach den in 4.4 
gemachten Schlüssen 


a(t) — ai(0) + A [ails)ds = [ (wi, f(s 
0) 0 


Für die Partialsummen der Fourierreihen 


k 


k 
= uf = (v5, ft) 


und für ©< k folgt wegen (vi, ur(t))y = w(t), (vi, fr) = (vi, Fi) 
und wegen (vi, vj), = Aidij 
(vi, ürlt))y + wi, urlt))y = (u, Ra 


im Sinne von 


(vi, urlt))p — (vi, urlO))y + J (vi, urls))yds = ) (vi, Fr(s))uds. 


—- 
Ss 


Der Grenzübergang k — oo ergibt 


(IT) (vi, ult))z — (vi, uO))pr + IX %,Uu ds = 
0 


—a 


(vi, F{s)) ads 


für = 1,2,..., denn es gilt fr — f in L?(J,H), ur(t) > u(t) in H und 
ur — u in L?(]0,t[,V). 

Aus (IIT') folgt die Wärmeleitungsgleichung in der schwachen Version 4.4 (IIT), 
denn Span {vı,va,...} liegt nach $15:1.3 auch in V dicht. 


(5) Energiegleichung. Aus der in (4) aufgestellten schwachen DG 


(vi, ürls))g + (vi, urls))y = (vi, ls) u 
folgt 


(ur (8), ürls))a + (urls), urls))y = (urls), Fels) 


k 
dabei ist (ux(s), ur(s))p = I, ai(s)” absolutstetig und damit Integral seiner 
i=1 
k 
Ableitung ), 2ai(s)äi(s) = 2(ur(s), ür(s))zr. Somit gilt 
i=1 
t 


Sun - SO + Ins Sl ds = Furl), I) 


0 


Die Energiegleichung ergibt sich durch Grenzübergang k — oo mit denselben 
Schlüssen wie oben. 














426 816 Die Wärmeleitungsgleichung 


4.6 Regularität schwacher Lösungen 
Wir beschränken uns auf die homogene Wärmeleitungsgleichung. Für die inho- 
mogene lassen sich mit Hilfe des Duhamelschen Prinzips entsprechende Aussa- 
gen formulieren, siehe WLOKA [72] 8 27,8 28. 
Satz. Sei dCR"” ein beschränktes, C” -berandetes Gebiet. Weiter sei u die 
schwache Lösung des homogenen ARWP (x) und ur := % a;v; seien die zu- 
i—1 

gehörigen Partialsummen. Dann gilt: 
(a) Für uo € L’(9) ist ve C*(D x 0, oo|), und es gilt 

ur u in C(Qx [r,T]) für k — oo 


und alle s,1,T mit s=1,2,... undO<r<T. 


Insbesondere ist u eine klassische Lösung der Wärmeleitungsgleichung Hu = 0 
in 2x ]0, oo. 








(b) Für uo € CP(D) mit uo = Auo =... = Alu =0 auf 99, q:=[(p - 1/2], 
p>n/2 ist u stetig auf Dx Rı, und es gilt 


ur u in C(Ox[0,T]) für ko 
und jedes T>0. 


BEWEIS. 

Nach 4.5 gilt a;(t) = aje ** mit u; = (vi, Uo)yr 

(a) Es si O<r<T, jr = 0,1,... und jJ<r. Für die j-te Ableitung 
at) = ai(-A:)’e”*it von a;(t) gilt 

27 _ o-24T 


(od PIE E09 
N Faß — [67 3x, 


DI8 


i 


© 
1 A7rt23= 1 a e Air 
3 > ns 


Aufgrund des asymptotischen Verteilungsgesetzes 8 15::2.4 Y . /k — const für 


k— 00 ist (Afe RT),cn für jedes se R eine Nullfolge und ist deshalb durch 
eine Schranke ce = c(s,r) > 0 beschränkt. Hiermit folgt weiter 


Er c 
Ex fe aa < Ya = S Iuollr- 


Wie in 4.5, Beweisteil (3) ergibt sich mit dieser Majorante die Konvergenz der 
Partialsummen d’ux/dt? für k > oo im Hilbertraum L?(|r, T[,D(A"/2)) 
gegen ein Element w;. 
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Diese Konvergenz besteht auch in L?(]r, T[,W”(9)), weil nach dem Äquiva- 
lenzsatz in 815:1.4(d) die Norm || || 4r/2 äquivalent zu der W"-Norm || ||, ist 
Weiter ist w; die schwache Ableitung d’u/dt’ für j=0,1,...,r. Damit 
gilt 

uou in W’(r,T[,W"(9)) für ko. 


Nach Satz 3(i) in 4.2(e) und dem Einbettungssatz von Morrey 8 14:6.4 (d) 
existieren für r > s+ (n+ 1)/2 die stetigen Einbettungen 


W’(r,T[,W’(9)) > W(Ax]|r,T), > EC AxFfr,T)). 
Somit ergibt sich 

u—u in C(Ox[r,T]) für ko 
und alle s,r,T mit s=1,2,... und O<r<T. 


(b) Aufgrund des Entwicklungssatzes II $15:1.4(e) gehört uo € CP(D) mit 
den vorausgesetzten Randbedingungen zum Hilbertraum D(AP / 2), also gilt 


Tea <y8. = Ir vi, u) = |uollärr2 


für jedes t > 0. Wie in 4.5, Beweisteil (3) ergibt sich mit dieser Majoran- 
te die Konvergenz der Partialsummen us — u für k — oo im Banachraum 
c° (fo, T], D(AP’/?)) für jedes T > 0. 

Diese Konvergenz besteht auch in CP([0, 7], W?(0)) wegen der Äquivalenz der 
Normen ||: ||ar,» und ||-||,. Für p > n/2 existieren nach dem Morreyschen 
Einbettungssatz $14:6.4(d) und nach 4.2 (a) die stetigen Einbettungen 


c°([0, 7], w?(9)) > C°(p,T),cC®)) > CA@x[0,T)), 
somit folgt 
ur u in C/(Nx[0,T]) für k > oo 











und jedes T>0. 





Um differenzierbare Annäherung u(t) — uo für £— 0 der schwachen Lösung 
an die Anfangswerte zu erzielen, müssen wir an uo stärkere Bedingungen stellen: 


Satz. Sein C R” ein beschränktes CP-berandetes Gebiet, und uo € CP(D) 
erfülle uo = Auo =... = Afuo = 0 auf IN mit q := |(p — 1)/2]. Unter der 
Bedingung (p- 1)/3> s+(n+1)/2 gilt dann ve C (DO x R+) und 








ur u in C(Nx[0,T]) für k— 00 und jedes T>0. 


Der Beweis des Satzes ergibt sich mit ähnlichen Argumenten wie im vorange- 
henden Beweis. 
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4.7 Wärmeleitungsproblem bei vorgegebener Randtemperatur 
(a) Wir betrachten für ein beschränktes Gebiet N C R” das Problem 
Hu=0 in AXxRz>o, 
(1) ux,t) = g&) für xeON und t>0, 
ux,0) = uolx) für xEeN. 


Hierfür machen wir den Lösungsansatz u = v+ w, wobei v € C(Nx Rı)N 
CH!(NXx R>o) eine Lösung des homogenen ARWP 


bi en in AXRs>o, 

v(xX,0) = ulx) für xEeND 
ist und we C/(O)NC?(D) eine Lösung des Dirichlet-Problems 
3) Au=0 mAQ, w=g auf 9. 


Sind beide Probleme lösbar, so liefert u= v+w eine und nach 2.2 die eindeutig 
bestimmte Lösung von (x). 


(b) Es gilt dann lim |[u(t) — w||,;, = 0, d.h. für t > 00 geht die Lösung von (1) 
too 
über in die Lösung des stationären Wärmeleitungsproblems (3), vgl. $6:5.1. 


Denn für die Fourierkoeffizienten ai(t) = (vi, v(t));r gilt nach den Abschät- 
zungen im Beweisteil (2) zu 4.5 
alt)” < 2ofe * mit u = (w, %)r (Ü=12,...), 
somit für v= )) av; 
i=1 


oo [o,0} 
alt) - w|l%; = vll? < 2 fer <2e Vor = 2er luollrr. 
i=1 i=1 


AUFGABE. Denken Sie sich ein Ei als eine homogene Kugel vom Radius m cm. 
Es wird mit einer Anfangstemperatur von 20°C in einem Topf mit siedendem 
Wasser (100°C) gelegt. Wie lange dauert es, bis der Mittelpunkt eine Tempera- 
tur von 50°C erreicht? 

Setzen Sie in der Wärmeleitungsgleichung du/dt = k Au eine Wärmeleitfähig- 
keit von k = 6- 10° cm? /s voraus. 

Hinweis. Verwenden Sie den ersten Term in der Reihendarstellung: 


oo 


u(0,t) = >> (vi, W)ne (0) = (v1, u)ye it vı(0), 
i=1 





wobei gemäß $15:3.6 und 84:4.7 (c) vı = uioo und Aı = Aıoo = (ira. ı/m)” = 
1s7! ist. 
(Diese Aufgabe „Eier Fourier“ ist dem Buch STRAUSSs [53] p. 283 entnommen.) 
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Vorkenntnisse: Die ersten drei Abschnitte verlangen keine besonderen Vorkennt- 
nisse. Abschnitt 4 stützt sich im Wesentlichen auf $14:6 (Sobolew-Räume), 
8$15:1 und 8$16:4 (Funktionenräume für Evolutionsgleichungen). 


1 Bezeichnungen, Problemstellungen 


(a) Der Operator der Wellenausbreitung 
-c?A (c>0 eine Konstante). 


wird d’Alembert-Operator genannt. 


Für (xo,to) ER” x R= R”*! definieren wir die Kegel bzw. Kegelränder mit 
Spitze (xo,t0) ER" x R=R”t! 


K+(xo,to) — Kr! (xo,to) 
= (xt) ER"! | |x-xoll <elt-t570, t2to}, 








C+ (xo, to) — ER; to) 





= {(x,t) ER"! | |x-xoll=elt-tol, t2to}. 





Für die Punkte des Raum-Zeit-Kontinuums R"t! = R”xR schreiben wir 
mitunter auch TE = (xı,...,£n+ı) mit £n+ı = t und bezeichnen den Raum- 
Zeit-Gradienten und die Raum-Zeit-Divergenz entsprechend mit 


Vu Fe (du, aa ‚ On+1U) } 


n+1 
div DT := % vi. 
i=1 


Des Weiteren verwenden wir wie in 816:1 für ein Gebiet I C R” und für 
T>0 die Bezeichnungen 
Or = Nx]0,T|, Or := (Ax {0}) u (nx [0,T|). 
(b) Wir betrachten die folgenden Problemstellungen: 
(i) Das Anfangswertproblem (Cauchy-Problem, AWP): 
Ou= f in R*x]O, TI, 
u(x,0) = uo(x), %(x,0) = u(&%) für xeR” 


mit gegebenen Funktionen f, wo, u1, 
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(i) das Anfangs-Randwertproblem (ARWP) auf einem beschränkten Ge- 
bit CR”: 

[Ju = F in DI, 

u=g auf 92x ]0,T|, 


u(x,0) = uo(x), %(x,0) = u(x) für xeND 
mit gegebenen Funktionen f, 9, uo, u1. 


(c) Gleichmäßig hyperbolische Operatoren haben die Gestalt 


& 
za $ 


wobei L ein gleichmäßig elliptischer Operator ist, vgl. 814:1(b). 


Für Operatoren dieses Typs lassen sich die für die Wellengleichung gewonnenen 
Resultate mit geringfügigen Modifikationen übertragen. Eine Ausnahme macht 
die Methode der sphärischen Mittel in Abschnitt 3, welche wesentlich auf der 
Invarianz des Laplace-Operators unter räumlichen Drehungen beruht. Für el- 
liptische Operatoren mit variablen Koeffizienten gibt es eine solche Symmetrie 
im allgemeinen nicht. 


Als Literatur empfehlen wir: COURANT-HILBERT [3], Kap.6, DAUTRAY-LIONS 
[4, 5], LADYZHENSKAYA [65] Ch. IV, SocGe [100], WLoKA [72] 8 29-34. 


2 Eigenschaften des d’Alembert-Operators 


2.1 Invarianz unter Zeitspiegelungen 


Der d’Alembert-Operator ist unter Zeitspiegelungen t>t, —t (t, ER) in- 
variant: Ist u eine Lösung der Wellengleichung [lu = f, so ist u, eine Lösung 
von Ju, = f, ; dabei haben wir 


Ux (x, 8) = ulx,t, u t) ’ Ik (x, 8) = /&, tl, — t) 
gesetzt. 


2.2 Energiegleichung und Eindeutigkeit von Lösungen 


(a) Wir nennen ein Gebiet U im Raum-Zeit-Kontinuum R” x R raumar- 
tig, wenn für je zwei Zeitpunkte o < r die Teilmenge UN{o <t<r} ein 
Gaußsches Gebiet (allgemeiner ein Normalgebiet) ist und wenn für das äußere 
Einheitsnormalenfeld 7 = (vı,...,Un+1) von U 
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n 
2 2 2 
Un+ı = € ) v; <O 
i=1 


gilt, siehe die Figur auf der nächsten Seite. Beispiele für raumartige Gebiete 
sind: 

(i) Raum-Zeit-Zylinder 2x R mit einem Normalgebiet CR”, 

(ii) die Kegel K+(xo,to), K-(xo,to) für (xo,to) e R"*! [üal. 

(b) Für raumartige Gebiete U C R”*! und Lösungen u € C!(U)NC?(U) der 


Wellengleichung [lu = f inU definieren wir die Energie von u in U zur Zeit 
t durch 


Ei Bulile= 5 / (+ E IVul?)0)d'x, 


ud) 





wobei U(t) := {x ER” | (x,t) eU}. Im Fall U=NXxR schreiben wir Ea(t) 
statt Bu(t). 


Energiegleichung. Sei o <Tr und U(t)#® für alle te Jo,r|. Dann gilt 


Elr) = B(o) - / (5,7) do + [rEaxa; 
Ur 





ZU 
dabei ist © = (v1,...,Un+1), 
du u 1//du\? 

2.2 M ._ _ t/f% 2 2 
WE nn (=1,...,n), Uns: > (5) +.c ||Vull )" 
u:=Unlor| = U U), &Su:=dUNnlo,r|, 

o<t<T 
D = (v1,...,Un+1) das äußere Einheitsnormalenfeld von U. 
BEWEIS. 
Es besteht die Identität 
ou Hu 2 ou 
ler 
10 (ou 2 2... [Mu 2 ou 
= 5 (5) —:G div (Vu) + (VS, Vu) 
1.0 /(du\° 2... [9u 1.20 2 
le ee 
n+1 ı 
= >> O9v; = div V 
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Das Normalgebiet UZ C R”*! besitzt t 
den Rand OUZ = U(o) UU(r) U FU, a 
und für das äußere Einheitsnormalen- 
feld 7 von UZ gilt 


DT’ =—-&+ı auf U(o), 
D’ = &Hı auf Ur). 


Mit dem Gaußschen Integralsatz ergibt 
sich damit oT 


8 1— 
f art T 
ür 





[ iv vart'z 























us > 
x 
= [ (5,7)do 
duz 
= [ #,9)do + [ (#,v)do + [ (9,7)do 
U(o) U(r) ZU 
—- F Un+ıdo + J Un+ıdo + f (3,D)do 
U(o) U(r) ZU 
= -E(o) + E(r) + f (D,D)do. 


zu 
Die Energiegleichung hat wichtige Konsequenzen: 


(c) Energieerhaltungssatz. Sein C R” ein Normalgebiet, T > 0, V das 
äußere Einheitsnormalenfeld von Or und u € C!(ArUIAF)NC?(Nr) eine 
Lösung der homogenen Wellengleichung UJu=0 in Ir mit 


u=0 oder d5u = 0 auf 92x ]J0,T|. 
Dann ist die Energie Eo(t) von u konstant für te [0,T!. 


BEWEIS. 


Für das äußere Einheitsnormalenfeld 7 = (vı,...,Un+ı) von 2x ]0,T[ gilt 
Un+ı =0 auf 92x ]0,T|, also folgt mit den eben verwendeten Bezeichnungen 


Mu - ou 2» 9u 
ee — 


öt Pr:73 


i=1 


9zu=0 auf 92x ]0,T[ 


für beide Randbedingungen. Mit f = 0 liefert die Energiegleichung die Behaup- 
tung Ea(t) = Ea(0) für te ]0,7|. 














Als unmittelbare Folgerung ergibt sich der 
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(d) Eindeutigkeitssatz für das ARWP. Seien N, T, 7 wie im vorigen Satz. 
Dann besitzt das Anfangs-Randwertproblem 


UJu= f in dr, 

u=g oder 9Hu=9g auf 92x ]0,T|, 

u(x,0) = uo(x), Zu (%,0) = u(x) für xeN 
höchstens eine Lösung u € C!(Qr UIOAr)NC”(Dr). 


(e) Eine Hyperfläche M < R”"*! heißt charakteristisch, wenn 
20 ein = 0 
i=1 
für ein (und damit jedes) Normalenfeld 7 = (vı,...,Un+ı) von M gilt. 


Ist M als Nullstellenmenge einer C*-Funktion ® mit V® £D gegeben, so heißt 
(In+ı®)” — Zi (8;®)” = 0 die charakteristische Differentialgleichung. 


Die Kegelflächen C+(xo, to), C-(Xo,to) (vgl. 1(a)) sind charakteristisch [UA]. 


Wie sich charakteristische Flächen allgemein erzeugen lassen, zeigt die am 
Ende dieses Abschnitts für den Spezialfall n = 2. 


Eine weitere wichtige Folgerung aus der Energiegleichung ist die 


Monotonie der Energie. Sei CR” ein Gebiet, ue C!(Nx [0, TIINC?(9r) 
eine Lösung der homogenen Wellengleichung in Or, UC R"*! ein raumartiges 
Gebiet mit charakteristischer Randfläche OU und äußerem Einheitsnormalen- 
feld 7 = (vı,...,vn+1). Dann gilt für alle o <r mit U, CNx [0,T| 


Eu(e) Z Eu(r), falls untı 2 0. 


Über die Werte von u auf OU wird hierbei nichts vorausgesetzt! 


BEWEIS. Auf der charakteristischen Hyperfläche ZU gilt |vn+ı| = c||v|| mit 
v := (Vi,...,Un). Im Fall vn+1 > O0 folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Un- 
gleichung 


n 
(7,7) = „vi Vi + Unt+1Vn+1 
i=1 


2 2 
= - ED en + 4 ((Fu)’ + Vu?) var 
i=1 
FH 
= - 24 (Vu,v) +4 ((&)’ + 1vul?) Beet 
2 
> - 2% |1vulllel + 4 (()° + 11Vul?) vor 


I 

| 
= 

S 
3 

+ 
m 
+ 
[SS] Eau 
van 
rn 

® 
IS 
— 


+0 Ivul?) bus 30, 
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also nach der Energiegleichung 


E(o) - E(r) — (7,0)do >20. 


Im Fall v»+1 < 0 schließen wir analog oder wenden auf die eben abgeleitete 
Ungleichung die Zeitspiegelung t> —t an Al. 














Ist s> (s) = (pı(s), p2(s)) eine ebene, durch die Bogenlänge parame- 
trisierte C’-Kurve mit dem Normalenfeld N(s) = (£2(s), —%ı1(s)), so sind die 
Flächen Mı C R°, parametrisiert durch 











y1(s) Nı(s) 
(s,t) a ®+(s,t) = £2(s) = Na(s) ; 
t 0 


charakteristisch (vgl. die Figur in 2.5). 





Hinweis: Verwenden Sie +03 =1 dıdı + pada = 0 öl +0 = 
(Hi + BR)(EI +88) = (Yıda - Bad)”. 





2.3 Das schwache Huygenssche Prinzip 
(a) Das Maximumprinzip ist für die Wellengleichung nicht gültig. 


BEISPIEL. u(x,t) = sinz - sin(ct) löst 
Uu = Oim Rechteck Or = ]0, r[x]0, T[ 


mit T = n/e. Es gilt u = 0 auf öNr, t 
aber u(n/2, T/2) =1. 
Die folgende Aussage kann als Ersatz (Xo, to) 
für das fehlende Maximumprinzip an- 
gesehen werden: 
SATZ (ZAREMBA 1915). C R” sei 
ein Gebiet, u e CH (Qx [0, TINC? (Or) R” 
eine Lösung der homogenen Wellen- 

gleichung in Or und (xo,to) € Or eine Karo (Xo) x {0} 


Stelle mit Keo(Xo) CN. 
Gilt 








u=0 und - =0 auf Ker(Xo) x {0}, 


so verschwindet u auf dem Kegelstück K_(xo,to)N{t > 0} und insbesondere 
in der Kegelspitze (xo,to). 


BEMERKUNG. Durch Zeitspiegelung t > —t ergibt sich eine entprechende Aus- 
sage für negative Zeiten. 
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BEWEIS. 


Wir setzen U=K_(xo,to) (vgl. 1(a)) und verwenden die Bezeichnung U(t) := 
[x eR” | (x,t) € U} von 2.2. Der Kegel U hat — von der Kegelspitze (xo,to) 
abgesehen — als Rand die charakteristische Hyperfläche C_(xo,to); und für 
das äußere Einheitsnormalenfeld 7 gilt un+ı = (1+ ı 2>0. Daher ist 
Eu(r) < Eu(0) für jedes r € ]0,to| nach dem Monotoniesatz in 2.2. 


Nach Voraussetzung gilt u = du/dt = 0 auf U(0) = Ker,(%o) X {0}, woraus 
Vu=0 und damit Eu(0) = 0 folgt. 


Aus Eu(r) = 0 schließen wir du/öt = 0 auf U(r) für jedes r € ]O,to[| und 

erhalten Ou/dt = 0 im ganzen Kegelstück UN{t>0}= |) Ur). Zusam- 
0<r<to 

men mit u = O0 auf U(0) folgt hieraus durch Integration längs zur t-Achse 

parallelen Segmenten in UN{t>0} dann 





u=0 in UN{t>0} = K_(xo,to)N{t > 0}. 











FOLGERUNG (Schwaches Huygenssches Prinzip). 0, T, xo, to seien wie im 
vorhergehenden Satz. Dann hängt die Lösung der homogenen Wellengleichung 
im Punkt xo zur Zeit to nur von den Anfangswerten auf der Kugel Kei,(Xo) ab: 
Gilt für Anfangswerte uo,uı und vo,vı zum Zeitpunkt O0 


uo = vo und ur = vı auf Ket,(Xo) , 
so gilt für die zugehörigen Lösungen u und v 


u(Xo,to) = v(Xo,to) : 


(b) Aus dem Satz von Zaremba können wir folgern, dass sich Signale mit end- 
licher Geschwindigkeit ausbreiten. Unter einem zur Zeit t = 0 an der Stelle 
yo € N ausgesandten Signal verstehen wir dabei Anfangswerte uo, u mit nahe 
um y, konzentrierten Trägern, 


supp uo, supp ur C Kr(y,) mit r<1. 

Sei ur die zugehörige Lösung der homogenen Wellengleichung, 
Tr(&%o) := infft >0| ur(xo,t) #0} 

die Ankunftszeit des Signals an der Stelle xo € 2 und 
To := sup {T-(xo) |r < 1}. 


Wir machen plausibel, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit v := ||xo — yol||/To 
die Konstante c in der Wellengleichung nicht übertrifft, falls y, hinreichend nahe 
bei xo liegt. 
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Zum Nachweis setzen wir tr := (||xo — Yol| — r)/c. Wegen ||xo - yo|| =r + ctr 
gilt supp uo, supp uı C Kr(yo) C R”\Kct, (%o), also ur (Xo,t) = 0 fürt € [0, t] 
nach dem Satz von Zaremba. Das bedeutet t- < T-(xo), 


|xo - yoll -Nn> T,(Xo) > tr = IIxo — voll —iE 
U c 


für r<]l 


und damit v<c. 


Für die Präzisierung der Argumentation verweisen wir auf DAUTRAY-LIONS [4, 
2] Ch.5.53 und TREvES [71] Ch. 11.814. Zur weiteren Diskussion des Huygens- 
schen Prinzips siehe 3.3. 


Die Bedingung Kor, (Xo) C N im Satz von Zaremba begrenzt die Anwendbarkeit 
auf kleine Zeiten to. Für große to gilt folgende Erweiterung: 


Sarz. Seien U CR” ein beschränktes Gebiet, u € C!(Qr UIOr)NC°(Or) 
eine Lösung der homogenen Wellengleichung in Or und (xo,to) € Dr. Ist 
U:=NrNK_(Xo,to) ein Normalgebiet und gilt 


u=0 und = =0 auf (NN Ker(%Xo)) X {0}, 


u=0 oder 9gu=0 auf (80 x Jo, T|) NK_(X%o,to), 
so verschwindet u in U und insbesondere in der Kegelspitze (xo,to). 


BEweiıs als Aufgabe unter Verwendung von Argumenten der Beweise des Ener- 
gieerhaltungssatzes, der Monotonieeigenschaft in 2.2 und des Satzes von Zarem- 
ba. 


2.4 Ausbreitung von Singularitäten 


Unter einer schwachen Stoßwelle verstehen wir eine schwache Lösung u der 
homogenen Wellengleichung auf einem Gebiet U C R”*!, für welche u € C!(U) 
gilt und eine C”°-Hyperfläche M C U mit folgenden Eigenschaften existiert: 


(i) U\M besteht aus zwei Gebieten U} und U_, 
(ii) es gibt Lösungen u+ € C”X(U) der homogenen Wellengleichung mit 
u=ur auf UHUM, u=u- auf U_UM. 


Wir nennen M die Singularitätenfläche von u. 


Die Bedingung der C”°-Differenzierbarkeit von M und u+ wurde der Einfach- 
heit halber gestellt; sie kann abgeschwächt werden. 





Ist u eine schwache Stoßwelle mit Singularitätenfläche M, so gilt für [u] := 
ur — u- wegen ue C!(U) und (ii) 


ul = 0, Alu] =0 (i=1,...,n+1) auf M. 
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Die zweiten Ableitungen von u (definiert als die einseitigen Grenzwerte der 
zweiten Ableitungen von u+ und u_) können auf M Sprungstellen besitzen, 
d.h. es kann ;8;[u] # 0 auf M eintreten. In diesem Fall sagen wir, u hat 
schwache Singularitäten (Singularitäten zweiter Ordnung). Grundlage 
einer genaueren Beschreibung dieser Singularitäten ist folgender 


HiLrssaTz. Beschreibt ® € CP(U) die Singularitätenfläche einer schwachen 
Stoßwelle u als Nullstellenmenge, 


M ={®=0} und Vö(x) # O für jedes TEM, 
so existiert eine C” -Funktion o auf U mit 

Re >08. 
Eine Beweisskizze folgt am Ende des Abschnitts. 
Aus der Darstellung von [u] durch ® und o folgt unmittelbar 
(*)  Aö;lu) = 089,8 auf M={[®=0}. 


Wir nennen die auf die Hyperfläche M eingeschränkte Funktion 0:M-R 
deshalb die Sprungintensität der zweiten Ableitungen von u. 


Für das Folgende vereinbaren wir die Abkürzung 


2 


—c fürs =4=1:.;,n, 
Mi 1 für i=j=n+Hl, 
0 sonst. 


Hiermit schreiben sich der d’Alembert-Operator und die Gleichung von charak- 
teristischen Hyperflächen (siehe 2.2 (e)) 


n+1 n+1 
Uu = y Nsdidju, > MjVilj = 0. 
il i,j=l 


SATZ. Sei u eine schwache Stoßwelle mit der durch ® = O0 beschriebenen Sin- 
gularitätenfläche M (® wie im Hilfssatz). Dann gilt 
(1) Istu eine echte schwache Stoßwelle, d.h. verschwindet die Sprungintensität 


o nirgends auf M, so ist M eine charakteristische Hyperfläche. 


(2) Ist M eine charakteristische Hyperfläche, so genügt die Sprungintensität 
0o:M-—R der homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung 


n+1 
» uÖ&o+bo=0 auf M, 


i=1 
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n+1l 
wobei @ = (G1,...,An+ı) das tangentiale Vektorfeld auf M mit a; = . Mijvj 
j=1 


und b eine C”° -Funktion auf M ist. 
Der BEWEIS folgt am Ende dieses Unterabschnitts. 


Dieser Satz geht auf Untersuchungen von CHRISTOFFEL (1877), HUGONIOT 
(1887) und HADAMARD (1903) zurück. Nach der ersten Aussage können sich 
die Singularitäten einer schwachen Stoßwelle nur in einer bestimmten Wei- 
se ausbreiten; auf die Interpretation gehen wir in 2.5 näher ein. Um die Be- 
deutung der zweiten Aussage zu verstehen, betrachten wir das Verhalten der 
Sprungintensität o längs Integralkurven I — M, s > T(s) des Vektorfeldes 
@ (Bicharakteristiken der charakteristischen Hyperfläche M). Die DG für o 
führt unter Beachtung von &;(s) = «(T(s)) auf die gewöhnliche DG 


d n+1 n+l 
ee) = Di Holzls))äils) = 2 (audio) @(s)) = - (bo) k(s)) 


mit der Lösung 
o(T(s)) = o(T( 0)) exp( - Fiat t)) dt) für ein so € I. 


Hiernach verschwindet die Sprungintensität o längs einer Bicharakteristik der 
Singularitätenfläche M entweder überall oder nirgends. Hat also eine schwa- 
che Stoßwelle zu einem Zeitpunkt schwache Singularitäten (etwa vorgegeben 
durch Anfangswerte), so bestehen diese für alle Zeiten. Hiermit zeigt sich ein 
deutlicher Kontrast zum glättenden Verhalten der Wärmeleitungsgleichung, vgl. 
815:3.1. Eine anschaulichere Beschreibung der Ausbreitung von schwachen Sin- 
gularitäten mittels Wellenfronten und Strahlen folgt in 2.5. 


BEWEISSKIZZE für den Hilfssatz. 


Es sei (s,E) + Vs ‚E) der C°-Fluss des Vektorfeldes |VÖ|"?V®, vgl. 
85:6.1. Für jedes &€E M gilt ®(W(0,£)) = ©(£) =0 und 


al 





somit erhalten wir 
S(V(sd))=s für &eM, |sl<1. 
Für die Funktion v := [u]o W und jedes &€ M gilt nach Voraussetzung 


n-+1 


Z dv 
v(0,8) = u) =0, 5,08 = 2 





Zw 0,9) =0. 
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Mit partieller Integration ergibt sich hieraus 


1 


v(s,€) = ® fa-n rs dr. 


[0] 


Definieren wir 40(F) für 7 = V(s,€) durch das rechtsstehende Integral, so 


erhalten wir eine C”-Funktion o:U—>R mit [u] = 30®°. 














BEWEIS des Satzes. 


Nach Voraussetzung erfüllen u+ und u_ in U die homogene Wellengleichung, 
also gilt 








n+1l 
(**) 0 = Our - Ou- = Ofu] = % ns diöjlu) in U. 
igel 
Wir setzen im folgenden v; := 9;®. 
(1) Aus (x) und (**) folgt 
n+1l n+1l 
0= % möölu) =o ), myviv; auf M, 
il il 


woraus wir mit o # 0 auf M die Aussage (1) erhalten. 


(2) Aus [u] = 30® ergibt sich durch dreimaliges Ableiten und Einschränkung 
au M={®=0} 


%;0u] = 90; (40 8°) 
= Oo vjvr + Ö;jovivr + Kovivj 
+ o(vid;%.® + v; HD + v;.0:9;®) 2 


Wir erhalten durch Ableiten der Gleichung (**) in Richtung des Normalenvek- 
tors 7 = (V1,...,Un+ı) = V® auf M 





n+1 n+1 
0 = y vr % lu] = > Mj vr Rd; [u] 
k=1 ij, 
n+1 
=, ) mizvr (dio v; vr + Hovive + Koviv,) 

ide 

. n+1 

+0 > MijVk (v:8;09%® +; rd + v;.0:0;®) B 
ik 


Fassen wir im letzten Ausdruck die beiden ersten Terme zusammen, so ergibt 
n+1 n-+1 

sich 27]? $) ai; mit u = )) nv; ; der dritte Term verschwindet auf der 
il jel 
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nach Voraussetzung charakteristischen Fläche M, der vierte und fünfte Term 


n+1 n+l 
lassen sich zu )), vr dx N mit N := )) 5 0® 9;® zusammenfassen, und der 
Pe Ägei 


letzte Term liefert o 7]? TI®. Setzen wir 


n-+1 
2:= 018 + [a In kN, 
k=1 
so ergibt sich die Differentialgleichung 
n+1 
Yado+bo=0 aufM. 


i=1 


Das Vektorfeld @= (aı,...,Q@n+ı) ist tangential zur Hyperfläche M wegen 














n+1 n+1 
(a,v) =), wu = ), myviv;=0 auf M. 
i=1 Heze 


2.5 Wellenfronten und Strahlen 


Wir zeigen jetzt, dass die Ausbreitung schwacher Singularitäten den Gesetzen 
der geometrischen Optik folgt. 


Nach der ersten Aussage des Satzes in 2.4 ist die Singularitätenfläche M ei- 
ner echten schwachen Stoßwelle u eine charakteristische Hyperfläche. M kann 


wegen |vn+ı| = c||v|| # 0 als Graph einer C”-Funktion p auf einem Ge- 
biet & C RR” dargestellt werden. M ist damit Nullstellenmenge der Funktion 
©(xı,...,En+1) = Intı - PplX1,...,£n), und es folgt mit den Bezeichnungen 
von 2.4 

= (-819,...,—&n%,1) "> (die. re) . 


Die charakteristische Differentialgleichung (siehe 2.2 (e)) erhält somit die Gestalt 
elvpll = 1; 


und die Differentialgleichung der Bicharakteristiken s > (xzı(s),...,n+1(s)) 
lautet mit der Abkürzung x(s) := (x1(8),...,n(s)) 


x(s) = ® Volx(s)), äntıls) =1. 


Die Bicharakteristiken lassen sich also durch die Zeitkoordinate s = In+ı = t 
parametrisieren. 


Wir nennen die Hyperflächen im R” 


Mı :=I[xeND|(x,t)eM}=!xeN|pkx)=t} (tER) 
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die Wellenfronten und die Projektio- 
nen der Bicharakteristiken auf dnR”, ıt 


t> xt) = (zıft),...,2R{t)), 





die Strahlen von M. 


Satz. Die Punkte x(t) bewegen sich 
mit der Geschwindigkeit c auf Gera- 
den und schneiden die Wellenfronten 
senkrecht, d.h. die Wellenfronten brei- 
ten sich mit der Geschwindigkeit c in 
Richtung ihrer Normalen aus. 











Bei der Ausbreitung von Singularitäten 
gelten somit die Gesetze der geometri- 
schen Optik für ein Medium mit Bre- 
chungsindex n =1, vgl. 87:3.1. Strahl 





2 Wellenfront 


BEWEIS. 


x(t) =c?Vo(x(t)) ist ein Normalenvektor der Wellenfront M; im Punkt x({t), 
es gilt ||x(t)|| = ce? ||We(x(t))|| = ec und für öi=1,...,n 


öl) = 2 (Orei))) = I &öroete) ste) 














Für die Sprungintensität o der schwachen Stoßwelle gilt längs jeder Bicharak- 
teristik (wir schreiben jetzt o(t) anstelle von o(£(t)) 
+ 300 = (0 mit 8 := Ag. 


Das ergibt sich aus dem Beweisteil (2) des Satzes in 2.4 mit 
n+1 
N= % m989;8 = 1-c||Vvpl? =, 0, 
il 
2b = I® = -c’Ap auf M. 
Es läßt sich zeigen, dass © die Änderungsrate des Oberflächenelements ‚9 der 
Wellenfronten unter dem Normalenfluß c? Vo ist, d.h. dass gilt 


© = Yalva = 3/29. 
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Zusammen mit der DG 
o/o = - so 

folgt hieraus durch Integration 
0” = const /- 


Die Sprungintensität ist hiernach im Wesentlichen eine geometrische Größe der 
Wellenfronten. 


BEISPIEL. Für die charakteristischen Kegel C+(xo,to) ergibt sich 








0” (x(t),t) = const / ||x(t) — xo|jlEr-V 
auf jedem Strahl x(t) BA. 


LITERATUR zu schwachen Singularitäten: COURANT-HILBERT [3], Kap.6, 81, 82, 
HADAMARD [90] 69-123. 


3 Das Anfangswertproblem 
Wir betrachten in diesem Abschnitt für n= 1,2,3 das Anfangswertproblem 


Ju= fin R"xR, 


(«) u 
u(x,0) = uo(x), En 0) = u(x) für xeR”. 


3.1 Die homogene Wellengleichung im R! 
SATZ (D’ALEMBERT (1747)). (a) Jede Lösung u der eindimensionalen Wellen- 
gleichung 
Hu u 
ern 
hat die Gestalt 





u(z,t) = F(xr+ct) + G(x - ct) 
mit geeigneten Funktionen F,G € C’(R). 
Die Lösung ist also die Überlagerung einer nach links und einer nach rechts 


wandernden Welle, beide mit festem Profil und der Geschwindigkeit c. 


(b) Zu gegebenen Anfangswerten uo € C’(R), un € C'(R) liefert die Lösungs- 
formel von d’Alembert 
c+ct 


(uo(z + ct) + uo(z - ct)) En = / uı(s) ds 


2—ct 


ulz,t) = 


Dim 


die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems. 
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BEWEIS. 

(a) Wir führen in der Ebene charakteristische Koordinaten &,n ein durch 
€E=ı+c, n=2-ct, bzw zı= 3(E Hn), t= n(E n): 

Dabei geht {(z,t) | x ER, t>0} über in das Gebiet {(&;n)|&E>n}. 


Ist u eine Lösung der homogenen Wellengleichung, so erfüllt 


die Gleichung 





1 HU Hu u 
Eee = 


Aus dieser folgt 
OU 
nem = g(n) 


mit einer Funktion ge C!(R). Setzen wir G(n) := [ g(s) ds, so ergibt sich 


os 


ö 


7, VEM)- Cm) =0 für gER, E>n, 


somit 
(En) - Gm) = F(E) für ER, E>n, 

wobei F:R-R eine C?-Funktion ist. Damit erhalten wir für ze R,t>0 
u(a,t) =U(&,n) = F(E) +G(n) = Fa+c)+Gla- ci). 


Die rechte Seite stellt eine für alle (x,t) € R? definierte Lösung der Wellenglei- 
chung dar. 





(b) Ist u eine Lösung des Anfangswertproblems, so besteht nach (a) die Dar- 
stellung u(z,t) = F(x+ct) +G(x— ct) mit FG € C*(R). Bezeichnet Uı die 
Stammfunktion von un mit U1(0) = c(F(0) — G(0)) , so gilt 


uo(z) = ulw,0) = F(r)+G(e), 





U(2) = une) = I u(2,0) = c(F(x) - G'(x)). 


Durch Integration der zweiten Identität ergibt sich 


In, 


| 1, Bere Be 
F=3w+ 20, G=53w-x% 


woraus die d’Alembertsche Formel folgt. Dass u eine Lösung des AWP darstellt, 
ist leicht nachzurechnen. 
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AUFGABE. Zeigen Sie für jede Lösung u t 
der eindimensionalen homogenen Wel- P3 
lengleichung die Beziehung 
Pa 
u(Po) + u(P3) = u(Pı)+u(P), 


falls die vier Punkte Po, P2, Pa, Pı ein 
charakteristisches Parallelogramm bil- 
den, d.h. falls folgendes gilt (Fig.): 


Po 





SV 


Po, Pa und Pı, P3 liegen jeweils auf Geraden © — ct = const, 


Po, Pı und P3, P3 liegen jeweils auf Geraden © + ct = const. 


3.2 Sphärische Mittel 


Die Lösungen der 3-dimensionalen Wellengleichung lassen sich durch Integrale 
über Sphären darstellen (EULER 1766, Po1sson 1808). Zum Nachweis benötigen 
wir einige Eigenschaften sphärischer Integrale. 

S.(x) := OK.(x) = {yeR?| |y-x|| = r} bezeichne die r-Sphäre mit 
Mittelpunkt x € R®? und Radius r > 0. Das sphärische Mittel einer im R° 
stetigen Funktion u ist für x € R?, r > 0 definiert durch 


Haare / nu = / id, 


5r(X) Sr(X) 





Durch Anwendung des Transformationssatzes für Integrale mit der Substitution 
51(0) > S-(x), E7x+r£& ergibt sich 


1 
m(x,r) = I ulx+r&)do(£). 
. . 


Diese Darstellung zeigt, dass r > m(x,r) für jedes x zu einer stetigen, in r 
geraden Funktion auf R fortsetzbar ist. 


Eigenschaften des sphärischen Mittels 
(a) m(x,0) = uk). 
(b) Ist u C°-differenzierbar, so auch (x,r) — m(x,r), und Om/ödxi ist das 
sphärische Mittel von du/dx:. 
(c) Hängt u C°-differenzierbar von einem Parametert ab, so auch das sphä- 
rische Mittel, und öm/öt ist das sphärische Mittel von Ou/öt. 
om u 1 3 ö Er 2 n 
(d) en STR [ Auly)d’y gilt für ve C’(R") und r>0. 


Kr(&) 
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ö°’m 2 dm 


(e) a % r)+ z 5 & r) = Axm(x,r) gilt für ue CR”) und r £0. 


(Darboux-Gleichung). 


BEwEIS. 
Wir verwenden die zweite Darstellung des sphärischen Mittels. 


(a) ist unmittelbar klar. 


(b) und (c) ergeben sich aus dem Satz über die differenzierbare Abhängigkeit 
von Parameterintegralen , vgl. Bd.1, 823:5.1. 

(d) Für y=x+r&e 5,(x) mit &e $ı(0) ist n(y) =& der äussere Einheits- 
normalenvektor von K,(x) in y. Hieraus folgt zusammen mit dem Gaußschen 
Integralsatz 


J uxtre)do@) = — [ Bulx+r&)dol) 
" 51(0) S1(0) 


EN (Vu(x+r&),&) do(8) 


SIE 


dr (x; r) 


eis ' (Vu(y),n(y)) do(y) 


Sr(&) 


= J Onudo = 


Anr? 


1 
—— I Au(y) d’y. 
5,.(x) Ant? Ki) 





(e) Aus (d) folgt durch zwiebelweise Integration (Bd.1, 825:3.2) 


I'm | 22m a, € 1 (ri )) 
PIE Sc 7 ar 
1 0 
- — | Aufy)d’y 


Anr?2 Or K,) 








Tr 


109 
ET KL, Audo) de 


1 
= [ Audo = Axm(x,;r). 
Anr? Sr(x) 

















3.3 Die homogene Wellengleichung im IR® 


Sei u eine Lösung des Anfangswerproblems für die dreidimensionale homoge- 
ne Wellengleichung. Nach den Rechenregeln 3.2 (b),(c),(e) erfüllt das sphärische 
Mittel m(x,r,t) von x+> u(x,t) (t als Parameter aufgefaßt) die Differential- 
gleichung von Euler-Poisson-Darboux 
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ent) a f et) doty) = Ff auto. ao) 


c2 
Sr(X) Sr(X) 


m 20m 1 0 
= (= + 20 \n) = 2 7% (rm) r,t) 
für xeR°, r >0,t>0. Setzen wir M(x,r,t) := r- m(x,r,t), so erfüllt 
(r,t) > M(x;r,t) für jedes x € R? die 1-dimensionale Wellengleichung 


Mr, ss 20°M 
FT 7 


und genügt den Anfangsbedingungen 


&;r,t) 


M(x,r,0) =r f uo(y)do(y) =: Mo(x,r), 


Sr(X) 
OoM 
—-(%,r,0) =r f u(y)do(y) =: Mı(x,r). 
dt $..(x) 


Die Anwendung der d’Alembertschen Darstellungsformel 3.1 (b) auf die Funk- 
tion (r,t) > M(x,r,t) (x festgehalten) ergibt daher 

1 r+ct 
(Mo(x,r + ct) + Mo(x,r — ct)) + 35 [ Mı(x, s) ds 


r—ct 


(+) M&ır,t) = 


Dim 


für xeR’?,reR,t>0. 


Hieraus läßt sich eine Darstellung der Lösung u durch die Mittel der Anfangs- 
werte ableiten: 


Zunächst ist nach 3.2 (a) 
u(x,t) = m(x,0,t) = lim m(x,r,t) = lim Iren, 
ro0 ro>0 r 
Weil Mo(x,r) und Mı(x,r) ungerade in r sind, gilt 


r—ct 
Mo(x,r —ct)=-Mo(x,ct-r), [ Mıl,s)ds=0. 


et—r 


Hieraus folgt einerseits 


1 1 
= (Mo(x,r + ct) +Mo(x&,r - ct)) .- (Mo(x,r + ct) — Mo(x, ct — r)) 








1 1 

ae (Mo(x, r + ct) — Mo(x, ct)) u (Mo(x, ct—r)— Mo(x, ct)) 
Mo _18M . 

+7 (X,ct) = ea (&,c) für r—0; 
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andererseits folgt 





1 Tre 1 Tre 1 re 
zu d, Mı(x,s)ds = 3. S, Mı(x,s) ds + a. Mı(x, s) ds 
1 "tet 1 r+e ı & 
_ Dr. Mı(x,s)ds = en d Mı(x,s) ds + a 
1 "te ct-r 


1 
_ [ Mı(&,s)ds - FR J My (x, s) ds 


2er ct 
1 a 
u - Mı(&, ct) für r—0. 


Aus (+) ergibt sich somit nach Ausführung des Grenzübergangs r — 0 


1 OMo 
oe 





(x, ct) + Mi (x, ct). 


Hiermit haben wir die Poissonsche Darstellungsformel erhalten: 


Satz (Poısson (1818)). Jede Lösung u des Anfangswertproblems für die homo- 
gene dreidimensionale Wellengleichung besitzt die Darstellung 


[0] 1 1 
ux,t) = 5 (5 ji uo.do) Eu Inc / uı do 


Sct (X) Sct(X) 
1 
= m | (ot) Haut) +Vuoly).y— x) doty) 
Sct(X) 


für xeR?, t>0. Diese läßt sich zu einer Lösung für alle tER. fortsetzen. 





Die zweite Lösungsdarstellung ergibt t 

sich aus der ersten mit Hilfe des Be- 

weises 2.2 (d). Der zweiten Darstellung (%o, to) 
entnehmen wir, dass die Lösung u an EN 
der Stelle (x,t) nur von den Anfangs- 

werten wo, u1, Vuo auf der Sphäre (0) 
Sc:(X) abhängt; wir nennen deshalb die R? Yo 





Sphäre $.ı(x) das Abhängigkeitsge- 
biet der Lösung an der Stelle (x,t). Sci, (X0) 


Aufgrund dieser Tatsache ist die Übermittlung scharfer Signale mittels der drei- 
dimensionalen Wellengleichung in folgendem Sinne möglich: Eine lokale Anre- 
gung des Feldes zur Zeit £= 0 an der Stelle y, (d.h. Anfangswerte uo, uı, deren 
Träger in einer Kugel K,.(y,) fürr < 1 liegen) pflanzt sich so fort, dass an einer 
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Stelle xo #yn zur Zeit to := ||xo — yo||/c ein kurzes Signal empfangen wird 
(d.h. für die zugehörige Lösung gilt u(xo,t) #0 nur für |E-to| < r/c) (Fig.) 
[üA]. Dieses Huygenssche Prinzip für die Wellengleichung verschärft die 
allgemeine Aussage von 2.3, nach welcher das Abhängigkeitsgebiet in der Kugel 
Ket,(Xo) liegt. 


Die Bezeichnung „Huygenssches Prinzip“ wurde von J. HADAMARD 1923 im 
Zusammenhang mit der Vermutung verwendet, dass unter allen „normal hyper- 
bolischen“ Gleichungen im Wesentlichen nur die Wellengleichung in ungeraden 
Raumdimensionen eine scharfe Signalübertragung erlaubt. Diese Vermutung er- 
wies sich im Falln = 3 als falsch, wie P. GÜNTHER 1965 zeigte (Arch. Rat. Mech. 
Anal. 18 (1965) 103-106). 


Die Poissonsche Darstellungsformel kann als Lösungsformel verwendet werden: 


Sarz. Für uo € C’(R?), un ECHR?), xER? und t>0 setzen wir 


[0] ll 1 
u(x,t) = pr; (a / Uuo do) + Anct / U do. 
Sct(%) Sct(X) 


Dann kann u zu einer Lösung des Anfangswertproblems für die homogene Wel- 
lengleichung auf R? x R. fortgesetzt werden und stellt die eindeutig bestimmte 
Lösung dar. Im Fall uo € C”+!(M?), un € C”(R?) mit m > 2 ist die Lösung 
CO" -differenzierbar. 


Der BEWEIS ergibt sich durch direktes Nachrechnen unter Verwendung der Re- 
chenregeln 3.2 für das sphärischen Mittel. Die Eindeutigkeit der Lösung folgt 
aus der Poissonschen Darstellungsformel. 


Die Differenzierbarkeitsbedingungen an die Anfangswerte können nicht abge- 
schwächt werden. Dies zeigt Teil (c) der folgenden 


AUFGABE. (a) Zeigen Sie, dass jede kugelsymmetrische Lösung der 3-dimensio- 
nalen Wellengleichung u(x,t) =U(r,t) (r=||x||) mit den Anfangsdaten uo = 0, 
u(x) = Ur(r) mit einer geraden C?-Funktion Ui € C?(R) die Darstellung 


1 r+ct 

— [ sUı(s)ds für r>0, 
U(r,t) := 2er „er 

tUr(t) für r=0 


besitzt. 


(b) Die hierdurch definierte Funktion U liefert umgekehrt auch eine Lösung 
des AWP. 


(c) Für die C!-differenzierbare, aber nicht C?-differenzierbare Anfangsge- 
schwindigkeit 
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(?-r)? fürr<e, 
UL (r) := 


0 für r>e 


ist die in (a) definierte Funktion u(x,t) = U(r,t) im Kegel mit der Spitze 
(xo, to) = (0, 0,0, 1), 


Ki(x;t) IK HerR’||al <eli=d);t<ij}, 


eine Lösung des AWP. In der Kegelspitze (xo,to) ist O°u/öt” unstetig. Die 
auf der Sphäre S.(xo) C R? liegenden Unstetigkeiten der zweiten Ableitungen 
der Anfangswerte u (x) = Uı(r) erreichen die Stelle xo = 0 also erst zur Zeit 
o=l: 


3.4 Die homogene Wellengleichung im R? 


Jeder Lösung u(x,t) = u(zı,xa2,t) der zweidimensionalen Wellengleichung ist 
durch U(xı,x2,x3,t) := u(xı,x2,t) eine Lösung U der dreidimensionalen Wel- 
lengleichung zugeordnet. Aus der Poissonschen Integraldarstellung 3.3 für U 
gewinnen wir damit eine Integraldarstellung für uw. Dieser Kunstgriff wird Ha- 
damardsche Abstiegsmethode genannt. Hiermit ergibt sich der 


Satz. Jede Lösung u des Anfangswertproblems für die zweidimensionalen Wel- 
lengleichung besitzt für t > O0 die Darstellung 


z 2 1 uo(y) 2 ) 
ul | ey 


Ket(X) 


2 


N / — ul) __ 2,. 
re) ver-Iv-aP 


Ket(X) 


BEMERKUNG. Anders als im Falln = 3 hängt hier die Lösung an der Stelle 
(%,t) von den Anfangswerten auf der ganzen Kreisscheibe K.ı(x) ab. Ein zur 
Zeit t = 0 im Punkt y, ausgesandtes Signal wird an der Stelle xo # y, als 
zur Zeit to = ||xo — yo||/c einsetzendes und allmählich abklingendes Signal 
empfangen; vgl. 3.3, 2.3. (Ähnliches beobachten wir bei Wasserwellen, wobei 
dahingestellt sei, ob diese der zweidimensionalen Wellengleichung genügen.) 


BEweIs. 

Wir setzen U(xzı,x2,23,t) := u(zı,x2,t) und Uy(x1,22,23) = up (xı,x2) für 
k = 0,1. Da U der dreidimensionalen Wellengleichung genügt und deshalb nach 
3.3 durch sphärische Mittel von Uo und U dargestellt werden kann, geht es 
nur darum, die beiden Integrale über Sphären in Integrale über Kreisscheiben 
umzuformen. 
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Für x= (r1,22)ER?, r>0 setzen wir X := (x1,22,0), 
FR): = EEK) |E>0), SR) := (EEK) |E<0} 


und parametrisieren die beiden Halbsphären als Graphen über der Kreisscheibe 
Kr(x) C R?, z.B. die obere durch 


®:K,.(x)>S!(&), y= (v9) > (yı,Y2,p(y)) 


mit poly) := Yr?-||y-x||”. Für das Oberflächenelement ergibt sich nach 
811: a 1, wi 2.5 (a) 


7 
do = Y1+lvoßnil? d’y = —— d’y 
r=|y-&| 


derselbe Ausdruck ergibt sich für das Oberflächenelement der unteren Halb- 
sphäre S7 (X). Weiter gilt für beide Halbsphären (Ur o ®)(y) = ur(y), und 
daher 


[ %d= [ Ud+ [ Ud=2 [ Urdo 
S..(&%) s+&) s7&) st& 
u I ur(y) d 
r2-||y-x||” 
Ket(X) 


Damit erhalten wir für die Integrale in der Poissonschen Darstellungformel 


1 1 
5 [v0 | er 
Anc:t 2TcC r2_ Iy- x|| 


Set &) Ket(X) 

















Aus der Lösungsdarstellung in 3.3 ergibt sich mit diesen Umformungen: 


Satz. Für uo € C’(R?), un € C’(R?), xeR?, t>0 setzen wir 


ux,t) := ( ) 


öt \ 2rc 242 _ _ [2 
ey = 
| Ten et N ELEIFEEI; 
as 


Dann kann u zu einer Lösung des Anfangswertproblems für die homogene Wel- 
lengleichung auf R? x R. fortgesetzt werden und diese stellt die eindeutig be- 
stimmte Lösung dar. Im Fall uo € C”+!(R?), un € C”(R?) mit m > 2 ist 
die Lösung C”"-differenzierbar. 
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3.5 Die inhomogene Wellengleichung 
Wir betrachten für n= 1,2,3 das Anfangswertproblem 


UJu= f in R”xRz>o, 
(+) 3% 


u(x,0) = Era) =0 fürxeR”. 


mit gegebener Funktion f auf R"xR;. 


Ist dieses gelöst, so folgt durch Superposition der Lösung mit der Lösung der 
homogenen Wellengleichung in 3.1, 3.3, 3.4 die allgemeine Lösung des Anfangs- 
wertproblems (x). Zur Lösung des Problems (x*) dient der folgende 


Sarz (Duhamelsches Prinzip). Gegeben sei f € C’(R” x Rı+). Für jedes 
s>0 bezeichne us die Lösung des Anfangswertproblems 


Ou=0 in R”x]s,ool[, 
ux,s) =0 fürxeR”, 


x) = f({x,s) für xeR”. 


Dann ist durch 


ud = Feist) 
0 


die eindeutig bestimmte Lösung u € C(R" x R+)N CR” x R>o) des An- 
fangswertproblems (**) gegeben. 


Das Duhamelsche Prinzip wird auch für die Lösung der inhomogenen Wärmelei- 
tungsgleichung verwendet, vgl. 816:3.3. 


BEWEIS. 


Hängen in den Lösungsformeln in 3.1, 3.3, 3.4 die Anfangswerte uo und uı 
C?-differenzierbar von einem Parameter s ab, so gilt das nach 3.2 (b) auch für 
die Lösungen der homogenen Wellengleichung. Hiernach ist (x,t,s) > us(X,t) 
C?-differenzierbar und für das Integral u(x,t) ergibt sich unter Verwendung der 
in 86:3.7 verwendeten Ableitungsregel 


t t 


Ous _ Ous 
Me. / En (&,t)ds = / En (x,t)ds, 


0 0 


u 


Er (xt) = us(X,t) 
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Erz) Su 











und 


ux,0)=0, E& 0)=0. 














Das Duhamelsche Prinzip liefert zusammen mit den Lösungsdarstellungen in 
3.1, 3.3, 3.4 die Lösung des Anfangswertproblems (**). 


K'(x,t) bezeichnen im Folgenden die in 1(a) eingeführten Kegel. 





SATZ Zu gegebener Funktion f € CR” x R) liefern die folgenden. Integrale 
für t>0 die eindeutig bestimmten Lösungen des Anfangswertproblems (%**) 


ua =z | Mandarı mn), 





K2 (z,t) 
ulx,t) = a / N)  Pyds (n=2), 
m 2 (t-s)? -|y-x|” 
K3 (x,t) 
Iwst-Iy=xli/d) 
ti = d° =: 
| er = 
Kcet(X) 


Der BEWEIS ergibt sich unmittelbar aus dem Duhamelschen Prinzip und den 
Lösungsdarstellungen 3.1, 3.3, 3.4 nach Ausführung der Zeittranslationen t + 
8. 


Durch Zeitspiegelung t:> t, —t ergeben sich aus diesen retardierten Poten- 
tialen weitere Lösungen der inhomogenen Wellengleichung, die avancierten 
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Potentiale einer Anregung f € C!(R"xR) E 





le = / Gb ei) 

K2 (2,8) 

BEER | %. 77) BEE 2 

ulx,t) = d’yd —2); 
. a Zr a 

Ye 

. F.t+ly - xI/e) \ 

u(x,t) = _ \ har d’y (n=3). 

Ka(xX 


4 Das Anfangs-Randwertproblem 

4.1 Problemstellung und Lösungsansatz 

(a) Für ein beschränktes Gebiet 2 C R” lautet das allgemeine ARWP 
Du=fin 2r=Nx]0,T[, 


ou 
dt 


u=g auf 92x ]0,7T1; 


(*) u(x,0) = wlX), —(X,0) = ul(x) für xEQ, 


dabei sind T’>0 und f, 9, wo, uı gegeben. 


Wir betrachten nur den Fall g = 0. Im Fall g e C’(Or)NC?(Dr) läßt (x) auf 
diesen unschwer zurückführen. 


Für den allgemeinen Fall und für Neumannsche Randbedingungen verweisen 
wir auf DAUTRAY-LIONS [4, 5] Ch. 18,85, LADYZHENSKAYA [65] Ch. IV, WLOKA 
[72] 8 29. 


Wir gehen ganz analog vor wie beim Wärmeleitungsproblem 8 16:4 und kombi- 
nieren die Bernoullische Methode zur Behandlung der schwingenden Saite 86:3 
mit dem Entwicklungssatz in 815:1: 


oo 


— Aufstellung der formalen Lösung als Reihe u(x,t) = ), ai(t)vi(x) durch 
i=1 
Raum- und Zeitseparation nach der Methode von Daniel BERNOULLI. 


— Konvergenzbeweis für die Reihe durch Aufstellung von Majoranten und 
Nachweis, dass u eine schwache Lösung liefert. 


— Regularitätsbeweis für die schwache Lösung bei hinreichend glatten Daten. 


Auch für die Wellengleichung erweist sich dieses Vorgehen von der physikalischen 
Problemstellung her als ganz natürlich. 
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(b) Lösungsansatz durch Raum- und Zeitseparation. 


Wir stützen uns auf den Entwicklungssatz 815:1.2, wobei wir wie dort die 
Bezeichnungen H = L?(D0), V= W£(0) und 


(v0) = [wud*x, (v,0), = [(Vu, Vo)d”x 
9 9 


verwenden. Demnach gibt es ein vollständiges ONS vı,v2,... für H aus Eigen- 
vektoren des Dirichletschen Eigenwertproblems 


-Avu=Avin9, v=0 auf ON 
zu Eigenwerten O<Aı <Aa<... mit „im Ar = 00; ferner gilt v; € V und 
(a) (m,v)y = A(u,V)yg für veV, 
(b) (vi, tR)u = bir, (Vi, UR)y = Adir- 


Für das ARWP (x) mit g= 0 machen wir den Lösungsansatz 


, Wale Y ailt)ui() 


Aufx,t) = D ailt)Avilx) = - > el. 


Die Wellengleichung und die Anfangsbedingungen liefern zusammen mit den 
Fourierentwicklungen der Daten wo, uı, f unter Verwendung der Abkürzungen 


fit)(x) := fx,t) und w:=cvVA 


(+ Rau) = (FE - *Au)n) 


or 


II 
nA 


3 a4(0)0u(%) EBENE I (10a), 


Y" &:(0):(&) = (x,0) = u(x) = u, m)au). 


i=1 i=1 
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Durch Koeffizientenvergleich ergeben sich die Anfangswertprobleme 
ält) + malt) = (vi, fl))e, 
(0) = (vi, w)g, (0) = (vi, u)y 

mit den Lösungen 


(vi, un )y 


Hi 


% 
+ — u, F))yr sinlw(t - 5) ds 
Mio 


a(t) = (vi, Uo)z cos(mt) + sin(wit) 


(d) 


fir te l:=[0,T],i=12,... 2]. 


Die Konvergenz der Reihe (c) mit den Koeffizienten (d) wird mit der gleichen 
Methode gezeigt, die für die Wärmeleitungsgleichung verwendet wurde, siehe 
8 16: 4.5. Insbesondere benötigen wir zur Beschreibung der Glattheitseigenschaf- 
ten von u die Funktionenräume aus 8 16:4.2. 


4.2 Der schwache Lösungsbegriff für das Anfangs-Randwertproblem 


(a) Von einer schwachen Lösung u des ARWP (x) mit Randwerten g= 0 und 
fe L?’(Nr) verlangen wir, dass die Gleichung Ju = f schwach erfüllt ist, ferner 
dass wie üblich u(t) :x + u(x,t) zu WA(N) gehört, diesmal für alle t € [0, T]. 
Hinsichtlich der Zeitabhängigkeit wird die Differenzierbarkeit von ü(t) in recht 
schwacher Form gefordert. Das leistet, wie wir in (b) zeigen, die folgende 


DEFINITION. Wir nennen u eine schwache Lösung des ARWP (x) mit ver- 
schwindenden Randwerten g = 0, wenn die Gleichung [lu = f im Distributi- 
onssinn erfüllt ist und wenn u € CP([0, T], W4(9)) eine schwache Zeitableitung 
ü € C°([0, T],L?(N)) besitzt. 


Aufgrund der Definition $13:1.2 einer schwachen Lösung, wegen J* = DJ und 
nach den Definitionen $16:4.2 bedeutet dies im Einzelnen: u € Li,.(”r) und 


(1) Y ul®d"xdt = ii FP d"xdt 
2r 2r 


für alle ®e C2 (Dr), 


(2) ult)e Wy(O), lim ||u(s — u(t) II =0 für jedes teI=[0,T], 


s—t 


für alle ve H und alle d e CAP (0, T]). 
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Die Wahl von C°([0, 7], W4(9)) x C°([0, T],L?(9)) als Funktionenraum für 
die Lösung t > (u(t),ü(t)) stellt insbesondere die Existenz und Stetigkeit der 
Energie sicher. 


(b) Wir geben für die distributionelle Wellengleichung (1) äquivalente Formu- 
lierungen: 


Unter der Voraussetzung u(t) € W4(0) für alle t € I ist (1) äquivalent zu 
8 „ n n 
a) Su dxdt + | (Vu, Vo)d'xdt= | Fod'xdt. 
Or Or Or 


Durch Spezialisierung ® = g®& ı, d.h. Ö(x,t) = p(x)ıY(t) mit pe CAP), 
de Cr (]0,T|) folgt daraus 


(1.2) J upbd"x dt + [(vu, Vo) db d"xat = f FF yıd"xdt. 
Or Or 2r 


Nach 816:4.3 (b) kommen wir von (1.2) wieder zu (1.1) und zu (1) zurück. 
Wegen der Isomorphie von L’(Qr) ZL?(T, H) ist (1.2) äquivalent zu 


(1.3) 


o—y 


T T 

(ut), po) d)dt + [kult), PIyvblt)dt = SAFE), Pod dt. 
0 h) 

für alle pe V, de C%(]0,T|), denn C2°(N) liegt bezüglich ||. || und daher 

auch bezüglich ||. ||; dicht in V. Aus (3) mit d statt d und aus (1.3) ergibt 

sich 


(14) - b(t) dt. 


o—, 


(ült), )u d)dt + | (ul), p)yolt) dt = 
0 


o—, 
= 


Das bedeutet nach $ 14:6.4 (c), dass (ü(t), £) r absolutstetig ist mit schwacher 
(und fast überall existierender) Ableitung (f(t), p)pr — C*(u(t), p)y- Wegen 
der vorausgesetzten Stetigkeit von (u(t), p),, ergibt sich wie in 816:4.3, 4.4 


(15) (ül), Pr - (ü0),p)u + Skuls), p)yds = [(f(s), Purds 
0 0 


für alle pe V und alle te [0,7]. Aus (3) und $14:6.4(c) ergibt sich wie in 
816:4.3 (a), dass (ü(t), £);r die schwache Ableitung der auf [0, T] absolutste- 
tigen Funktion t+> (uff), P)zr ist. 

Erfüllt umgekehrt u € L?([0,7],V) die Bedingung (1.5), wobei (u(t), p)y 
jeweils absolutstetig ist, so folgt (1.4) und durch partielle Integration auch (1.3). 
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4.3 Existenz und Eindeutigkeit schwacher Lösungen 


Satz. Zu gegebenen Daten up € W4(9), un € L?(9), fe L’(Or), g= 0 
besitzt das ARWP (x) genau eine schwache Lösung u im Sinne von 4.2. Diese 
ist durch die Fourierreihe 4.1 (c) mit den Koeffizienten 4.1 (d) gegeben, und für 
die Partialsummen ur dieser Reihe gilt 


ur u in C’(0,T],WI(9)), ix —%ü in C°(0,T],L?(9)) 


für k > m. 


Weiter besteht die Energiegleichung 
t 
Eaft) = + [(f(s),üls))„ds für te [0,T] 
0 


mit 
Ealt) := = 2 Vul?)(x,1)d"x 


(el + Aluv)- 


Der Funktionenraum C°([0, T],W$(0)) x C°([0,T],L?(0)) wird die Energie- 
klasse für die Wellengleichung genannt. Auf diesem ist die Stetigkeit der Energie 
sowie die stetige Annahme der Anfangswerte gesichert, 


lim Jude) — wolly = 0, lim lift) -wnlly = 0- 


FOLGERUNG. Seien uo € W4(0), uw € L?(O) und f:QOxRı > R für 
jedes T > O über Mr quadratintegrierbar. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte 
globale Lösung u: xR+ > R, d.h. u liefert für jedes T >O eine Lösung des 
ARWP (x) mit verschwindenden Randwerten g=0. 


BEWwEIS. 
(1) Eindeutigkeit der Lösung. 


Für die Differenz u zweier Lösungen bestehen wegen u(t) € V, ü(t) € H für 
jedeste I=[0,T] nach 815: 1.2, 1.3 die Fourierentwicklungen 


Ms 


= YAlt)vi in V, ü(t) = B;(t)vi in H, 
1 


i=1 


wobei wegen (vi, Up)y = Ai(Vi, Upr)z für vi,0p € H die A;, B; gegeben sind 
durch 


Alt) = Zul) od = (u), Bi) =, (ült), 
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Nach den Überlegungen 4.2 sind die A;, B; absolutstetig, und aus 4.2 (b) folgt 
mit f =(, Wi := e Ai 


Bit) _ B;(0) = - Mi f A:i(s) ds (i = 1,2:5..0)% 
0 


Da die A; (absolut)stetig sind, folgt B; € C!(T) und 


Bi(t) + mAi(t) = 0 für tel, ieN. 
Da nach den Ausführungen 4.2 die A; unbestimmte Integrale ihrer schwachen 
Ableitungen B; sind, erfüllen sie im klassischen Sinn die Schwingungsgleichung 
A + mA = 0 


mit A:(0) = (u(0), v)y =0 und A:(0) = B;(0) = (ü(0), vi)y = 0, was nur 
für A; = 0 möglich ist (# = 1,2,...). Aus der Reihendarstellung von u folgt 
u=l. 

(2) Abschätzung der Koeffizienten ai(t). 

Nach 4.1 (d) gilt 


t 


ai(t) = ai cos(uit) + Bi sin(pit) + [ ls) sin(m(t- s))ds 
0 


mit den Abkürzungen 
1 1 
a = (v,W)y, Bi = ul lt) = mar lu = 


Nach den Entwicklungssätzen 815:1.2, 1.3 konvergieren für we V,weH 
und fEL?(Or) ZL?(I,H) die Reihen 


oo 
||wo 2 = A: (vi, uo)r =) Nor, 


Ms 


Il 
NR 
= 
l 
nn 


Ms 


oo 1 oo 
Wu) UM = DAL, 
i=1 








|wı HH > 2 
IFO%, = I iu, ) = > un?, 
Te: To 
Ola = Soldat = | I nn?aı 
[0] 0 := 


oo 


1 om 
= [Alta 
0 


i=1 
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Mit der Ungleichung (a+b-+c)? < 3a?+3b°+3c? und der Cauchy-Schwarzschen 
Ungleichung ergibt sich hieraus 


alt)” < 3(ai cos(wit))” + 3(Bi sin(wt))? 


+3 ([r(s) sin((t— s)) ds)” 
0 
< 30 + 3% + 3 [M(s)” ds [ sin’ (w(t - r)) dr 
0 0 


T 
< 30? +3ß? + 3T [(s)? ds, 
0) 
also 


Aiof Hay A +3TyYX [nt 


1 i=1 


| 
"Ms 


ı alt)? <3 
(a) i=1 i 


c 


| 


2 2 2 2 
(lwollv + lulla + Tliflieum)- 


v 


Ganz entsprechend erhalten wir 
(b) 240" < ale wollt; + ul} + Titan) für alle tEI. 


(3) Die Reihe J)a;vi konvergiert in C’(I,V). 


k 
Die Partialsummen u; := > a;v; bilden eine Cauchy-Folge in c’(ı1 ‚V), denn 
i=1 
wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe in (2) (a) gibt eszue>0 ein 
Ne, so dass für >k>ne 


£ 2 € 
lud) = | I Hull, = DD Alt)? <e? 


i=k+1 i=k+1 








für alle t€ /, also 
IIue - urllooı,vy = sup { luelt) - lv | ter} <e: 
Die Folge ur hat somit im Banachraum C°(T,V) (816:4.2 (b)) einen Grenzwert 


u=), mv. 
il 


(4) Konvergenz der Reihe J\ vi in CV(I,H). 


Ganz analog folgt aus der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe in (2) (b) die 
Konvergenz der Folge ü, im Banachraum C°(T, H) mit einem Grenzwert v. 
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(5) v = Qu/öt gilt im schwachen Sinn. 
Für j<k und de C%(]0,T]|) gilt 


Sur), vd) + (ürlt), v5) bl) dt 
0 


(alt) bl) + Ü;lt) vr) di = (ab) d)dt = 0. 


I 
oa 
oa 


Aus der gleichmäßigen Konvergenz ur — u in CP(I,V) folgt mit der Poincare- 
Ungleichung ||u(t) — ur(t)||y < (2) ||ult) — ur(t)||zr (814:6.2) auch ur > u 


in C°(T, H). Zusammen mit ü. — v in C°(I,H) folgt für = 1; @ı 


T 


J (u + v8) d"xdt = [ ((ult),%)y lt) + (ult),%)yult)) dt = 0. 
7 {0} 


Nach 8 16:4.2, Satz 4 ergibt sich hieraus v = Öu/öt im schwachen Sinn. 


(6) u=), avi ist schwache Lösung des ARWP. 
k 


Mit fr(t) := 2) (vi, f(t))zrvi gilt für Jj<k 
lt), talk), U), = ält) + al) = (5, Fall) 


(A), vi) 


(**) 


und durch Integration 
t t 
(ir), vi) — (ürlO), vo) + Slurls), v)yds = S (Fels), vi)uds. 
0 0 


Grenzübergang k — 00 liefert (wieder unter Verwendung der Poincare-Unglei- 
chung wie in (5)) 


(ült), vr) — (ü0), Wr) + Stuls), v)yds = [F), vi) ds 


—e 
—e 


für 5 = 1,2,... und £ € I. Nach Gleichung(1.5) in 4.1(b) ist u daher eine 
schwache Lösung des ARWP. Weiter gilt nach den Konvergenzbedingungen in 
(2) und den Entwicklungssätzen 815:1.2,1.3 


S 
<S 

I 
GE 
S 
<S 
S 

I 
GE 


(vi, Uo)zrdi = U in V, 


S 
l 
nn 
M 
II 
MR 


Sg 
Ss 

I 
GE 
& 
<S 
S 

I 
GE 


(vi, u) di = Ui in H. 


S 
II 
A 
FR 
II 
MR 
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(7) Energiegleichung. Aus (**) folgt durch Multiplikation mit a;(t) und Sum- 
mation über j von 1 bis k 


(Fr(8), ürls)) zz = (ürls),ürls))r + € (ur(s), ürls))y 
ld ,.. 
= 35 (lürolld + *lluno)lR) 
Integration von O bis t und Grenzübergang k — 0 liefert die Energiegleichung 





Sr, is) ads = 4 (ll, + ua), = Ealt) - Ea(0) 
El. 


für teI 











4.4 Regularität der schwachen Lösung 


Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf den Fall der homogenen Wel- 
lengleichung mit verschwindenden Randwerten (f = 0, g = 0). Die inhomogene 
Wellengleichung kann mit Hilfe des Duhamelschen Prinzips behandelt werden, 
siehe WLOKA [72] 8 30. 


Regularitätssatz. Es sei Q C R” ein beschränktes, C” -berandetes Gebiet 
(1<r<oo), und für die Anfangswerte uo,u1 gelte 





u ec”), u = Aw =...= A’w = 0 auf 89, 
uee IN), u = Au =...- Ant =0 auf O0. 





Dann gilt für die schwache Lösung u des ARWP (x) und die zugehörigen Par- 
k 


tialsummen ur = % av; im Fallr >s+ 3(n +1) 
i=1 


vuelc’(DxR,), 
ur u in C(Nx[0,T]) für k— oo und jedes T>0. 


Insbesondere ist u fürs > 2 eine klassische Lösung des ARWP. 


BEMERKUNG. Dass für die Anfangswerte uo, uı bestimmte Krümmungsbedin- 
gungen auf dem Rand O9 für die Existenz einer klassischen Lösung u notwendig 
sind, zeigt das Beispiel der schwingenden Saite in 86:3. Schon d’Alembert hatte 
erkannt, dass seine Lösungsformel nur dann eine klassische Lösung liefert, wenn 


uo(z) = uo(xz) = O in den Randpunkten 2=0 und x=L 


gilt. Der Regularitätssatz verlangt im Fall n=1, s = 2 die Bedingung r > 3, 
während wir aus 86:3.4 wissen, dass für die Existenz einer klassischen Lösung 
die Voraussetzungen uo € C?[0,L], un € C![0,L], wo = w = un = 0 auf 80 
ausreichen. Die Voraussetzungen des Regularitätssatzes sind also nicht optimal. 
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BEWEIS. 
Wir setzen der Übersichtlichkeit halber c= 1 und schreiben wie in 4.2 


a(t) = ai cos(mt) + Bi sin(wit), 
selon, Ask (u), Be. 
Für die j-te Ableitung a It) der Koeffizienten gilt 


a? <2w (+ R)<2N (ed + A), 


und aus den über uo und uı gemachten Voraussetzungen ergibt sich nach dem 
Aquivalenzsatz $15:1.4(d) 


2 12 2 ar 2 
Iwollar = > % (vi, vo) = ED 1a, 
il i=1 
2  \2r-1 2 N \2r 92 
lullar-ı/2 u L Dr (vi, u) = >, a Bi. 
il i=1 


Für j=0,1,...,r und T>0 erhalten wir damit 


8 
„ 
S 
oO, 
Q 
u 
= 
[$) 
Qu 
= 
N 


oo T. 
<WAS2X (od+B}) dt 
i=1 0 


IA 


ST > X (0 +7) 


i=1 


2 2 
2T (wollar + Iwullar-12)- 


Wie im Beweisteil (3) von $ 16:4.5 ergibt sich, dass die Partialsummen d’u;/dt? 
für k > oo im Hilbertraum L?([0, T],D(A”/?)) gegen ein Element w; konver- 
gieren. Dies ist nach dem Äquivalenzsatz 815:1.4(d) dann auch in W”(9)) der 
Fall. Weiter gilt w; = d’u/dt? im schwachen Sinn [ÜA], woraus wir erhalten 


ur > u in W”(0,T[,W’(0)) für k— oo. 


Nach 816:4.2(c) und dem Morreyschen Einbettungssatz $14:6.4 (d) bestehen 
fürr>s+ 3(n +1) die stetigen Einbettungen 


w’ (0, T[,W’(9)) > W(Nx]0,T) > CO Rx [0,T]). 
Hieraus folgt 
ur u in C’(Nx[0,T]) für ko 


und alle T>0. 














Kapitel VI Mathematische Grundlagen der 
Quantenmechanik 


818 Mathematische Probleme der Quantenmechanik 


1 Ausgangspunkt, Zielsetzung, Wegweiser 


Dieses Kapitel besteht aus zwei Teilen: Einer Einführung in die Integrations- 
und Wahrscheinlichkeitstheorie und einer Einführung in die Theorie linearer 
Operatoren im Hilbertraum. Jeder Teil ist von eigenem Interesse; gleichwohl 
gibt es sowohl historisch als auch im Hinblick auf die Zielsetzung dieses Kapitels 
Verbindungen, auf die wir kurz eingehen. 


Beide Theorien wurden in ihren Grundzügen im ersten Drittel des 20. Jahrhun- 
derts entwickelt. Den Anfang markieren die Einführung des Lebesgue-Integrals 
1902 und die Arbeiten von HILBERT und SCHMIDT über Gleichungen mit unend- 
lich vielen Variablen 1904-1909; am Ende stehen die „Grundbegriffe der Wahr- 
scheinlichkeitstheorie* (KOLMOGOROW 1933) und die „Mathematischen Grund- 
lagen der Quantenmechanik“ (1932) von NEUMANNSs. 


Die Quantenmechanik wurde 1925/26 durch zwei scheinbar verschiedene An- 
sätze auf den Weg gebracht, die diskrete Matrizenmechanik von HEISENBERG, 
BORN, JORDAN und die Wellenmechanik von SCHRÖDINGER. Deren Vereinheit- 
lichung gelang nach verschiedenen Versuchen schließlich DIRAG (1930) und von 
NEUMANN (1932). Letzterer stützte sich auf die Isomorphie des Hilbertschen Fol- 
genraumes (? als Konfigurationsraum der Matrizenmechanik und von L’(R”) 
als Konfigurationsraum der Wellenmechanik. Von NEUMANN zeigte, dass sich 
durch den von ihm maßgeblich mitentwickelten Hilbertraum-Formalismus und 
dessen Interpretation wesentliche Aspekte der Quantenmechanik erfassen lassen. 
Die auf dieser Basis von ihm und seinen Zeitgenossen erarbeiteten Sichtweisen 
fassen wir mit PrımAs [139] unter dem Stichwort Pionier-Quantenmechanik 
zusammen. 


Die Theorie linearer Operatoren im Hilbertraum bildet nicht nur die mathema- 
tische Grundlage der Pionier-Quantenmechanik; sie ist auch als Basis für die 
heute übliche operatoralgebraische Betrachtungsweise unerlässlich. Inzwischen 
ist sie weit über ihre ursprüngliche Zweckbestimmung hinaus zu einem wichtigen 
Hilfsmittel der Analysis geworden, insbesondere der Theorie von Differential- 
und Integralgleichungen. Sie gestattet, eine Reihe von Einzelproblemen unter 
einheitlichen strukturellen Gesichtspunkten zu behandeln und liefert übergrei- 
fende Standardschlussweisen. 


Im klassischen Hilbertraumformalismus werden quantenmechanische Observa- 
ble und Zustände durch Operatoren bzw. Vektoren eines Hilbertraums beschrie- 
ben. Eine wichtige Rolle spielt das Spektrum als möglicher Wertebereich einer 
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Observablen. Welcher Spektralwert bei einer Einzelmessung anfällt, hängt i.A. 
vom Zufall ab; Gesetze müssen sich daher auf Wahrscheinlichkeiten, Verteilun- 
gen von Beobachtungswerten sowie deren Erwartungswert und Varianz bezie- 
hen. Eine wichtige Aufgabe dieses Kapitels besteht darin, die Verbindung zwi- 
schen Operatorenkalkül und Wahrscheinlichkeitstheorie herzustellen, beispiels- 
weise E= (p, Ap) als einen Erwartungswert und || Ap — Ey||? als zugehörige 
Varianz zu identifizieren. Hierzu ist es notwendig, Erwartungswert und Varianz 
einer beliebigen Verteilung als Integrale darzustellen. Dies leistet die Integra- 
tionstheorie in 8 20, die gleich so weit gefasst ist, dass auch das Lebesgue-Integral 
mit einbezogen werden kann, welches für die Konstruktion quantenmechanischer 
Systemhilberträume unerlässlich ist. Die Wahrscheinlichkeitstheorie wird hier 
nur so weit verfolgt, wie es für die Quantenmechanik nötig ist. 


Der mathematische Formalismus der Pionier-Quantenmechanik hat sich in der 
Praxis bewährt oder, frei nach FEYNMAN, „the mystery works“. Grundsätzliche 
Fragen zur Interpretation und Systematik sind aber offen geblieben. So ist bei- 
spielsweise die Diskussion über eine Theorie des Messprozesses und über Quan- 
tisierung noch in vollem Gang. Im Wesentlichen ist noch heute gültig, was Max 
BORN, einer der Pioniere der Quantenmechanik, 1955 in seiner Nobelpreisrede 
rückblickend sagte: „Was aber dieser Formalismus bedeutete, war keineswegs 
klar. Die Mathematik war, wie es öfters vorkommt, klüger als das sinngebende 
Denken.“ Unter diesen Umständen müssen wir uns bei physikalischen Interpre- 
tationen weitgehend auf das beschränken, was die Mathematik hergibt und auf 
wenige, allgemein akzeptierte Grundanschauungen. 


Wer mehr über Entwicklung und Stand der Grundlagendiskussion und über 
neuere Ansätze „beyond pioneer quantum mechanics“ erfahren möchte, sei auf 
die vorzüglichen Darstellungen von JAUCH [136] und PRIMAS [139] verwiesen. 


Wegweiser. In diesem Paragraphen wird anhand idealisierter Modellsituatio- 
nen der Quantenmechanik ein Fragenkatalog erstellt, der die mathematischen 
Themen dieses Kapitels motivieren soll, ohne dabei auf mathematische Feinhei- 
ten einzugehen. Vorausgesetzt werden hierzu nur elementare Kenntnisse über 
Hilberträume (88:2.1 und $9) und die eindimensionale Fouriertransformation 
auf dem Raum ./ der schnellfallenden Funktionen (812:2 und 3). 


Die beiden folgenden Paragraphen über Wahrscheinlichkeit, Maß und Integral 
erfordern keine besonderen Vorkenntnisse. Den an der Quantenmechanik inter- 
essierten Lesern wird ein Schnelldurchgang empfohlen: Gründliches Studium der 
Abschnitte 1-4 und 9 von 8 19; für den Rest genügt es vorab, die Grundbegriffe 
und Sätze zur Kenntnis zu nehmen, ohne auf Beweise einzugehen. (Wir haben 
die meisten Beweise ausgeführt, um den Lesern das Zusammensuchen in der 
Literatur zu ersparen.) 


Die Theorie der linearen Operatoren im Hilbertraum stützt sich wesentlich auf 
89,819 und 820. Nähere Angaben zu den Vorkenntnissen finden Sie wie immer 
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am Beginn eines Paragraphen. Um einen Quereinstieg in dieses Schlusskapi- 
tel zu ermöglichen, werden als Beispiele für Differentialoperatoren vorwiegend 
gewöhnliche diskutiert und nur am Rand auf den Bezug zu partiellen hingewie- 
sen. Am Ende dieses Kapitels fassen wir zusammen, welche Konsequenzen sich 
aus der bis dahin entwickelten mathematischen Theorie für die physikalische 
Interpretation ergeben. Wir gehen dann abschließend kurz auf die Grenzen des 
von uns angenommenen naiven Standpunkts ein. 


2 Beugung und Interferenz von Elektronen 


(a) Eine Elektronenkanone schieße in größeren zeitlichen Abständen einzelne 
Elektronen mit gleichem Impuls p senkrecht auf eine mit einem kleinen Loch 
versehene Platte ab. 

Auf einer hinter dieser Lochblende an- 
gebrachten Fotoplatte hinterlässt dann 

jedes einzelne Elektron einen kleinen 
schwarzen Fleck. Die Einschlagsorte 

sind zunächst scheinbar regellos ver- =D 
teilt; nach langer Dauer des Experi- 

ments stellen sich jedoch Ringe wech- 

selnd starker Schwärzung ein, die an 

das Beugungsbild einer senkrecht auf 

die Lochplatte auftreffenden ebenen 

Welle erinnern. 


Tatsächlich handelt es sich nicht bloß um eine Ähnlichkeit: Ist r der Abstand ei- 
nes Punktes auf der Fotoplatte von der Symmetrieachse, S(r) der sich schließlich 
einstellende Schwärzungsgrad beim Elektronenexperiment und /(r) die Inten- 
sität der Schwärzung im Beugungsbild einer ebenen Welle, so gilt 


S(r) _ IC) 


5) 10) 
Die einzelnen Elektronen treten also beim Einschlag in die Fotoplatte als Kor- 
puskeln in Erscheinung, bringen aber in ihrer Gesamtheit dasselbe Phänomen 
wie eine ebene Welle hervor. Der Zusammenhang zwischen deren Wellenzahl k, 
Frequenz v, Kreisfrequenz w = 2rv sowie dem Impuls ||p|| und der Energie E 
des Elektrons ist nach de BROGLIE und EINSTEIN gegeben durch 


pll=hk, E=hv=hw, 
wobei h = 6.622: 10°?” g-cm? -s”! das PLANCKSCHE Wirkungsquantum ist. 


(b) Über den Einschlagsort eines einzelnen Elektrons sind prinzipiell keine Vor- 
aussagen möglich. Anders verhält es sich mit dem Beugungsbild als Ergebnis 
sehr vieler Einschläge. Wir beschreiben es durch eine Schwärzungsdichte o auf 
der Fotoplatte derart, dass 
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p(9) = S e(&, y) dx dy 
D 


der auf den Bereich © der Fotoplatte entfallende Schwärzungsanteil ist. Für den 
Kreisring 


= tay)Irn<ai+ty’<r} 


ist demnach mit den Bezeichnungen von (a) 
ra oo 
p(D) = Srte)ar / Srrear, 
rı {0} 


wobei sich I(r) nach den Gesetzen der Optik ergibt. Im Teilchenbild gibt p(N) 
die Wahrscheinlichkeit dafür an, einen Einschlag im Bereich 02 zu finden. Eine 
solche Wahrscheinlichkeitsaussage lässt sich statistisch überprüfen: Schlagen von 
n abgeschossenen Elektronen n(R) im Bereich N} ein, so wird sich die relative 
Häufigkeit n(D®)/n für wachsendes n auf p(®) einspielen (Gesetz der großen Zahl, 
Präzisierung in $19:3.4). 


Dies setzt voraus, dass sich der Versuch unter identischen Bedingungen im Prin- 
zip beliebig oft wiederholen lässt. Wir sprechen dann von einer Gesamtheit gleich 
präparierter oder im gleichen Zustand befindlicher Elektronen. 


Der Zustand der Gesamtheit hängt von der Bauart der Kanone, der Vorspan- 
nung und Geometrie des Spalts ab. Wir beschreiben diesen Zustand durch eine 
Wellenfunktion ) : R? — C mit ||? = o. Die Komplexwertigkeit von ı) gestat- 
tet es, Beugung und Interferenz nach dem Vorbild der Optik zu beschreiben. 


(c) Schießen wir mit der Elektronenkanone auf einen Doppelspalt, so erhal- 
ten wir das Interferenzmuster einer senkrecht auf den Doppelspalt auftreffen- 
den ebenen Welle. Dies scheint im Teilchenbild paradox: Nehmen wir an, dass 
ein Elektron mit gleicher Wahrscheinlichkeit entweder durch Spalt 1 oder durch 
Spalt 2 geflogen ist und sind a1, oı = |ıbı|? Wellenfunktionen und Schwärzungs- 
dichte bei geschlossenem zweiten Spalt und U», g2 = |%2]? die entsprechenden 
Größen bei geschlossenem ersten Spalt, so würden wir eigentlich bei Öffnung 
beider Spalte erwarten, dass die Schwärzungsdichte (01 + 02) ist. Tatsächlich 
ist diese aber 


Int wa? / f Idı + Val?. 
R2 


Die Erklärung liegt darin, dass die Frage, welcher der beiden Spalte von ei- 
nem Elektron durchflogen wurde, unzulässig ist. Zu ihrer experimentellen Über- 
prüfung — etwa durch „Beleuchten“ des Elektrons mittels eines Photons — würden 
wir den Zustand und damit das Beugungsbild ändern. 
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3 Dynamik eines Teilchens unter dem Einfluß eines Potentials 


3.1 Die Schrödinger-Gleichung 


(a) Wir betrachten der Einfachheit halber ein spinloses Teilchen der Masse m 
im Raum unter dem Einfluß eines Potentials V. Den Zustand einer Gesamtheit 
solcher Teilchen zum Zeitpunkt t beschreiben wir durch eine Wellenfunktion 


»%:R?>C, x Hb(x,t). 
Wie oben deuten wir 


29) = [Ir = [Id t) |? d’x 
19} Q 


im Teilchenbild als die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Gebiet 2 anzutref- 
fen. Demnach ist zu verlangen, dass 

[I%l? = p(R?) =1 füralleteR. 

R3 


Unter geeigneten Voraussetzungen über das Potential V und den Anfangszu- 
stand bo gilt die zeitabhängige Schrödinger-Gleichung 


nlse t) = - EA t) + V(x)- b(x,t) 
ot 2m ö ’ 


(SCHRÖDINGER: Quantisierung als Eigenwertproblem II, 1926). 


Für p:(x) = p(x,t) := a’ıb(ax, ht) mit a := h/ym gilt ebenfalls [ al =1, 
R3 
und die Schrödinger-Gleichung geht über in 


) it) = 3 Ayla) + ul): ple,i) 


mit v(x) = V(ax) [GA]. Wir dürfen daher im folgenden die Zahlenwerte von A 
und m gleich Eins setzen. 


Definieren wir den Hamilton-Operator H eines Teilchens im umskalierten Po- 
tential v durch 


Hu = - 3 Au +v-u, 
so erhält Gleichung (x) die Gestalt 
(#*) : = -iH pr. 


Dies ist auch die Form der Schrödinger-Gleichung für allgemeine Hamilton- 
Operatoren. 
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(b) Wir diskutieren die Schrödinger-Gleichung (x**) für den einfachsten Fall 
eines Freiheitsgrades der Lage und setzen über das Potential v voraus, dass 
für schnellfallende Funktionen u: R— C auch vu und damit auch Hu := 
= - u" +vu zum Schwartzraum ./ der schnellfallenden Funktionen gehört (vgl. 


$12:3). Mit dem Skalarprodukt 
+00 

(u 5 u2) — J u(x) u2(x) dx 

erhalten wir dann durch zweimalige partielle Integration die Symmetrie von H: 
1 +00 +00 

(un, Huz>) =-3z3 f ul ua + f vuu2 = (Hui, ua) A 
Die Quantenmechanik postuliert, dass die Zeitentwicklung t > g: der Wellen- 
funktionen (Zustände) eines sich selbst überlassenen Systems determininis- 
tisch ist: Für jeden Anfangszustand po € / (||po|| = 1) soll die Gleichung 
(**) eine eindeutig bestimmte, für alle Zeiten definierte Lösung % besitzen. 
Wir geben dieser Forderung eine andere Gestalt; dabei lassen wir mathematische 
Feinheiten außer Acht und erhalten unter der Annahme a €. fürteR 


d d : ; 
7 Neal? = (pe Pr) = (de, pr) + (Pr, Br) 


(-iH pr, pr) + (pr, -iH pr) 


i((Hypr, pe) - (pr, Har)) = 0 


wegen der Symmetrie von H. Daher ist ||o:|| =1 für alle tER, und 


Ut):/2F, por Ppı 


ist eine Isometrie. Für 4: := Ys+: = U(s+t)yo gilt dann 


: d 
dr = per = —iH st: = -iH dr und Yo=%s. 


Aus der vorausgesetzten Eindeutigkeit der Lösung von (x**) folgt 
U(s+t)po = ıı = Ult)ps = U(t)U(s)po für alle po € SZ, 

also gilt 
U(s+t) = U(s)U(t) für steR und U(0) =1. 





Es folgt 
U(-t)U(t) = U(-t)U(l) = U) =1. 





Damit bildet die Schar U(t) : /— ./ eine Einparametergruppe unitärer 
Operatoren. 


3 Dynamik eines Teilchens unter dem Einfluß eines Potentials 469 


Energieoperatoren H wie H = — 3 A+v, für welche die Zeitentwicklung 
der Zustände wie oben beschrieben deterministisch ist, heißen Hamilton— 
Operatoren. Ein wesentliches Ziel dieses Kapitels ist die Charakterisierung sol- 
cher Operatoren und allgemeiner der Operatoren, die eine Einparametergruppe 
unitärer Operatoren erzeugen. Die entscheidende Bedingung ist die Selbstadjun- 
giertheit, wohl zu unterscheiden von der Symmetrie. 


3.2 Stationäre Lösungen und Eigenwertproblem 


(a) Der Separationsansatz für die Schrödinger-Gleichung. Wir bleiben 
beim eindimensionalen Modell 3.1 (b) und suchen für die Schrödinger-Gleichung 


pı = -iHpı 
Lösungen in Produktgestalt 
p(z,t) = w(t)v(z) mit w#0, |v|| =1. 
Solche Lösungen müssen für alle x,tE R die Bedingung 
(+)  ult)ole) = -iwlt)(Hv)(a) 
erfüllen. Bis auf Nullstellen des Nenners gilt also 


ült) _ (Ho)l) 
w(t) ve) 





Daher müssen beide Seiten konstant sein: 
Hv=Xv, w(t) = -iAwft) 


mit einer Konstanten X. 


Somit sind sämtliche Produktlösungen bis auf multiplikative Konstanten von 
der Form 


pla,t) = e""v(e), 


wobei A ein Eigenwert von H und v ein zugehöriger Eigenvektor mit ||v|| = 1 
ist. Wegen der Symmetrie von H ist A reell, also a | = 1. Wir sprechen von 
einem stationären Zustand (Bindungszustand), wenn die Zeitabhängigkeit nur 
in einem Vorfaktor vom Betrag 1 steckt, Näheres dazu in 4.2. 


(b) Physikalische Deutung: Stationäre Zustände sind die einzigen, bei denen 
die Energiemessung an einzelnen Objekten jedesmal und unabhängig vom Zeit- 
punkt der Messung denselben Wert (hier A) ergibt. 


Der Beweis dieser Aussage ergibt sich aus der Wahrscheinlichkeitsinterpretation 
des Spektralsatzes, einem Hauptteil dieses Kapitels. 
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3.3 Das Energiespektrum 


(a) Der Idealfall: Hamilton-Operatoren mit nichtentartetem diskre- 
tem Spektrum. 


Für eine Reihe von Potentialen v gibt es eine Folge (A,) von einfachen Eigen- 
werten des Operators H:>u> —3u” +vu mit 


An <Aı <A2a<..., limAr=o0, 
k—oo 
so dass die zugehörigen Eigenvektoren vo, v1, va,... mit Norm 1 ein vollständiges 


Orthonormalsystem bilden. Das Paradebeispiel ist der harmonische OÖszillator 


mit v(x) = 3 x?. Gehen wir von einer Funktion 


P=% (vun, p) Ur 
k=0 
mit ||| = 1 aus, für die Hp Sinn macht, so ist die Lösung des Schrödingerschen 
Anfangswertproblems 
$ = -iHpı, 90=Yp 
gegeben durch 
Y = > (vr, op) eart, n 
k=0 


Eine solche Lösungsdarstellung ist typisch für allgemeine Hamilton-Operatoren 
mit nichtentartetem diskretem Energiespektrum. In diesen Fällen ist p: also 
Superposition stationärer Lösungen. Bei einer Einzelmessung, etwa an einem 
Teilchen, kann nur einer der Werte Ao,Aı,... anfallen, und die Wahrscheinlich- 
keit, dass der Wert Ar gemessen wird, ist | (vr, 2) |”. Der Erwartungswert E, 
der Energie, d.h. der sich bei langen Versuchsreihen einstellende mittlere Wert 
der Energie für eine Gesamtheit mit Wellenfunktion p zur Zeit t = 0, ist nach 
den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung 


E, = % Akon, p) 
k=0 


(b) Kontinuierliches Spektrum. Der Hamilton-Operator Hu — su” 

eines (kräfte-)freien Teilchens mit einem Freiheitsgrad besitzt keine Eigenwerte: 

Aus Hv= Av, d.h. 30” +Av = 0 mit v #0 folgt in jedem der Fälle A > 0, 
+00 

A=0, A<0, dass v nicht „normierbar“ ist, d.h. dass f [v[? nicht konvergiert. 


oo 
Hier sind die möglichen Energiewerte kontinuierlich verteilt. 


(c) Es wird sich später zeigen, dass das Energiespektrum o(H) eines Hamilton- 
Operators H, d.h. die Menge der möglichen Energiewerte, auch sein Spektrum 
im mathematischen Sinne ist; das sind grob gesagt alle Werte A, für die H— Al 
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nicht invertierbar ist. Im Fall (a) besteht das Spektrum nur aus den Eigenwerten 
Ao,Aı,..., d.h. aus den Zahlen A, für die H — Al nicht injektiv ist. Für den 
Fall (b) zeigen wir später o(H)=Ry. 

(d) Die Grobstruktur des Wasserstoffspektrums. Wir betrachten ein 
Elektron mit Masse m und Ladung e unter dem Einfluß eines Coulombpotenti- 
als 


vr 


1 ” h° 
= eg Hamilton-Operator H : u — — Au + Vu, 
Arco ||x|| 2m 
(dessen Definitionsbereich noch geeignet festzulegen ist). Hier ergibt sich ein 
gemischtes Spektrum, und zwar ein Eigenwertspektrum 
O<Ao <Aı<... mit „im Ak =n< oo 
—oo 


und ein kontinuierliches Spektrum [n,oo[ jenseits der Ionisierungsenergie n. 


Die Feinstruktur des Wasserstoffspektrums ergibt sich durch Auffassung des 
Wasserstoffatoms als Zweiteilchensystem und Einbeziehung des Drehimpulses 
sowie des Spins. Für Einzelheiten siehe COHEN-TANNoUDJ1 [157] Vol. 2, Ch. XII. 


4 Das mathematische Modell der Pionier-Quantenmechanik 


4.1 Systemhilberträume 


Jedem quantenmechanischen System wird ein Systemhilbertraum 4 über 
C zugeordnet; dieser enthält die Zustandsvektoren. 

Wir geben einige Beispiele. 

(a) Bei einem Teilchen mit einem Freiheitsgrad der Lage ist dies der Raum 
H =L?(R) aller (messbaren) Funktionen f:R— C, für die |f|? integrierbar 
ist, versehen mit dem Skalarprodukt 


(fg) = r f(@&) g(x) de. 


Die Integrale sind dabei im Lebesgueschen Sinn zu verstehen, Näheres in 820. 


b) Entsprechend wählen wir L?(R?) als Systemhilbertraum zur Beschreibung 
eines im Raum frei beweglichen, spinlosen Teilchens unter dem Einfluß eines 
Potentials. 


c) Für ein im Raumgebiet 2 C R? eingesperrtes, spinloses Teilchen dient 
L?(Q) als Systemhilbertraum. Für Modellrechnungen wird häufig der eindimen- 
sionale Fall N = Ja, b| betrachtet. 








d) Ein Teilchen im Raum mit Spin +3 wird beschrieben durch zwei Wellen- 
funktionen 94 (für Spin 4) und p- (für Spin —3). Als Systemhilbertraum dient 
hier das kartesische Produkt 


H = (4,9 ) | op e L’(R?) } 
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mit dem Skalarprodukt 


(+0), @H%-))) = (pH, %4) + (p-,%-), 


wobei (u,v) = [ Uvd®x. Dieser Hilbertraum wird auch mit L’(R?) & ©? 
R3 

bezeichnet. Lassen sich Spinphänomene abkoppeln, so genügt zu ihrer Beschrei- 

bung der Hilbertraum 0°. 


(e) Als Systemhilbertraum für ein System von m spinlosen Teilchen dient 
L’(R?”),. 

(f) Aufkompliziertere Situationen wie Vielteilchensysteme und die zugehörigen 
Systemhilberträume gehen wir hier nicht ein. 


4.2 Zustände 


(a) Der Zustand eines klassisch-mechanischen Systems wird beschrieben durch 
einen Punkt im Phasenraum. Das Verhalten des Systems in Zukunft und Vergan- 
genheit ist durch den Zustand zu einem Zeitpunkt determiniert. Der Zustands- 
begriff der Quantenmechanik soll ähnliches leisten. Dieser kann sich daher nicht 
auf eine Einzelmessung am System beziehen, sondern auf das statistische Ver- 
halten einer Gesamtheit gleich präparierter Systeme derselben Art, idealisiert 
durch zugrundeliegende Wahrscheinlichkeiten. 


In 3.1 hatten wir den Zustand eines Einteilchensystems zur Zeit t durch eine 
Wellenfunktion % = ı%: beschrieben und [ o(x)|? d?x als Wahrscheinlichkeit 
9 


gedeutet, das Teilchen in anzutreffen. Entsprechend repräsentieren wir fürs 
erste den Zustand eines beliebigen Systems zu einem festen Zeitpunkt durch 
einen Vektor p des Systemhilbertraumes mit ||p|| = 1 (Zustandsvektor), wo- 
bei jeder Vektor c- p mit |c| = 1 für denselben Zustand steht. Wollen wir dem 
Zustand selbst eindeutig ein mathematisches Objekt zuordnen, so können wir 
hierfür den von einem Zustandsvektor p aufgespannten eindimensionalen Teil- 
raum („Strahl“) $ = Span {y} wählen. 


(b) Die so beschriebenen Zustände heißen Vektorzustände oder im Rahmen 
der Pionier-Quantenmechanik reine Zustände. Später werden wir auch gemisch- 
te Zustände (inkohärente Überlagerungen) in Betracht ziehen. In dieser Hinsicht 
ist es zweckmäßig, einen Vektorzustand nicht durch einen Strahl 5 = Span {p} 
darzustellen, sondern durch den orthogonalen Projektor auf S, 


P,:b — (p,V)p. 


Es ist leicht nachzurechnen, dass Pc, = P, für el =1 [A]. Wird ein Zustand 
also durch den Vektor e”’X'o mit AER beschrieben, so ist er zeitunabhängig, 
vgl. 3.2 (a). 
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(c) Der Projektor P, :ıb > (pP, ıb)p wird auch mit 


PR = lerel, 


bezeichnet, dies in Anlehnung an die von DIRAC 1930 vorgeschlagene Bracket— 
Schreibweise, die wir darüber hinaus im Interesse einer übersichtlichen Notation 
selten übernehmen, vgl. die Anmerkung in 89:2.8. 


4.3 Observable 


(a) Quantisierung. Klassischen Beobachtungsgrößen (Observablen) wie Orts- 
koordinaten 4x, Qy, 92, Impulskoordinaten px, Py, Pz, kinetischer Energie 
— (pP + pP. +2p2),, Hamiltonfunktion (Gesamtenergie), Drehimpuls usw. werden 
im Hilbertraumformalismus der Quantenmechanik lineare Operatoren auf dem 
Systemhilbertraum 5 zugeordnet: 


Klassische Observable a <— linearer Operator A. 


Die Quantisierungsvorschrift a <— A sollte bestimmten Verträglichkeitsbedin- 
gungen genügen, z.B. a? «> A?°, falls a <—> A, mit Einschränkungen auch 
a+bx— A+B,falls a +— A und b+— B. 


(b) BEISPIELE. Für ein Teilchen mit einem Freiheitsgrad lautet die Vorschrift 


Ortgq *<— Ortsoperator Q, gegeben durch py> xp, 
Impuls p 4-2 Impulsoperator P = EL, 


Potentialv <— Multiplikationsoperator V:p> v-p. 


Nach dem unter (a) Gesagten müssen wir der kinetischen Energie — p° den 
Operator „ P? und der Gesamtenergie h = pP + v(qg) den Energie- 


Operator (bzw. Hamilton-Operator) H = „- P?+ V zuordnen, also 


2 & w 2 
kinetische Energie <— -— P?: pr - - oe", 


2m 


Gesamtenergie h <— H:ypr — p" +v.p. 
Analog für ein Teilchen im Raum: 


Ortskoordinate gg +— Ortsoperator Qr:p > ar: p, (k=1,2,3), 


Impulskoordinate pk +— Impulsoperator P, = 2 — ‚(k=1,2,3), 


Gesamtenergie h <—> Hamilton-Operator H : pr — a Ap+tv:p. 
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Für alle genannten Operatoren A müssen geeignete Definitionsbereiche D(A) 
festgelegt werden. Für Orts- und Impulsoperatoren kann das der Schwartzraum 
/ sein, für den Operator p ++ v- p die Menge {p € L? |v-» e L?}; dabei 
steht L? für L?(R) bzw. für L?(R?). Wesentlich ist, dass die Definitionsbereiche 
in den jeweiligen Systemhilberträumen dicht liegen. 


(c) Den hier angegebenen Quantisierungsvorschriften lagen ursprünglich kei- 
ne systematischen Begründungen, sondern intuitive Einsichten der Pioniere zu- 
grunde. Eine ad-hoc-Rechtfertigung geben wir beispielhaft in 4.5*. Das Quanti- 
sierungsproblem ist noch weitgehend offen. Eine Reihe von Quantisierungsregeln 
lässt sich im Zusammenhang mit dem Satz von Stone (825) verstehen. 


(d) Eine besondere Rolle spielen orthogonale Projektoren, das sind lineare Ope- 
ratoren 


P:# 3% mit PP=P und (p,Py)=(Pp,Y) für p,VbEH. 


Diese entsprechen dem Ausgang eines Ja/Nein-Experiments. Ist z.B. N ein 
Gebiet des R?, so ist P:p + Xa-p mit der Frage „Teilchen in N?“ verbunden. 


Da bei vorgegebener Messgenauigkeit und einer darauf abgestimmten Skala das 
Messergebnis für eine Observable durch eine Folge von Ja/Nein-Fragen ermittelt 
werden kann, liegt die Vorstellung nahe, dass sich jede Observable aus ortho- 
gonalen Projektoren aufbauen lässt. Das ist in der Tat richtig; die Präzisierung 
und den Beweis dieses Sachverhalts liefert der Spektralsatz (8 25). 


Eine wichtige Rolle spielen orthogonale Projektoren auch für neuere Ansätze 
zur Grundlegung der Quantenmechanik auf der Basis des Propositionenkalküls 
(auch Quantenlogik genannt), zu finden in JAUCH [136] und PRIMAS [139]. 


4.4 Erwartungswerte von Observablen 


(a) Für eine feste Observable a gehört zu jedem Zustandsvektor p ein Wahr- 
scheinlichkeitsmaß u, auf R. Dieses gibt für ein beliebiges Intervall / die Wahr- 
scheinlichkeit u,(I) an, dass die beobachteten Werte von a für ein System im 
Zustand |p)(y| ins Intervall I fallen. Wir konstruieren es im Zusammenhang 
mit dem Spektralsatz. 


Für ein Teilchen mit einem Freiheitsgrad im Zustand |p)(p| ist z.B. 
hell) = Slopl? 
1 


die Wahrscheinlichkeit, dass der Ort des Teilchens im Intervall / ist, vgl. 3.1. Hat 
der Hamilton-Operator H dieses Einteilchensystems ein diskretes Spektrum, so 
ist mit den Bezeichnungen 3.3 (a) 


v.(D= D Kun, pl? 


Apel 


die Wahrscheinlichkeit, dass die Energie Werte aus / annimmt. 
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(b) Im nächsten Paragraphen definieren wir den Erwartungswert 1 eines Wahr- 
scheinlichkeitmaßes u auf R. Dabei ergibt sich für die Beispiele (a) 


he = [ zlyta)lde = [ pla)zyla)de = (p,Qp), 


= DAl(vr, pP)? = (p, Hp). 
k=0 


Dass die Reihe den Wert (p, Hp) ergibt, wollen wir hier nicht nachrechnen. 
Ebensowenig gehen wir auf die Frage nach der Konvergenz des Integrals bzw. 
der Reihe ein. Wichtiger ist folgendes: Genügt die Zeitentwicklung eines Zustan- 
des der Schrödinger-Gleichung & = -iH pr, so sind die Erwartungswerte D,, 
zeitunabhängig, denn mit den Bezeichnungen 3.3 (a) ist 


| 


(u, g:)| = |e vr, 20)| = |(vr, 0) |. 


(c) Allgemein gilt: Entspricht der Observablen a der Operator A und liefert 


ip die Verteilung der Beobachtungswerte von a im Zustand |yp)(y|, so ist für 
peD(A) 


Hip = (p, Ap) z 
Dies wird sich aus dem Spektralsatz ergeben. 


(d) Zur Deutung von fü. Machen wir N Beobachtungen der Observablen a 
an einem System im Zustand |p)(p|, so erhalten wir zufällig schwankende 
Beobachtungswerte aı,...,an, obwohl die Versuchsbedingungen (die durch % 
beschriebene Präparation) immer gleich sind. Für wachsende Versuchszahlen N 
spielt sich der mittlere Wert +(aı +...+ an) immer besser auf 1, ein. Ge- 
setzmäßigkeiten können sich daher nur auf 2, beziehen, und ihre experimentelle 
Überprüfung erfordert die statistische Analyse von Versuchsreihen. Dafür spielt 
die in 8$19:3.1, 820:6.3 definierte Streuung eine wesentliche Rolle. 


Es lässt sich zeigen, dass ein Operator A durch die Erwartungswerte (p, Ay) für 
alle » € D(A) eindeutig bestimmt ist. Dies gibt uns im folgenden die Möglich- 
keit, zwei einfache Quantisierungsvorschriften plausibel zu machen. 


4.5* Zum Orts- und Impulsoperator für einen Freiheitsgrad 


(a) Für ein Teilchen mit einem Freiheitsgrad ist der Erwartungswert des Orts 
im Zustand |p)(p| mit p € ./ nach 4.4 (b) gegeben durch (p, Qp) wobei 
(Qp)(z) = x p(x). Nach dem soeben Gesagten schließen wir darauf, dass Q der 
Ortsoperator ist. 


(b) Für eine ebene harmonische Welle, die im Raum in Richtung der x-Achse 
fortschreitet, ist die &-Komponente der Wellenerregung 


Hat) = A en, 
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dabei ist w die Kreisfrequenz und k die Wellenzahl. 


Ein durch ı(x,t) = e”"*"o(x) beschriebener stationärer Zustand setzt sich inte- 
grativ aus harmonischen ebenen Wellen zusammen, denn nach dem Umkehrsatz 
für die Fouriertransformation gilt 


%(z,t) erlke-wt) IR. 


= 1 
Dabei leisten alle Wellenzahlen einen Beitrag. Aus der Parsevalschen Gleichung 
folgt 


+50 + 
= [ Iola,t))’de = [ Iyle)’ de = ir |A(k)’ dk. 


00 


Wir deuten daher |]? als Wellenzahldichte: Der Anteil der ins Intervall [a, b] 
fallenden Wellenzahlen ist 


60) I? dk, 


interpretiert als Wahrscheinlichkeit, dass eine Wellenzahl im Intervall [a, b] liegt. 


Legen wir weiter mit de Broglie die Beziehung p = kh zugrunde, so ist die 
Wahrscheinlichkeit, dass der Impuls ins Intervall [pı,p2] fällt und damit die 
Wellenzahl in das Intervall [pı /B,pa/h] = [kı, k2], nach der Substitutionsregel 


ORT I ES 
Kelle, p2]) = J IAlk)l" dk = = S IEk) av. 
kı pı 


Wir deuten daher o(y) := #|%(#)|” als Impulsdichte. Für den Erwartungswert 
l, des Impulses im Zustand |y)(%| erhalten wir gemäß der schon in 4.4 (b) 
verwendeten Formel und mit Hilfe der Substitution y=hr 


+00 +9 
= [ vely)dy = [ zl#la))’ dr = h(P,QP). 


oo 


Nach 812:2.2 gilt Q% = ip ‚ und wegen der Isometrie der Fouriertransfor- 
mation ergibt sich schließlich 





2 200. ; . h 

Bo = (9, ip!) = Blp, ip‘) = (p, Pp) mit Po = ap. 
Nach der letzten Bemerkung in 4.4 schließen wir, dass P der Impulsoperator 
ist. 


Dies war eine Plausibilitätsbetrachtung mit vielen ad-hoc-Annahmen. Eine 
überzeugendere Begründung für die Wahl von P geben wir in 825. 
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1 Diskrete Verteilungen 


1.1 Bernoulli-Experimente 


Wir betrachten Ja/Nein-Experimente, bei denen nur die Frage interessiert, ob 
ein bestimmter Effekt eintritt oder nicht. Beispiele hierfür sind der Münzwurf 
(Frage: „Zahl“?), Geburtenstatistik (Frage: „Knabe“?) oder bei Observablen der 
Physik die Fragestellung „Wert im Intervall 7“? Wir denken uns das Experiment 
unter gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbar, wobei das Ergebnis einer 
Einzelmessung nicht vorhersehbar ist. Der interessierende Effekt trete bei N- 
maliger Wiederholung ky-mal auf. Dann lehrt die Erfahrung, dass sich die 


relative Häufigkeit hn := N 


für wachsendes N auf eine Zahl p € [0,1] einpendelt (Gesetz der großen Zahl). 
Wir unterstellen im folgenden die Existenz einer solchen Erfolgswahrscheinlich- 
keit p;, dabei stehen p = 1 bzw. p = 0 für die Extremfälle, dass der Effekt mit 
Sicherheit eintritt bzw. nicht eintritt. 


Wie urteilen wir über p? Beim Münzwurf unterstellen wir, solange nichts Näher- 


es bekannt ist, aus Symmetriegründen p = = (ideale Münze). Entsprechend 


schätzen wir die Wahrscheinlichkeit für „Sechs“ beim Würfelspiel auf p = - 


und die Komplementärwahrscheinlichkeit für „nicht Sechs“ auf 1-p= - ein. 


Karl PEARSON, ein Pionier der Wahrscheinlichkeitstheorie, erzielte zu Beginn 
des 20. Jahrhunderts bei 24000 Münzwürfen 12012-mal die „Zahl“, was die 
Einschätzung p = = gut bestätigte. Hätte er 12480-mal „Zahl“ erzielt, würde 
er die Annahme p = 3 verworfen haben, da eine relative Häufigkeit von 0.52 
oder mehr unter dieser Annahme und bei so vielen Versuchen extrem unwahr- 
scheinlich wäre, wie unwahrscheinlich, werden wir noch ausrechnen. 


PEARSON hätte wohl aufgrund der Statistik die Erfolgswahrscheinlichkeit als 
_ = 0.52 geschätzt. Dies entspricht der empirischen relativen Häufigkeit 
von Knabengeburten. Für das Folgende halten wir fest: 





Wahrscheinlichkeitsaussagen und empirische Befunde sollen über das (in 3.4 
präzisierte) Gesetz der großen Zahl aufeinander bezogen sein. Daher ist die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung so zu konzipieren, dass sie konsistent mit der Häu- 
figkeitsrechnung ist. 


Für sich gegenseitig ausschließende Ereignisse bedeutet dies insbesondere, dass 
sich ihre Wahrscheinlichkeiten addieren, da dies auch für die entsprechenden 
relativen Häufigkeiten der Fall ist. 
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1.2 Der Produktsatz 


Wir führen nach einem Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit pı 
ein Zweites durch, dessen Erfolgswahrscheinlichkeit (unabhängig vom Ausgang 
des ersten) pa sei. Das Ergebnis protokollieren wir wie folgt: 


(1,1): 

(1,0) : beim ersten Mal Erfolg, beim zweiten Mal Mißerfolg, 
(0,1) : 

(0,0) : beidesmal Mißerfolg. 


beidesmal Erfolg, 
beim ersten Mal Mißerfolg, beim zweiten Mal Erfolg, 


Dann ist für die Wahrscheinlichkeiten dieser vier Versuchsausgänge des Gesamt- 
experiments der Reihe nach pı pa, pı:(1-pa2), (1-pı):p2, (L-pı): (1-p>) 
anzusetzen. Wir machen uns dies für das Versuchsergebnis (1,0) klar, wobei wir 
0 < pı,p2 < 1 annehmen. Bei einer sehr großen Zahl N von Wiederholungen des 
Doppelexperiments sei M-mal im ersten Teilexperiment ein Erfolg eingetreten. 
Es ist dann auch M > 1, also nach dem Gesetz der großen Zahl M x N - pı. 
Innerhalb dieser M Versuche sei L-mal beim zweiten Teilexperiment ein Miß- 
erfolg zu verzeichnen. Nach dem Gesetz der großen Zahl ist L» M (1- pa) 
und 


L „ MU-») „ 
vn” 0m pP (1 p2) 


die relative Häufigkeit von (1,0). Die anderen Fälle sind analog zu analysieren. 


Die oben vorausgesetzte Unabhängigkeit des zweiten Versuchsausgang vom Er- 
gebnis des ersten ist eine Modellannahme, die im konkreten Anwendungsfall zu 
rechtfertigen ist! 


1.3 Die Binomialverteilung 


Ein Bernoulli-Experiment werde n-mal hintereinander mit jeweils gleicher Er- 
folgswahrscheinlichkeit p ausgeführt. Das Gesamtergebnis protokollieren wir 
durch ein n-Tupel aus Nullen und Einsen (1 steht für Erfolg). Durch mehr- 
fache Anwendung des Produktsatzes 1.2 erhält jedes n-Tupel mit k Einsen und 
n. — k Nullen die Wahrscheinlichkeit p* - (1— p)""*. Die Anzahl X, der Einsen 
in einem n-Tupel hängt vom Zufall ab. Für die Wahrscheinlichkeit P(Xn = k) 
dafür, dass genau k Einsen auftreten gilt 


P&Xu=k) = (})PF-m"*. 


Denn es gibt (7) Realisierungsmöglichkeiten des Ergebnisses X„n = k (Induk- 
tion, [ÜA]), und jede Realisierungsmöglichkeit hat dieselbe Wahrscheinlichkeit 
pr. (1- pP". Da sich diese Möglichkeiten ausschließen, addieren sich ihre 
Wahrscheinlichkeiten nach 1.1. 
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Allgemein heißt eine Zufallsgröße X mit möglichen Werten in 


9 = 10, 1,.::5 4 
binomialverteilt (genauer: b(n, p)-verteilt mit O<p< 1), wenn 
P(X =k) = („)ra-m"* für k=0,...,n 


Die Wahrscheinlichkeit P(X € A) dafür, dass die Werte von X in eine beliebige 
Teilmenge A von R fallen, definieren wir durch 


P(XeA) =) Pix ra. 
kEA kEA 


Diese Formel ist so zu verstehen, dass P(X € A) =0, falls ANQn = ®. Da die 
Werte von X mit Sicherheit in die Menge 0, fallen, muss P(X € 9%.) = 1 sein. 
In der Tat gilt 


n 


PX en) =» („)Pü-m"* 


k=0 
= p+l-"="=1 


nach dem binomischen Lehrsatz. 





1.4 Radioaktiver Zerfall und Poisson-Verteilung 


(a) RUTHERFORD, CHADWICK und ELLIS beschrieben 1920 ein Experiment, 
bei dem in einem Zeitraum von 326 Minuten in einem Zählrohr N = 10094 
Anschläge aufgetreten waren. Sie teilten den Zeitraum in 2608 Intervalle zu 
7.5 Sekunden und bestimmten die Zahl z(k) der Intervalle mit k Anschlägen 
(k = 0,1,2,...). Für die relativen Häufigkeiten h(k) = Bu ergab sich in guter 
Näherung 


DE 
h(k) 8 —e mit A= 3.87. 


(b) Die Idee, einen Ansatz h(k) = ar mit A > 0 zu machen und X an die 
Beobachtungsdaten anzupassen, stammt von Po1sson (1832). Poisson zeigte für 
die Binomialverteilung 1.3: Bleibt n - p konstant gleich A > 0, so gilt 


A n k n—k _ ey A 
lim („)P'ü-» = ze 


Nn—&o 


(Beweis als [UA]). 


Daher kann der Poissonsche Ansatz zur Beschreibung seltener Ereignisse dienen 
(n groß, p= 2 klein). 
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1.5 Diskrete Verteilungen 


(a) Eine Zufallsgröße X heißt diskret verteilt, wenn die Menge Ix der mög- 
lichen Werte für X eine höchstens abzählbare Teilmenge von R. ist und wenn 
jedem x € Nx eine positive Zahl P(X = x) zugeordnet ist mit 


»„ PX=x2)=1. 


zEeNx 
Dabei bedeutet P(X = x) die Wahrscheinlichkeit dafür, dass X den Wert x 
annımmt. 
Diese Definition schließt zwei Fälle ein: 
Den endlichen Fall 
Nx = {x0,...,Un}, % PX an X=a)=1, 
zeNnx 


vgl. 1.3, und den Fall, dass 2x aus unendlich vielen verschiedenen Zahlen 
%0,X%ı,... besteht. Im letzteren Fall ist 


Dres pers 
zeNx k=0 


Die Art der Durchnumerierung von 2x (für Qx = Z bietet sich nicht nur eine 
Möglichkeit an) spielt keine Rolle; dies folgt aus dem Umordnungssatz Bd.1, 
87:6.3. Ein Beispiel bieten Poisson-verteilte Zufallsgrößen, d.h. Zufallsgrößen 
X mit Qx = No = {0,1,2,...}, 


P(X=k) = 2. : 


vgl. 1.4. 
Für die gemeinsame mathematische Behandlung beider Fälle nehmen wir x 
als unendlich an, 2x = {zo, 2ı,2,...}, und lassen ggf. zu, dass 


Dk '= P(X = HK) 


den Wert Null hat. 
(b) Für beliebige Mengen ACR. definieren wir 


P(XEA):= % P(X = %, PrXalar), 
apEA k=0 
wobei P(X € ß) := 0 gesetzt wird. Dabei ist zu beachten, dass der mittlere 
Term eine endliche Summe oder eine unendliche Reihe sein kann. Es ist klar, 
dass P(X € A) als Wahrscheinlichkeit zu deuten ist, dass die X-Werte in die 
Menge A fallen. Nach Voraussetzung ist daan P(/XCR)=1. 


1 Diskrete Verteilungen 481 


c) Für u(A) := P(X CA) mit ACR gilt also 
i) a(A)>0 füralle ACR, 
ii) . >0 für höchstens abzählbar viele x, 


iii ze u({z}), 
Wu. 


Allgemein heißt eine Mengenfunktion mit den Eigenschaften (i)-(iv) diskrete 
Verteilung oder diskretes Wahrscheinlichkeitsmaß auf IR. Die Menge 
supp u := {x ER | u({xz}) > 0} heißt Träger von u. Wir sagen auch: u lebt 
auf supp u. 


( 
( 
( 
Gi) 


1.6 Beispiele 
(a) Relative Häufigkeiten. 


Sei X eine Zufallsgröße mit x = [xo,xı,...}. Bei N Beobachtungen von X 
sei z»-mal der Messwert x; angefallen (k = 0,1,2,...). Dann ist > N, 


=0 
wobei in der Reihe nur endlich viele Glieder von Null en sind. Die 


relative Häufigkeit der in eine Menge A fallenden Beobachtungswerte, 
1 
hn(A) =D 26 
zgeA 
liefert eine diskrete Verteilung han auf R mit endlichem Träger. 


(b) Das Dirac-Maß ö. beschreibt eine scharfe Messung, d.h. einen Versuch, 
bei dem mit Sicherheit immer der Messwert a € R anfällt. Für die zugehörige 
Beobachtungsgröße X gilt also 


1 füraeA, 


0 sonst. 


Bee pre [ 


1.7 Eigenschaften diskreter Verteilungen 
(a) Für eine diskrete Verteilung u gilt 


(Wı) u(A) > 0 für all ACR, 


(W2) uR) = 1, 


Be ine Aa) 
k=1 
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BEWEIS. 
(Wı), (Wa) folgen unmittelbar aus der Definition 1.5 (c). 


Zum Nachweis von (W3) wählen wir, um die Fallunterscheidung zwischen end- 
lichem/nicht endlichem Träger zu vermeiden, eine abählbar unendliche Menge 
N2 = [xo,rı,...} mit supp u C 2. Ferner setzen wir pr := u(lar}) (k = 


0,1,...) und A:= |) Ar. 
R=1 


Dann gilt nach Definition 


D m=Y mx). 


z;EAR i=0 


Wegen AAN A; =® für #5 enthält die Reihe 


2) = Do X.) 
k=1 


höchstens ein von Null verschiedenes Glied. Wir erhalten 


(A) = > PiXalzi) = ip; = Xi, (2) = > PX, @)): 
i=0 0 ka io \k=1 


Da alle auftretenden Glieder nicht negativ sind, folgt aus dem großen Umord- 
nungssatz Bd.1, 87:6.6 


oo 


HA) =D (L DiXa.lcı)) = 


k=1l i=0 k 











GE 


u(ArR)- 





(b) FOLGERUNGEN aus (Wı), (Wa), (W3). 
G) AR\A) = 1 u(A). 


N 
ul u Ar) = = (Ar) für paarweise disjunkte Mengen Ar 


(endliche Additivität). 

(ii) uCA) = (AN B)+ u(A\B). 

(v) ACB — uw(A)<u(B). 

(v) w(AUB) = u(A) + u(B) - u(ANB) für beliebige Mengen AABCR. 


BEWEIS. 
Im Hinblick auf spätere Verallgemeinerungen stützen wir uns nur auf (Wı), 


(Wa), (Ws). Aus (Ws) folgt zunächst 1(B) = u 0) = Du), er 


Für (ii) setzen wir Anzı = Ant2 =: :=® und erhalten aus (W3) 


oo N 


uU An) = ut A) =D man) = I man). 


k=1 k=1 
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(i) folgt nun aus (ii) wegen u(R) =1lundR=AU(R\A), AN(R\A)=9 
(iii), (iv) und (v) als (Venn-Diagramm). 














2 Erwartungswert und Streuung einer diskreten Verteilung 


2.1 Erwartungswerte 


(a) Für eine Zufallsgröße X mit möglichen Werten zo, Xı,..., tn definieren wir 
den Erwartungswert E(X) = X durch 


Sind unendlich viele verschiedene Werte zo, xı,... möglich, so setzen wir 


falls diese Reihe absolut konvergiert. Diese Bedingung sichert die Unabhängig- 
keit von der Nummerierung der möglichen Beobachtungswerte (Umordnungs- 
satz Bd.1, $7:6.3). Der Erwartungswert muss nicht existieren, wie das Beispiel 
N 1 w : 

P(X =k) = TRFI)(KF2) (k=0,1,2,2:.) zeigt. 

Den Erwartungswert u einer diskreten Verteilung , mit Träger in der 


abzählbaren Menge {xo, xı,...} definieren wir ganz entsprechend: 


oo 


= % zenl{ex), fall alla) 


k=0 


(b) Wir interpretieren X als den bei häufigen Beobachtungen zu erwartenden 
Durchschnittswert und verstehen dies wie folgt: Für die Zufallsgröße X, von 
der wir einfachheitshalber Ox = {xo,...,2n} annehmen, seien bei N Beobach- 
tungen zo-mal der Wert zo, ..., zn mal der Wert z„ angefallen (zz € No). 
Nach dem Gesetz der großen Zahl erwarten wir, dass die relativen Häufigkeiten 
hr = zy/N der Beobachtungswerte x, annähernd gleich ihren Wahrscheinlich- 
keiten pr = P(X = xx) sind. Für den empirischen Mittelwert, d.h. das arith- 
metische Mittel T aller beobachteten Werte gilt dann 


1 u Damp = 


x 


= 


= Be = 


N£ 


1» 


= 
ji 
o 


2.2 Beispiele 


(a) Für die in 1.3 definierte Binomialverteilung u = b(n,p) erhalten wir 


=), k() pP‘ (1-p"t=)\,k m = 


k=0 k=1 
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_ n—1 k n—k _ n—l m n—1—-m 
=) (}_,)Pü-n np Me )r (ter) 
k=1 m=0 
np(p+1-p)"" = np, 


was zu erwarten war. 


Insbesondere ergibt sich für ein Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrschein- 
lichkeit p (also Qx = {0,1}, P(X=0)=1-p, P(X=1)=p) der Erwar- 
tungswert p. 


(b) Für die durch u(A)= ) e”A*/k! mit A> 0 gegebene Poisson-Ver- 
kEINoNA 
teilung erhalten wir a = (vgl. 1.4) [GA]. 


(c) Das Banachsche Schlüsselproblem. Sie stehen im Dunkeln vor der Haustür 
und wollen aus Ihrem Schlüsselbund mit n Schlüsseln den richtigen durch Pro- 
bieren finden. Im Fall n = 2 genügt ein Versuch. Mit wie vielen Versuchen 
müssen Sie im Mittel rechnen, wenn Sie 


(i) jeden nichtpassenden Schlüssel zurückhalten und mit den restlichen weiter- 
probieren, 


(i) dazu nicht mehr in der Lage sind? 


2.3 Der Erwartungswert einer transformierten Zufallsgröße 


(a) Sei X eine Zufallsgröße mit möglichem Wertebereich 2x = {xo,xı,...} 
und f eine auf einem x umfassenden Intervall / definierte reellwertige Funkti- 
on. Ordnen wir jedem beobachteten Wert x für X den Wert f(x) zu, so erhalten 
wir eine Zufallsgröße Y, die wir als transformierte Zufallsgröße f(X) bezeich- 
nen. Solche Messtransformationen sind insbesondere für die Quantenmechanik 
von Interesse, wo mikroskopische Observable meist indirekt beobachtet werden. 


Der Zufallsgröße Y ist in natürlicher Weise eine diskrete Verteilung zugeordnet: 
Mit Qx ist auch die Menge Qy = f(Nx) der möglichen Werte von Y höchstens 
abzählbar. Da die Aussagen y= f(x) und x e f*!({y}) äquivalent sind, ist 


PY=y)=PXKEF WM): 


Beachten Sie dabei, dass f nicht injektiv sein muss. Daher kann auch im Fall, 
dass Qx = [xo,xı,...} abzählbar ist, Qy = {yo,yı,...+ endlich sein. Für 
Bm = f'({ym}) gilt 


1) UBm = 09x und BnNnBn =b für mn. 


Aufgrund der o-Additivität (W3) bzw. aufgrund der endlichen Additivität 
1.7 (b) folgt 
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2 P(Y = um) =  P(X € Bm) 


= P(X e|JBm) = P(X Ex) = 1 


(b) Satz. Für den Erwartungswert von f(X) gilt 


EA) = % Fa)PX =), 


TRENK 


falls eine der beiden Seiten Sinn macht, d.h. falls E(f(X)) existiert oder falls 
die rechte Seite eine endliche Summe oder eine absolut konvergente Reihe ist. 
Existiert insbesondere E(X), so folgt die Existenz von 


E(aX +ß) = aE(X)+B. 


BEWEIS. 


Nach der Konvention 1.5 (a) dürfen wir x als abzählbar annehmen, wobei wir 
zulassen, dass pr := P(X = x;) Null ist. Wegen (1) gilt 


2) xXsmar)=1 für k=0,1,..., 


wobei in der linken Reihe/Summe jeweils nur ein Glied von Null verschieden ist. 


Ferner hat die folgende Reihe die Majorante )) pr, konvergiert also absolut: 
k=0 


(3)  P(Y = ym) = P(X € Bm -% P(X = ax) X8,„ (2) =. Dr Xp (dr): 


k=0 





Für x, € Bm ist f(&r) = Ym: Existiert also 
Y) =% 4mP(Y = im), 
so gilt nach (3) 


= Sri Xpm(r)) 


k=0 
> > Pr fer) XBm (&r)) » 


wobei nach (3) die erste innere Reihe und damit die ihr gleiche zweite innere 
Reihe absolut konvergieren. Mit (2) folgt 


E(Y) = 


IMs 


Pe 
Il 
o 


(D pr flar)X5m (&R)) 


l 
iII8 


fer) Dr > XBm(&k) = > far) pr 
k=0 


= 
Il 
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entweder nach den Rechengesetzen für Reihen, falls Qy endlich ist, oder nach 
dem großen Umordnungssatz Bd. 1, 87:6.6 sonst. 


Konvergiert die Reihe )) |f(xx)| px, so lassen sich alle Schritte rückwärts ver- 
k=0 
folgen, und es ergibt sich die Existenz von E(Y). 


Existiert umgekehrt E(X), so gilt wegen >) pr =1 
k 














E(aX +) = Y,(axr + B)pr = a), zrpr +BV, pr = aE(X)+B. 
k k k 


3 Varianz und Streuung einer diskreten Verteilung 


3.1 Definition und Beispiele 
(a) Die Varianz V(X) einer Zufallsgröße X mit 2x = {x0,Xı,...} ist def- 


mn 


iniert als ihre mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert X: 
Wir setzen 


V(X) := E(X-X)) = Dan -SPPX =), 





falls X= E(X) existiert und die rechte Seite Sinn macht, vgl. 2.3 (b). 
In diesem Fall heißt 


o(X) := YV(X) 
die Streuung oder Standardabweichung von X. 


Entsprechend sind Varianz V(w) und Streuung o(j) einer diskreten Verteilung 
u definiert. 


(b) SATZ. Genau dann existieren E(X) und V(X), wenn 
EXR)=-V PX 5) 

konvergiert. Es 2 dann 
V(X) = E(X?) - EX)” 

BEweEIS als [EA]; beachten Sie |xx| < 4 (a +1). 


(c) BEISPIELE. (1) Binomialverteilung. Für b(n, p)-verteilte Zufallsgrößen X gilt 
V(X) = npq, o(X) := Ynpq mit gq:=1-p. 
Denn nach 2.2 (a) ist E(X)= np, und aus 2.3 (b) folgt 
V(X) = E(X?) - E(X)? = E(X(X-1)) + E(X) - E(X)? 
= EIX(X-1)) + np -n?p?, 
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wobei (mit der Abkürzung q :=1-p) 


n 


BIRD = Dre n(h)o =) ee Tec 
k=0 , = 
= n(n-1)p? ı e u 2) p2gn 22 
= n(n-1)p? wo m n-2-m 





= n(n-1)pP (p+q)”"” = n(n-1)p? = np? —np?. 


(i) Für Poisson-verteilte Zufallsgrößen X (also P(X = k) = e”A® /k! für 
keNo) existiert V(X) =A ( nach dem Muster 1). 


3.2 Zur Bedeutung der Streuung 


(a) Streufreie (schwankungsfreie) Zufallsgrößen. Die Varianz einer Zu- 
fellsgröße X ist genau dann Null, wenn ihre Verteilung ein Dirac-Maß 6. ist. 
Dies bedeutet, dass bei Beobachtung von X immer ein und derselbe Messwert a 
anfällt. 

Denn sei E(X) = a und V(X) = 0. Dann gilt (x — a)’P(X = x) = 0 für alle 
x € Ox, also PX =x) =0Ofürx 7a. Wegen ), P(X=x)=1folgt ae x 

zeNx 

und P(X =a) =1. Liefert umgekehrt jede Beobachtung von X denselben Wert 
a, so ist offenbar E(X)=a und V(X) =0. 


(b) Besitzt die Zufallsgröße X eine Varianz V(X) = 0” mito = o(X) >0, 
so ist die Wahrscheinlichkeit P(|X — X >30) dafür, dass die X-Werte von 
X um mehr als die dreifache Streuung abweichen, sehr gering. Aus der in (c) 
behandelten Tschebyschewschen Ungleichung ergibt sich die grobe Abschätzung 


P(IX-X|>30) < 4, 
doch in der Praxis ergeben sich meist wesentlich kleinere Werte. Für b(n, p)- 
verteilte Zufallsgrößen X mit np(1—-p) > 1 gilt z.B. P(|X—-X]| > 30) = 0.0027 
vgl. A.1L(c). 
In der Praxis fallen die meisten Beobachtungswerte für X in das Intervall 

ix -30(X), x 4 30(X)] (30-Regel). 


(c) Die Tschebyschewsche Ungleichung. Ist X eine nicht streufreie Zu- 
allsgröße mit endlicher Varianz = 0", so gilt für k > 
lisg dlicher Vi V(X 2, so gil k>0 


> 1 
P(X -X|>ko) < z- 
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Mit e=ko folgt insbesondere 


vo) 


P(X-X]>e)< 





BEWEIS. 
Für B:= {m € 9x | |zi — ee >kot} gilt nach 1.5 (b) 
P(XeB) = P(X-X|>ko)= J P(X=n:.). 
zjeB 
Im Fall B=® ist P(X eB)=0< 5, andernfalls gilt 
®=V(X)= % Iu-XPPX=n) 
zsEeNx 


> Yun - XP P(X = 2) 


zieB 














> k?o? Yy, PX=x) = K’V(X)P(XeB). 


zieB 


(d) ANWENDUNG. In 1.1 wurde gefragt, wie wahrscheinlich es ist, bei 24000 
Münzwürfen 12480-mal oder öfter „Zahl“ zu erhalten. Es geht also um eine 
Abschätzung von P(X — X > 480), wobei X eine b(24000, 4 )-verteilte Zu- 


fallsgröße ist und X = 12000. Nach 3.1 (c) ist V(X) = # : 24000 = 6000. Nach 
der zweiten Variante der Tschebyschewschen Ungleichung erhalten wir 


> Ss 6000 
P(\X-X|>4 = P(X-X 4 — .0262. 
(| |> 480) = P(| | > 479) < Zaragp < 0.026 


Wegen (%) = N folgt 
P(X-X>480) = 4 P(|X — X| > 480) < 0.0131. 


In Wirklichkeit ist diese Wahrscheinlichkeit kleiner als 10”°, vgl. 4.1. 


3.3 Die Varianz von aX + 
(a) Existieren E(X) und V(X), so gilt für a,BER 
E(aX+ß) = aE(X)+ß, V(aX+ß) = a’V(X). 


(b) Im Fall V(X) >0 heißt Y := FIe3) (X - X) die zu X gehörige standardi- 
sierte Zufallsgröße. Für diese gilt 


E(Y)=0, V(Y)=1. 
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3.4 Das schwache Gesetz der großen Zahl 


(a) SarTz (Jakob BERNOULLI um 1685, publ. 1713). Sei Xn die zufallsabhängige 
Zahl der Erfolge bei n-maliger Durchführung eines Bernoulli-Experiments mit 
Erfolgswahrscheinlichkeit 0<p<1 und Hn = IXn die zugehörige relative 
Erfolgshäufigkeit, aufgefasst als Zufallsgröße. Dann gilt für jedes e > 0 


p(l-p) 


P(\Bn - 
(IHn pl >) < EG 


>0 fürn-o. 


(b) FOLGERUNG. Sei X eine diskret verteilte Zufallsgröße und A eine Teil- 
menge von R mit 0 <p:= P(X € A) < 1. Machen wir unter identischen 
Bedingungen n Beobachtungen für X, und bezeichnet Z„ die Zahl der Fälle mit 
Beobachtungsergebnis in A, so gilt für Hn = 4 Zn 


lim P(|Hn-p|>e) =0 für jedes e>0. 
Nn—0o 


BEMERKUNGEN. 


Dies ist die mathematische Präzisierung der Formulierung „die relativen Häu- 
figkeiten h„ spielen sich für n — oo auf p ein“, vgl. 1.1. Die manchmal anzutref- 
fende Formulierung „lim An = p“ ist in dieser Form unsinnig; hn ist ja keine 
wohlbestimmte Grabe nern hängt vom Zufall ab. Es hätte durchaus sein 
können, dass PEARSON bei den Nächsten 24000 Münzwürfen 12950 mal Zahl 
erhalten hätte, d.h. haaooo X 0.52. Ein solches Ergebnis wäre zwar möglich, 
aber äußerst unwahrscheinlich. 


Anders verhält es sich mit der Formulierung | lim hn = p mit Wahrschein- 


lichkeit 1*. Die Präzisierung dieser Aussage a Gesetz der großen Zahl) 
erfordert erheblichen begriffllichen Aufwand, siehe BAUER [115]. 


BEWEIS. 


(a) Xn ist b(n, p)-verteilt mit Erwartungswert np und Varianz np(1—p). Nach 
3.3 folgt für Hn = Xn/n 


Die Behauptung (a) ergibt sich nun aus der zweiten Version der Tschebyschew- 
schen Ungleichung 3.2 (c). 


(b) Bezeichnen wir das Ergebnis X € A als Erfolg, so erhalten wir ein Ber- 
noulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, sind also im Fall (a). 
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4 Verteilungen mit Dichten 


4.1 Der Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace 
Die Zufallsgröße Xn sei b(n, p)-verteilt mit O<p<1. Dann gilt für die zu- 
gehörige standardisierte Zufallsgröße 
>= „nen _ 
np(1-p) 


(vgl. 3.3 (b)) die Beziehung 


i - ee 3:1? 
„im PCYn <z) = d(r) := Ton [fer da 


00 


gleichmäßig für allex € R, und zwar gibt es eine Konstante M mit 
|®(2) - Pn<z)|<M/vVn für all xeR. 


Für den BEWEIS verweisen wir auf FREUDENTHAL [119]. Die auf de MOIVRE (um 
1721) zurückgehende Beweisidee beruht auf der Stirlingschen-Formel (Bd.1, 
810:1.5) n! x V2rn (n/e)". 

FOLGERUNGEN. Fürn>1 gilt 

(a) PasYm<P) » SP) - Bla), 


(b) Pla<Xn<b) = P( Se ne 2 ) 


vnp(l1—p vnp(l-p) 
n® ( b—-np ) _-&ö ( a—np ): 
vnp(l=p) vnp(l=p) 
(c) P(lXn — Kn| > ko(Xn)) & 28(-k). 
Tabellen für ® finden Sie in jedem Lehrbuch über Wahrscheinlichkeitsrechnung, 


eine kurze Tabelle auch in Bd.1, S. 95. Hier einige Zahlenwerte zur Anwendung 
von (c): 


25(-1) x 0.317, 28(-2) x 0.0455, 28(-3) x 0.0027, 28(-6) <2:10°. 
Wir kommen auf das Beispiel 3.2 (d) zurück: Für eine b(24000, 3)-verteilte Zu- 
fallsgröße X ist o(X) = 3724000 = 77.5. Daher ist 479 mehr als die sechsfache 
Streuung, also P(X - E(X) > 480) < ®(-6) < 10°. 

4.2 Die Normalverteilung 


GAuss schlug 1809 für die Wahrscheinlichkeit, eine astronomische Beobach- 
tungsgröße X im Intervall / zu finden, den Ansatz 








() P(XeEI = I fee 


I 
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vor. Diesen Ansatz (und damit verbunden eine Begründung für die Methode 
der kleinsten Quadrate) erhielt er aus seinem Postulat, dass das arithmetische 
Mittel immer ein Schätzwert mit der größten Wahrscheinlichkeit sei. 

Die Begründung für den Ansatz (x) liefert aus heutiger Sicht der zentrale 
Grenzwertsatz: Kommen die zufälligen Schwankungen einer Beobachtungs- 
größe X durch Überlagerung sehr vieler, unabhängig voneinander wirkender 
„Elementarstörungen“ zustande, so gilt (*) mit geeigneten Parametern m,o in 
guter Näherung. Dieser Sachverhalt wurde erstmalig 1901 von LJAPUNOW unter 
geeigneten Voraussetzungen bewiesen. Astronomische Beobachtungswerte sind 
annähernd m-o-verteilt, d.h. (x) ist mit großer Genauigkeit erfüllt. 


Eine b(n, p)-verteilte Zufallsgröße X ist nach 41 fr0O <p<lundn»>1 
annähernd m-o-normalverteilt mit 


o= Ynp(l-p). 


Die m-o-Normalverteilung ist (wie die Poisson-Verteilung) eine Grenzver- 
teilung, geeignet zur Approximation bestimmter realer Verteilungen. 


4.3 Verteilungen mit Dichten 


(a) Eine Zufallsgröße X heißt stetig verteilt mit Dichte 0, wenn für jedes 
Intervall I 


P(XeEN = [ole)de 
T 
gilt, wobei 0: RR, eine integrierbare Funktion ist mit 
+0 
J alejdee 1, 


Für die Verteilung u (der Beobachtungswerte) von X ergeben sich folgende 

Unterschiede zu diskreten Verteilungen: 

— Ein einzelner Beobachtungswert hat Wahrscheinlichkeit Null. 

— Die Wahrscheinlichkeit u(A) = P(X € A) ist nicht für alle Teilmengen 
ACR definiert. 

Damit ist gemeint, dass es unter den üblichen Grundannahmen der Mengenlehre 

kein für alle Teilmengen von R definiertes Wahrscheinlichkeitsmaß gibt, welches 

die Eigenschaften (Wı), (Wa), (W3) von 1.7 erfüllt und auf den Intervallen / mit 

jı übereinstimmt (BANACH, KURATOWSKI 1929). 


Für offene Mengen Od CR und stetige Funktionen 0 : R— R. lässt sich 
10) == [ ola) de 
9) 


gemäß Bd.1, 823:4.2, 4.3 definieren. Da wir die Kenntnis des Lebesgue-Inte- 
grals an dieser Stelle nicht voraussetzen, soll dies vorläufig genügen, zumal wir 
auf Definitionsbereiche allgemeiner Wahrscheinlichkeitsmaße noch ausführlicher 
eingehen. 
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(b) In Analogie zu 2.1, 3.1 definieren wir den Erwartungswert E(X) und die 
Varianz V(X) durch 


falls diese Integrale existieren. Hier gilt generell V(X) > 0, was für stetige 
Dichten o leicht zu sehen ist. 


Die Tschebyschewsche Ungleichung und damit das schwache Gesetz der großen 
Zahl lassen sich leicht auf den vorliegenden Fall übertragen Al. Der Beweis 
der Formel 


+00 
ELRX)) = [ Fa)ola) de 
für transformierte Zufallsgrößen f(X) muss auf später verschoben werden. 


4.4 Allgemeine Verteilungen 


Wir haben bisher diskrete Verteilungen und Verteilungen mit Dichten ein- 
geführt. Bei der Behandlung des einfachen Wasserstoffmodells (818:3.3 (c)) 
müssen Energieverteilungen mit diskreten und kontinuierlichen Anteilen her- 
angezogen werden. Für die mathematische Theorie der Quantenmechanik er- 
weist es sich darüberhinaus als notwendig, Verteilungen u allgemeiner Art zu 
betrachten. 


Was von solchen Verteilungen zu verlangen ist, wurde 1933 von KOLMOGOROW 
als Resümee einer über dreißigjährigen Diskussion zusammengefasst. Es sind 
dies im Wesentlichen die in 1.7 aufgeführten Eigenschaften (W1), (Wa), (Wa); 
im Hinblick auf das in 4.3 (a) Gesagte sind diese aber wie folgt zu modifizieren: 


Die Verteilung u ist auf einem System B von Teilmengen von R. definiert, 
welches nicht notwendig alle Teilmengen von R enthalten muss, das aber alle 
Intervalle enthält. 


Die Forderungen lauten: 
(Wı) u(A)>0 für die zu B gehörenden Mengen A, 
(W2) uR)=1, 


(W3) MG) Ar) = %, u(Ar) für paarweise disjunkte Mengen Aı, Aa,... € B. 
Na k=1 


Dabei ist zu verlangen, dass mit den A, auch die Vereinigung zu B gehört. 
Im Hinblick auf das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten muss B mit A auch 
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das Komplement R.\ A enthalten und gegenüber Durchschnittsbildungen abge- 
schlossen sein. Dies führt auf den Begriff der o-Algebra, den wir als Nächstes 
behandeln. Bevor wir allgemeine Verteilungen genauer charakterisieren können 
(Abschnitt 9), müssen wir einiges über die Konstruktion von Maßen voraus- 
schicken. 


5 o-Algebren und Borelmengen 


5.1 Eigenschaften von o-Algebren 
(a) DEFINITION. Eine Kollektion A von Teilmengen einer nichtleeren Menge Q 
heißt o-Algebra auf N, wenn folgendes gilt: 
(i) N gehört zu A, 
(ii) mit A gehört auch AP:=N\A zu A, 
(iii) mit Aı, Aa,... gehört auch v Ar zu A. 
k=1 
Dann gehört auch ® zu A, und mit je endlich ober abzählbar vielen Mengen 


enthält A auch deren Durchschnitt Al. 


Wir fassen künftig eine o-Algebra A als eine Menge von Mengen auf und schrei- 
ben A E A statt „A gehört zu A“. Als Definitionsbereiche des Lebesgue-Maßes 
bzw. von Verteilungen (Wahrscheinlichkeitsmaßen auf R) wählen wir grundsätz- 
lich o-Algebren. 


(b) BEISPIELE. (i) Die Gesamtheit sämtlicher Teilmengen von 2 bildet eine 
o-Algebra auf N, genannt die Potenzmenge von f} und bezeichnet mit PN). 


(ii) Die kleinste o-Algebra auf 0 ist {B, 0}. 


Diskrete Verteilungen lassen sich als Wahrscheinlichkeitsmaße auf der vollen 
Potenzmenge von R. definieren; für Verteilungen mit Dichten ist dies nach 4.3 
nicht möglich. 


(c) Zum Nachweis, dass ein Mengensystem ein o-Algebra bildet, dient der 
folgende 


Satz. Eine Kollektion A von Teilmengen von N ist genau dann eine o-Algebra 
auf 2, wenn folgendes gilt: 


(Sı) DeA, 

(S2) AEA AP :=ND\AEA, 

(Ss) aABeA — ANnBeEeA, 

(Sı) für paarweise disjunkte Aı, Aa,... aus A gehört v Ar zu A. 
k=1 





) 
) 
) 
) 


BEMERKUNG. In der Literatur werden o-Algebren häufig durch die Eigenschaf- 
ten (Sı) bis (Sa) definiert. 
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BEWEIS. 

Offenbar ist nur zu zeigen, dass für ein Mengensystem A mit (Sı)-(S4) die 
Eigenschaft (iii) einer o-Algebra erfüllt ist. Für beliebige Mengen Bı, Ba,... 
aus A seien 


Aı := Bı, Aa := Ba\ Bı und allgemein 
An+ı — Ba+ı\ U Br = Batı N N(O\ Br) ie n=1;2,.:: 
k=1 k=1 


Dann gilt An € A für allene N, AAN Am =B für m>n und (JüA]) 


UÜBr = UA. 
k=1 n=1 














5.2 Die von einem Mengensystem erzeugte o-Algebra 


(a) Satz. Sein #£® undK eine nichtleere Kollektion von Teilmengen von Q. 
Dann gibt es eine kleinste o-Algebra o(K), die alle Mengen von K enthält, d.h. 
o(K) ist eine o-Algebra, und jede o-Algebra, die alle Mengen von K enthält, 
umfasst o(K). 


Es ist üblich, o(K) die von K erzeugte o-Algebra zu nennen. 


BEWEIS. 


Es gibt wenigstens eine K umfassende o-Algebra, nämlich P(®). Wir definieren 
o(K) als den Durchscnitt aller K umfassenden o-Algebren: 


Aeo(K) — AE A für jede K umfassende o-Algebra A. 


Der Durchschnitt beliebig vieler o-Algebren ist eine o-Algebra, [üA]. Daher ist 
o(K) eine o-Algebra und hat nach Konstruktion die behauptete Minimaleigen- 
schaft. 














(b) LEMMA. Für Kı CKa gilt o(Kı) C o(Ka). 

Dies folgt aus (a), da o(Ka) eine Kı umfassende o-Algebra ist. 

(ec) Sei 0 # ®. Bestimmen Sie o(K) für K = {ß} und für K = {A} mit 
DFAFN. 

5.3 Borelmengen 


(a) Die von den offenen Teilmengen des R.” erzeugte o-Algebra bezeichnen wir 
mit B(R”); deren Mitglieder heißen Borelmengen. Statt B(R) schreiben wir 
kurz B. 


(b) Für eine nichtleere Borelmenge M C R” definieren wir 


B(M) := {BeB(R")|BCM}= {ANM|AEB(R”)}. 
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(c) Nach 5.1 (a) enthält B(IR”) alle offenen und abgeschlossenen Mengen, fer- 
ner alle abzählbaren Vereinigungen abgeschlossener Megen (Fs-Mengen) und 
alle abzählbaren Durchschnitte offener Mengen (Gs-Mengen). Durch wieder- 
holte Bildung von Komplementen, abzählbaren Vereinigungen und abzählbaren 
Durchschnitten ergeben sich immer neue Borelmengen, doch lassen sich auf die- 
se Weise nicht alle Borelmengen „erzeugen“. Insofern ist die in der Literatur 
gebräuchliche Bezeichnung „die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra“ 
etwas irreführend; angemessener, aber sprachlich unschön wäre „die die offenen 
Mengen einhüllende o-Algebra*“. 


5.4 Weitere Charakterisierungen der Borel-Algebra 
Satz. (a) Alle Intervalle ICR sind Borelmengen. 


(b) B wird bereits von allen Intervallen eines der Typen [a,b], ]a,b|, ]a,b], 
|-&,b] usw. erzeugt. 


(c) Enthält eine o-Algebra D auf R alle Intervalle eines bestimmten Typs, so 
enthält sie alle Borelmengen. 


(d) Entsprechendes gilt für B(R”) und die Quadertypen 

a,b] = {xeR" | a <a <bk für k=|1,...,n}, 

lab] := {xeR”| a <ar <br für k=1,...,n}, usw. 
FOLGERUNG. Zum Nachweis, dass alle Borelmengen eine Eigenschaft E besitzen, 
genügt es zu zeigen 
— Alle Intervalle (Quader) eines bestimmten Typs haben die Eigenschaft E. 
— Die Mengen mit der Eigenschaft E bilden eine o-Algebra A. 
Denn ist K die Kollektion aller Intervalle (Quader) des betreffenden Typs, so 
gilt EC A und damit B(R”) = o(K) C A nach 5.2 (a). 


BEWEIS. 
Wir beschränken uns auf Intervalle IC R; (d) ergibt sich in analoger Weise. 


(a) Nach 5.3 (c) gehört die Kollektion K der kompakten Intervalle zu B, also 
gilt o(K) CB. Es folgt 
> ee 


]-&,b] = Ulm B, 





SI 
Nasen) 


B, ]abl= Ul[a+42]eB, 








und entsprechend ergibt sich, dass jedes Intervall zu o(K) und damit zu B gehört 
Al. Ist Kr die Kollektion aller Intervalle eines Typs 7, so folgt nach 5.2 also 
o(Kr) C o(K) C B. Andererseits gilt 
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a = Ala-45+4[= Nle-45 
= ]-00,3] \ J-o0.al = 0030 (R\ Ü ]-oa-4]), 


also KE C o(Kr) für die Intervalltypen Ja, b[, a,b], ]-oo,b]. Entsprechend folgt 
KCo(Kr) für die anderen Intervalltypen [EA]. Daher gilt o(Kr) = o(K) CB 
für jeden Intervalltyp T. 

(b) Jede offene Menge N CR ist die Vereinigung abzählbar vieler kompakter 
Intervalle (Bd. 1, 823:4.1). Mit Lemma 5.2 (b) erhalten wir BC o(K) und somit 
insgesamt B= o(K) = o(Kr) für jeden Intervalltyp T. 














6 Eigenschaften von Maßen 


Wir diskutieren zunächst den allgemeinen Maßbegriff und behandeln anschlies- 
send zwei Spezialfälle, Wahrscheinlichkeitsmaße auf R in Abschnitt 9 und zuvor 
das Lebesgue-Maß als Erweiterung des herkömmlichen Volumenbegriffs im R". 
Bei letzterem müssen wir zulassen, dass eine Menge A kein endliches Volumen 
besitzt; wir schreiben dann V"(A) = x. 


6.1 Definition. Unter einem Maß verstehen wir eine Vorschrift, die jeder Men- 
ge A einer o-Algebra A auf einer nichtleeren Menge N ein Maß (A) zuordnet 
mit 


(Mı) u(A)20 oder w(A)=@, 
( 


(Ma) 0) =0, 
(UA . 


m 
7 


WE 


(M3) (Ar) für paarweise disjunkte Mengen Ar € A. 


k=1 


Die o-Additivität (Ms) ist wie folgt zu verstehen: 


Genau dann hat A = U A, endliches Maß, wenn alle A, endliches Maß haben 
k=1 


und die Reihe ), (Ar) konvergiert. Diese liefert dann (A). 


k=1 

Die Mengen A € A nennen wir wahlweise A-messbar, messbar oder messbar. 

Das Tripel (N, A, u) heißt Maßraum. 

Das Maß u heißt o-endlich, wenn es Mengen 2, endlichen Maßes gibt mit 

MC MC... und = U Mr. Gilt u(N) < 00, so heißt u ein endliches 
k=1 


Maß. Für endliche Maße ist die Forderung (Ma) überflüssig [UA]. 
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Im Fall u(2) = 1 heißt u ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf 0. Ein Wahr- 
scheinlichkeitsraum (0, A, ) ist charakterisiert durch 


(Wı) u(A) 20 füralle AeA, 


(W2) „O) =1, 
(W3) uU Ar) = %) u(Ar) für paarweise disjunkte Mengen A, € A. 


k=1 k=1 


6.2 Rechenregeln für Maße 


N N 
(a) uU Ar) = I, u(Ar) für paarweise disjunkte Ax € A mit endlichem Maß. 
k=1 k=1 


(b) ACB, u(B)<oo — u(B\ A) = u(B) - u(A). 


() ACB — u(A)< yu(B) für u-messbare Mengen A,B. 
Dabei gilt die Ungleichung u(A) < u(B) als erfüllt, wenn u(B) = x. 


(d) u(AU B) = u(A) + u(B) — u(ANB), falls A und B u-messbar sind und 
w(AUB) < om. 


Beweis als [UA], vgl. 1.7 (b). 


6.3 Stetigkeitseigenschaften von Maßen 
(a) Für u-messbare Mengen Aı,Aa,... mit Aı C A2C... gilt 


„Ü Au) = lim ulAn). 


n—oo 


oo 


Dies schließt den Fall u(|J Ar) =» ein. 


k=1 
(b) Für u-messbare Mengen Bı,Ba,... mit Bı DBaD... gilt 


uf) Br) = lim u(Bn), falls u(Bı) < oo. 
k=1 n oo 


Auf die Bedingung w(Bı) < oo kann nicht verzichtet werden. Beispielsweise 
haben die Streifen Br := (z, y) | 0<y< +} C R? keinen endlichen Flä- 
cheninhalt, und ihr Durchschnitt ist leer. 


BEWEIS. 
(a) Wir setzen O1 := Aı und C% := Ar \ Ar-ı für k > 2 (Skizzel). Wegen 
(S2), (S3) gehören die Cr = ARrN (N\ Ar-ı) für k>2 zu A. 
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Für k<I gilt AKNCı € Aı_ıNnCi, also ChN A, =P,dal>1. 
Wegen C% C Ax ist daher C.NC, =® für k <I. Wir zeigen 


= UA=U% 
k=1 k=1 


Wegen C; C AR C A ist die rechte Seite in der linken enthalten. 


Umgekehrt gibt es zu jedem w € A ein kleinstes me N mit w € Am. Es ist 
dann 


we Aı=Cı für m=1 bzw we Am\Am-ı=Cm für m>1. 


Gibt es ein Ne N mit u(An) = ©, so folgt mit 6.2 (c) auch (Ar) = © für 
k > N sowie (A) = oo. Andernfalls gilt nach 6.2 (b) 


ur) = u(Ar) — H(Ar-ı) für k>1, 


also wegen der o-Additivität von u 


nA) = Tui) = ‚im (nA) + % (man) = nAr-ı)) 
= ‚im. w(An): 


(b) Wir setzen A, := Bı\ Br € A, B:= N Br und 


-=1 
= U Ar = U(Bı\ Br) = n® = Bı\B. 
k=1 k=1 k=1 
Letzteres folgt wegen BC Bx» C Bı nach den de Morganschen Regeln Bd.1, 
$4:4.2. Wegen u(Bı) < ©© und wegen Az C AC Bı haben nach 6.2 (d) auch 
alle A, endliches Maß. Aus (a) und 6.2 (b) erhalten wir 
uBı) = u(B) = (A) = lim n(An) = lim (u(Bı) < A(Bn)) 


Nn—0o 

















= w(Bı)—- lim u(Bn). 
Nn—OoO 
6.4 Die Subadditivität von Maßen 
Für beliebige u-messbare Mengen Mı,Ma,... gilt 


oo 


uU am) < I ntm), 


k=1 


wobei diese Ungleichung als erfüllt gilt, wenn nicht alle M, endliches Maß haben 
oder wenn die rechtsstehende Reihe divergiert. 
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BEWwEIS als in zwei Schritten: 


n 


(a) Folgern Sie aus 6.2 (d) durch Induktion, dass u(|J Mk) < % u(Mk). 
R=1 k=1 


(b) Wenden Sie 6.3 (a) auf An = |) Mx an. 
k=1 


7 Konstruktion von Maßen durch Fortsetzung 


7.1 Mengenringe und Prämaße 

(a) Bisher kennen wir nur ein nichttriviales Beispiel für Maßräume: diskrete 
Wahrscheinlichkeitsräume (R, P(R),s). Nun soll eine zunächst für die halb- 
offenen Quader Ja,b] = {xeR"|u <u;<b; (i=1,...,n)} gegebene Maß- 
vorschrift wie der elementargeometrische Inhalt V”(]Ja,b]) oder im Falln=1 
die Wahrscheinlichkeit 


u(la,b]) = J o(a) de 


zu einem Maß auf eine o-Algebra A fortgesetzt werden. Dies geschieht nach 
einem allgemeinen Prinzip, welches wir im folgenden schildern. 


(b) Eine nichtleere Kollektion R von Teilmengen von N #9 heißt ein Men- 
genring auf Q, wenn R mit je zwei Mengen A, Bauch AUB und A\B enthält. 
Es gilt dann 


D=-C\CER, 
da R wenigstens eine Menge C enthält, und 
ABER — ANB=A\(A\B)ER. 


Eine abzählbare Vereinigung von Mengen aus R muss ebensowenig zu R 
gehören wie N selbst. 


Uns interessiert vor allem der Mengenring R„ auf R”, bestehend aus der lee- 
ren Menge und allen endlichen Vereinigungen halboffener Quader Ja,b]. Zum 
Nachweis der Mengenringeigenschaft ist offenbar nur zu zeigen: A,B E R„ 
— A\BERNn. Daraus ergibt sich dann leicht, dass jede nichtleere Menge 
AERn die endliche Vereinigung paarweise disjunkter Quader vom Typ Ja, b] 
ist. 


Machen Sie sich diese Sachverhalte für Rı und Ra anhand von Skiz- 
zen klar. Daraus ergibt sich die Beweisidee für R„; wir verzichten auf die 
Ausführung. 

(c) Ein Prämaß u auf einem Mengenring R ist definiert durch die Eigen- 
schaften 


u(A) 20 oder u(A)=@ für AER, ul) =0, 


500 819 Maß und Wahrscheinlichkeit 


für paarweise disjunkte Ar ER, falls |) ARER. 
k=1 


Das Prämaß heißt o-endlich, wenn es Mengen A, ER gibt, mit (Ar) < ©, 
Ar C Artı (k = 1,944) und 2 = U Ar. 


k=1 
Beispiele für Prämaße folgen in den Abschnitten 8 und 9. 


7.2 Fortsetzung eines Prämaßes zu einem Maß 


Satz. Jedes Prämaß auf einem Mengenring R lässt sich zu einem Maß fortset- 
zen. Für ein o-endliches Prämaß ist die Fortsetzung auf der von R erzeugten 
o-Algebra o(R) eindeutig bestimmt. 


Wir beschreiben im folgenden das Fortsetzungsverfahren (CARATHEODORY 1938); 
ausführliche Beweise hierzu finden Sie in BAUER [115] 85. 


(a) Einführung eines äußeren Maßes u*. Für beliebige Teilmengen M des 
Grundraums 2 sei 


w*(M) = inf{ DI u(Ar) | A1,Ao,... ER, MC A}, 
k=1 k= 


1 
falls es wenigstens eine Überdeckung von M durch Mengen A, € R mit 


>, u(Ar) < oo gibt, und 


k=1 


u*(M) := 00 sonst. 


Das äußere Maß u* hat folgende Eigenschaften: 

(1) u*(M) = wM) für MER, 

(2) „*(M)>0 oder u“(M)=@, „*(W)=0, 

8) MıCM — u*(M)<u*(M;), 

(4) w*(ÜMı) <= T nrlMe) für beliebige M, CQ 
k=1 k=1 

(Subadditivität, vgl. 6.4). 


In der Regel ist u* nicht einmal endlich additiv: Ist der Rand einer Menge A 
zu ausgefranst, so kann es Mengen M geben mit 


u*(M) < u*(MNA)+u*(M\A). 
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(Die Figur soll diese Situation andeu- 
ten.) 





Die folgende Definition kennzeichnet 
messbare Mengen A durch die Gutar- 
tigkeit ihres Randes, formuliert mit Hil- 
fe der additiven Zerlegbarkeit von Test- 


mengen M durch A und deren Komple- = 
ment: 


(b) DEFINITION. Eine Menge ACC 
heißt u-messbar, wenn A 


„*(M) = u*(M NA) + w*(M\A) 
für ale MCO. 


(c) Die u-messbaren Mengen bilden eine R umfassende o-Algebra A. Setzen 
wir ein o-endliches Prämaß u auf die o-Algebra A fort durch die Vorschrift 


nA) = u*(A) für ACA, 








so entsteht ein o-endliches Maß w. 


(d) Jede andere Fortsetzung eines o-endlichen Prämaßes u zu einem Maß 
stimmt auf o(R) mit der in (c) definierten Fortsetzung überein. 


BEMERKUNGEN. Wir wenden den Fortsetzungssatz nur auf Prämaße auf dem 
Mengenring R„ an. Dieser erzeugt die o-Algebra B(IR”) der Borelmengen (vgl. 
5.4). Die oben definierte o-Algebra A kann größer als B(R”) sein: Beim Dirac- 
schen Prämaß auf Rı ergibt sich z.B. A = P(R); für den elementargeometri- 
schen Inhalt und für die Normalverteilung auf Rı besteht A aus den Lebesgue- 
messbaren Mengen (Abschnitt 8). Für Wahrscheinlichkeitsmaße auf R wählen 
wir, auch im Hinblick auf die Eindeutigkeit der Fortsetzung, als gemeinsamen 
Definitionsbereich immer die Borelalgebra B. 


7.3 Nullmengen, vollständige Maße 
(a) Für das nach 7.2 konstruierte Maß u gilt: Hat N C © das äußere Maß Null, 
so ist jede Menge AC N u-messbar mit (A) = 0. Denn aus den Eigenschaften 
(3), (4) von u* folgt für beliebige Mengen MCNQ 
„*(MNN)<yN)=0, w*(M\N) < u(M), 
also 
„*(M) < u*(MNN) + u*(M\N) < w*(M), 
so dass überall das Gleichheitszeichen stehen muss. Dies bedeutet nach 7.2 (b), 
dass N messbar ist. Für AC N gilt u* (A) < a*(N) = 0, so dass auch A 
messbar ist mit u(A) =0. 
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(b) Sei (D,A, u) ein beliebiger Maßraum. Eine Menge NE A mit u(N) = 0 
heißt u-Nullmenge . 

Das Maß u heißt vollständig, wenn für jede -Nullmenge auch alle Teilmengen 
zu A gehören (und daher u-Nullmengen sind). 


Nach (a) ist die in 7.2 konstruierte Fortsetzung (N, A, u) eines Prämaßes voll- 
ständig. Schränken wir es (wie bei Wahrscheinlichkeitsmaßen üblich) auf die 
Borelmengen ein, so kann die Vollständigkeit verloren gehen. 


(c) w-Nullmengen können sehr groß sein: Für diskrete Verteilungen u mit 
supp u = {zo,xı,...} ist R.\ {xo,xı,...} eine u-Nullmenge. 


(d) SATZ. Die Vereinigung und der Durchschnitt höchstens abzählbar vieler u- 
Nullmengen sind jeweils wieder u-Nullmengen. 


Denn nach 5.1 sind die Vereinigung V und der Durchschnitt D höchstens abzähl- 
bar vieler u-messbarer Mengen wieder u-messbar. Für V ergibt sich die Null- 
mengeneigenschaft aus der Subadditivität 6.4. Weiter folgt aus DC N und 
u(N)=0 auch u(D) < u(N)=0. 


8 Das Lebesgue-Maß 


8.1 Fortsetzung des Lebesgueschen Prämaßes 


(a) Die endlichen Vereinigungen halboffener Quader ]Ja,b] bilden zusammen 
mit der leeren Menge einen Mengenring R„. Das Lebesgue-Maß V"” wird wie 
folgt eingeführt: 


Wir setzen V”(ß) :=0 und für jede nichtleere Menge MER, 


N 
V"(M) := > V"(IR), 
k=1 
falls 


N 
M = U I, mit paarweise disjunkten Quadern I; = Jar, br]. 
k=1 


Das macht Sinn, d.h. die rechte Seite hängt nicht von der Art der Zerlegung ab. 
Dies ergibt sich wie in Bd.1, 823:1. 


Hiermit erhalten wir ein endlich-additives Maß V” auf R„.. Zum Nachweis der 
Prämaßeigenschaft genügt es daher zu zeigen: Aus 


I =]Ja,b] = |) I, mit paarweise disjunkten I; = Jar, bx] 


folgt 
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Die Ungleichung 
N 


5 V"(IR) = 24 < V"(T) =V"(N) für NEN 


erhalten wir wie in Bd.1, $23:1 aus einer Rasterung von I durch Einziehen 
aller an /ı,...,/n beteiligten Randhyperebenen. Zu zeigen bleibt 


vn) < SD v"(n) 


Hierzu wählen wir zu vorgegebenem e > 0 einen kompakten Quader K C I mit 
V"(I)<V"(K)+ e und offene Quader J, mit 


n n E 
IE. Ies- V (I) <V K)+ (k=1;2;:::)% 
Da K von den J, überdeckt wird, gibt es nach dem Überdeckungssatz von 


M 
Heine-Borel ein MEN mit KC |) Jr. Wie in 6.4 (a) erhalten wir 
k=1 


M oo 
V"(N) <V"(K)+e<)% Vr(h)+te<y)V"ll) +28 
k=1 k=1 
für jedes e>0. 
Die o-Endlichkeit von V” ergibt sich mittels Ausschöpfung von R” durch die 
Quader Qr = {x = (X1,...,In)| -k<mi<k für i=l,...,nyE Rn. 


(b) Wir fassen zusammen: Durch Fortsetzung des elementaren Volumens von 
Quadern mit Hilfe des Verfahrens von CARATHEODORY in 7.2 erhalten wir ein 
vollständiges Maß auf einer die Borelmengen enthaltenden o-Algebra L". 


Wir nennen dieses das Lebesgue-Maß und bezeichnen es wahlweise mit V” 
oder A”, im Falln = 1 auch mit X. 


(c) Das Lebesgue-Maß ist translationsinvariant: 
V"(a+M)=V”(M) für MEL”. 
Denn aus der Translationsinvarianz des Lebesgueschen Prämaßes folgt die des 
äußeren Lebesgueschen Maßes iA]. 
(d) Nicht alle Teilmengen des R" sind Lebesgue-messbar. 
Siehe BARNER-FLOHR [141] 15.2 (Stichwort „Vitali-Mengen“). 


8.2 Die klassische Definition des Lebesgue-Maßes 


In 88 wurde eine elementare Definition der Lebesgue-Messbarkeit und des Le- 
besgue-Maßes gegeben, wie sie in den meisten Analysis-Büchern zu finden ist. 
Die Äquivalenz zu der in 8.1 gegebenen maßtheoretischen Definition ergibt sich 
aus dem folgenden Satz, dessen Beweis in ELSTRODT [117] Satz 1.7.4 ausgeführt 
ist. 
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Satz. (a) Eine Menge M C R” ist genau dann Lebesgue-messbar im Sinne 
von 8.1, wenn es zu jedem e > eine offene Menge N und eine abgeschlossene 
Menge A gibt mit 


ACMCN und V"(N\A)<e. 

Im Fall V"(M) < oo gilt 
V"(M) = nf{V”(9) | offen, MEN}. 

(b) Zu jeder Lebesgue-messbaren Menge M gibt es Borelmengen F und G mit 
FCMCG, V"(G\F)=0, V"(F) = V"”(M) = V"(G). 


Aus (b) und 7.2(d) folgt, dass das Lebesgue-Maß die einzige Fortsetzung des 
n-dimensionalen Volumens von Quadern auf die o-Algebra £” ist. 


9 Wahrscheinlichkeitsmaße auf R 
9.1 Allgemeines 


(a) Nach den Bemerkungen 7.2 verstehen wir unter einem Wahrscheinlich- 
keitsmaß auf RR (im Folgenden Verteilung genannt)eine auf den Borelmen- 
gen in R. definierte Mengenfunktion a mit 


(Wı) u(A) >20 füralle AeB, 
(W2) aR)=1, 


oo 


(W3) uU Ar) = % u(Ar) für paarweise disjunkte Ar € B. 
k=1 k=1 





Wie in 1.7 (b) folgt die endliche Additivität und daraus für A,BeB 
uR\A) = 1-u(A), 
ACB — wB\A) = u(B)-u(A), also u(A) < u(B), 
uAUB) = u(A)+u(B)-w(ANB). 


Weiter gelten die Stetigkeitsaussagen 6.3 und die Subadditivität 6.4; die Vor- 
aussetzung u(Bı) < © in 6.3 (b) ist immer erfüllt. 


(b) Sei u die Verteilung einer Zufallsgröße X (d.h. u(B) = PIX eB| für Be 
B}). Dann heißt a € R ein möglicher Messwert für X, wenn 


ula-ea+te]) > 0 füralle e>0. 


Beachten Sie, dass für Verteilungen mit Dichten ein einzelner Messwert die 
Wahrscheinlichkeit Null hat. Ist u eine diskrete Verteilung mit dem Träger 
supp u = {zo,xı,...}, so sind zo,xı,... genau die möglichen Messwerte. 
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(c) Mischung von Wahrscheinlichkeitsmaßen. Sind pr 2 0 Zahlen mit 


>, pr =1 und uı,ya,... Wahrscheinlichkeitsmaße auf R., so liefert 
k=1 


u(A) := 3 Prur(A) für AeB 
k=1 


ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf R, bezeichnet mit u = ), Pr ur- 
k=1 


Die Eigenschaften (Wı),(W2) sind evident; (W3) folgt aus dem großen Umord- 
nungssatz Bd.1, 87:6.6 Al 


9.2 Die Verteilungsfunktion 


Für eine Verteilung u auf R. definieren wir die Verteilungsfunktion F durch 
Verteilungleiner Zufallsgröße 


z) := ul) - ©,2) für zeR. 
BEISPIELE. (i) Für das Dirac-Maß ö. (vgl. 1.6 (b)) ist F= Xa,oof- 
(ii) Für ein Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ist die Ver- 
teilung u = (1-p)ödo + p6ı (siehe 9.1 (c)). 
[üAl: Skizzieren Sie die zugehörige Verteilungsfunktion F'. 


(iii) Für die standardisierte Normalverteilung 4.1 erhalten wir 


Flo) = Da) = = . ea. 


SATZ. Die Verteilungsfunktion F:R— [0,1] hat die Eigenschaften 
(a) F ist monoton wachsend, 
(b) F ist rechtsseitig stetig, 
() im F(x)=0, lm F(x)=1. 
2-00 200 
Ferner existiert der linksseitige Grenzwert F(a—) an jeder Stellea ER, und es 
gilt 
(d) v(a,b]) = F(b)—- F(a) für a<b, 
(e) ua} = Fla) - F(a-), 
©) ulla,b]) = Fb) — F(a-). 
BEWEIS. 
(a) Füra<bgilt |-x,a] C ]-x,b], also u(]-oo,a]) < ul, b]). 


Unter (g) zeigen wir die Existenz der einseitigen Grenzwerte F(a+), F(a—) für 


aeR sowie der Grenzwerte lim F(x), lim F(x). 
Too C—-0oo 
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(b) Für Ban = ]-oo,an] gilt BıD Ba D ..., also folgt nach 6.3 (b) 


Fla) = n(-00,a) = AN Br) = lim (Ba) = lim Ffan) = Flat). 


n—0o 


(c) Für On = ]-m,—n] gilt Cı D Ca D ... und f) Cr =, somit 


n=1 
lim F(z) = lim F(-n) = lim u(Cn) = af) Cr) = 0 
T—-00 N—OO Nn—0oO n=1 
nach 6.3 (b); entsprechend folgt lim F(x) =1 aus 6.3 (a) [üA]. 
Too 





(d) Fb) — Fa) = u(l=,b] \]-,a]) = y(ja,d]) für a<b. 


(f) Für B„ = Ja-4,b] gilt Bı > B2 > ... und f Bn = [a,b], also 
n=1 


u(la,d]) = lim u(la— 4,b]) = F(b) — F(a-). (e) ist ein Spezialfall von (f). 


Nn—o 





(8) LEMMA. Ist F:R— TR monoton und beschränkt, so existieren die Grenz- 
werte 
F(a+) = lim F(x), F(a-)= lim F(z), lim F(x), lm F(e). 
zoa+ z-a— 2—00 4-8 

Denn sei 0.B.d.A. F monoton wachsend und an =a+ 4. Dann existiert s := 
lim F(an). Zu gegebenem e > 0 wählen wir ein m mit 0 < F(am) -—s<e und 
haben dann |F(x) - s| = F(x)-s<e für 0O<x-a< am -— a. Die Existenz 
des linksseitigen Grenzwerts F(a—) und die Existenz der übrigen Grenzwerte 
folgen analog mit an =qa — 4 bzw. un =n bzw. mn =—n [üAl. oO 





9.3 Die zu einer Verteilungsfunktion gehörige Verteilung 


SATZ. Jede monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion F:R — [0,1] 
mit lim F(x)=0, lim F(x) =1 ist die Verteilungsfunktion einer durch 
4-0 z+%o 


F eindeutig bestimmten Verteilung u, gegeben mittels Fortsetzung des durch 
ulla,b]) := F(b) — F(a) 
auf dem Mengenring Rı definierten endlichen Prämaßes gemäß 7.2. 


BEWEIS. 
Entscheidende Voraussetzung des Fortsetzungssatzes 7.2 ist die Prämaßeigen- 
schaft. Dazu genügt es, zu zeigen: 


Ist I = ]a,b] die Vereinigung abzählbar vieler, paarweise disjunkter Mengen 
R; € Rı, so gilt 


ie = HR). 
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Wir können jedes R; als Vereinigung endlich vieler paarweise disjunkter In- 
tervalle des Typs ]a, 8] darstellen und erhalten so insgesamt abzählbar viele, 
paarweise disjunkte Intervalle I, = ]ax, bz], deren Vereinigung / ist. Zu zeigen 
bleibt 


u) = I ul). 


(a) Von endlich vielen Intervallen Iı,...,/n dürfen wir, ggf. nach Umnume- 
rierung, voraussetzen 


a<aı <bı Sag <ba <..--<bn <b. 


Aufgrund der Monotonie von F erhalten wir 


rl) =) (Flbr) — F(ar)) 


ie 


rm 


= . (Flar+ı - Flar)) + F(bn) - F(an) 


= F(bv) - F(aı) < F(b) - F(a) = ud). 


> 
II 


Es folgt die Konvergenz der Reihe 


Dali) < u). 


k=1 


GE 


(b) Zu zeigen ist u(I)< Dur). 


k 


1 
Sei e> 0 vorgegeben. Aufgrund der rechtsseitigen Stetigkeit von F' gibt es 


— ein Intervall J=]c,b] mit a<c<b und u(I)<wu(J)+e, 
— Intervalle Jx = Jar, cr] mit cr > br und u(Jr) — (Ir) <e2" (k=1,2,...). 
Dann gilt 
bl =JCI, RcCh = M: 
Nach dem Überdeckungssatz von Heine-Borel gibt es ein M € IN mit 


M M 
J c< l[cbl € Um cC Ur: 


k=1 k=1 
Es folgt 
M M 
MD<UN+E< Dulh)+te< ul) + % 
k=1 k=1 














+ 
< Y,ullk) + 2€E fürjedes e>0. 
=1 


Eu 
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1 Das Konzept des u-Integrals 


(a) In diesem Paragraphen verfolgen wir vor allem zwei Ziele, 
e die Grundlagen für das Lebesgue-Integral bereitzustellen und 


oe für ein allgemeines Wahrscheinlichkeitsmaß 4, aufgefasst als Verteilung einer 
Zufallsgröße X, das u-Integral j F du und damit Erwartungswert, Varianz von 
R 

X und den Erwartungswert der transformierten Zufallsgröße f(X) zu definieren. 
Beide Aufgaben lassen sich gemeinsam unter dem Dach der Integrationstheo- 
rie bezüglich eines Maßes u behandeln. Diese legen wir gleich weit genug an, 
um auch für andere Themen wie Momente allgemeiner Massenverteilungen und 
klassische Wahrscheinlichkeitstheorie offen zu sein. 


(b) Ausgangspunkt ist ein beliebiger Maßraum (N, A, u) mit einem o-endlichen 
Maß u, vgl. $19:6. Die Mengen A € A nennen wir u-messbar oder kurz 
messbar. Die Verbindung zwischen Maß und Integral wird über die Beziehung 


(*)  [Xadu := u(A) für Ae A mit u(A) <oo 
9 


hergestellt. Für das Lebesgue-Maß ergibt sich schon hier eine erhebliche Erwei- 
terung des Integralbegriffs von Bd.1, 823, z.B. ist Er Xad=0. 


Für eine Elementarfunktion p der Form 


N 
= > ARXA, 3 
k=1 


wobei die A, paarweise disjunkte messbare Mengen endlichen Maßes sind, de- 
finieren wir 
N 
[ode = ar (Ar) 
) k=1 
und zeigen in Abschnitt 2, dass dieses Integral linear und monoton ist. 


(c) Wir definieren nun das Integral f F du für beschränkte reellwertige Funk- 
2 

tionen f auf Q, von denen wir nur voraussetzen, dass das Urbild f"(T) beliebi- 

ger Intervalle I zu A gehört. Solche Funktionen nennen wir messbar, Näheres 

dazu in Abschnitt 3. Einfachheitshalber setzen wir zunächst u(N) < oo voraus. 


SATZ. Zu jeder messbaren Funktion f:N2— |-M,M] gibt es eine Folge von 
Elementarfunktionen gı,{%a,... mit 


-MX <pı<wm<..<f, 
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die auf D gleichmäßig gegen f konver- 











gieren. Wegen \ 
M-+ 
Sridu<s [prdu<... < Mu(9) ii 
Q Q a f 
existiert 1 „.: 
Ar+ vn 
[Fa = lim [ndn. ii - 
9 n—oo Q m \ \ 
BEWEIS. - ee = 
Für neN sei N := 2". Wir untertei- L 
len |[-M,M] durch die äquidistanten ie 
Teilpunkte N 
2M N 
Ak := —-M + N k L 
(k = 0,...,N) in N paarweise dis- ul 


junkte Teilintervalle /o = [ao,aı] und 
Ir = Jar, ax+1] für k = 1,...,N - 1. 


Da f messbar ist, sind Ar := f'(Ik) zu A gehörige, paarweise disjunkte 
Mengen, deren Vereinigung 02 ist. Nach Konstruktion ist 
N-1 


Pn = > AR X Ay 
k=0 


eine Elementarfunktion mit @n < f und ||f- yn|o < 2M/N =M- 2a". 
Bei Übergang von n zu n+ 1 werden die /; durch die neu hinzukommenden 
Teilpunkte halbiert, und es ergibt sich pn < Yn+ı. (Machen Sie eine Skizze!) 














Die Unabhängigkeit der Integraldefinition von der approximierenden Folge (Yn 
und die Ausdehnung der Integraldefinition auf unbeschränkte messbare Funk- 
tionen f und nicht endliche Maße u behandeln wir in Abschnitt 4. 


2 Das u-Integral für Elementarfunktionen 


2.1 Elementarfunktionen 


(a) Sei im folgenden N # ® und A eine o-Algebra auf N. Die Mengen aus A 
heißen messbar. Eine Funktion 2:2 — R heißt Elementarfunktion, wenn 
sie eine Linearkombination 

M 


= 2, MXA, 


i=1 
charakteristischer Funktionen messbarer Mengen ist. 
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Definitionsgemäß bilden also die Elementarfunktionen einen Vektorraum über 
R. Spezialfälle sind charakteristische Funktionen Xa mit A E A. Dabei setzen 
wir Xg = 0. Beachten Sie im folgenden, dass 


XanB = XA 'XB = min{X4,XB}, 
Xaa = 1-XaA, 
Xu = max {XA,Xg} und 


XauB = Xat+Xg falls ANB=B. 


(b) Jede Elementarfunktion g besitzt eine disjunkte Darstellung 


N 
p= > b,XB, mit paarweise disjunkten messbaren B}. 
k=1 


N 
Diese kann so gewählt werden, dass |) =20 [öA], vgl. Bd.1, 823:1.3. 
k=1 

N 
Für Treppenfunktionen 9 = >> Cr Xı, bedeutet „disjunkte Darstellung“ hier, 

k=1 
anders als in Bd.1, 823:1.3, dass die Quader /, paarweise disjunkt sind. Hier- 
durch wird der Möglichkeit Rechnung getragen, dass Teile von Quaderrändern 
positives Maß haben können. 


Der Träger supp p einer Elementarfunktion p ist, abweichend von 810:1.1, 
definiert als {vw € 2 | p(w) # 0}, kurz supp p := {p Z 0}. Für die oben 
wiedergegebene disjunkte Darstellung von p ist supp p die Vereinigung aller 
Br mit bk #0, also messbar. Aus der disjunkten Darstellbarkeit ergibt sich: 


Mit p sind auch |p|, £+, P- Elementarfunktionen, ebenso fo» für jede auf 
p(N) erklärte Funktion f. 


(c) Für je zwei Elementarfunktionen p,b gibt es eine gemeinsame disjunkte 
Darstellung 


N 


N 
= N, bRXB; ; db = Y,CKRXB,.: 
k=1 k=1 


Daher sind neben ap + bb (a,bER) auch 


p° ıb ’ max{p, %} und min{p, %} 
Elementarfunktionen. 


Der BEWEIS ergibt sich wie in Bd.1, 823:1.3. 


(d) Für zwei Elementarfunktionen p,ı) sind die Mengen 


{P AU} = supp(p— %) und {p> %} = supp (P — Y)+ 
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messbare Mengen. Wir definieren Gleichheit u-fast überall durch 


p=yp ukü: utp#YUN =0, 
p<Y nhü:  ullp>Yy) =0 








N 
Für jede disjunkte Darstellung = )) bkXB, gilt offenbar 
k=1 


p=0 ufü. < bz =0 für alle B, mit w(Br) #0. 





2.2 Das yu-Integral für Elementarfunktionen 


Eine Elementarfunktion p heißt y-integrierbar, wenn u(supp p) < oo. Für 
-integrierbare Funktionen p in disjunkter Darstellung 


N 
wi >) DE XB, 
k=1 
setzen wir 
Sedu = [ lo) dulw = ThnlBi). 
Q Q 


Dass diese Definition Sinn macht, d.h. dass die rechte Seite für jede disjunkte 
Darstellung denselben endlichen Wert hat, sehen wir wie folgt ein. Wegen Br C 
supp yfürk =1,..., N ist die rechte Seite endlich. Gegeben seien zwei disjunkte 
Darstellungen 


M N M N 
p= 2» AXA; = > bkXB, mit U A = U Br =N. 
i=1 k=1 i—1 —1 


Dann sind A;, B; Vereinigungen paarweise disjunkter messbarer Mengen, 


M 
=) A;nB;, Br = UAnBr, somit 
k=1 i=1 


N M 
=. XAınB:s XB, = %, XAınB, Und daraus 
i=1 


M N MN 
ei. Kanıı PU bE XA,nB, : 

Es folgt ai = br, falls u(AıNBr,) > 0, und damit wegen der endlichen Additivität 
M N N M 
zZ En) -, "a BADEN I I Build N Br) 
i=1 k=1 k=1 i= 
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2.3 Eigenschaften des u-Integrals für Elementarfunktionen 


(a) Die w-integrierbaren Elementarfunktionen bilden einen mit E(w) bezeich- 
neten Vektorraum über R. Für ob € E(u) und a,bER gilt 


Stap+ bo) du = a Spdu+b[Yan. 
D 2 9 


Daher gilt auch für nicht disjunkte Darstellungen von p € E(u) 


M M 
y=Yurı, — [ydu=)% mulA). 
19) 


i=1 i=1 
(b) Für %,Yy eE(u) gilt 


psy uk — [pdu<s[vdn. 
19) 9) 


(c) Mit 9 gehört auch |p| zu E(a), und es gilt 
\fevdu| < f lolan. 
9 9 
(d) Aus pe El) und d=p u-ü. folgt de E(p) und [ pdu= [ du. 
9 9 


(e) Aus [ |pldu = 0 folgt = 0 uAü. 
9 


BEwEIS als [OA]: Die Aussagen (a), (b), (d) ergeben sich aus einer gemeinsamen 
disjunkten Darstellung. Für (d) und (e) ist 2.1 (d) zu beachten. 














2.4 Beispiele 


(a) Treppenfunktionen im R” sind spezielle Elementarfunktionen, die bezüg- 
lich des Lebesgue-Maßes A” = V” integrierbar sind. Aus 2.3 (a) ergibt sich 


[ oavr = f pa) dx, 
Rn Rn 


wobei die rechte Seite im herkömmlichen Sinn zu verstehen ist (Bd.1,823:1.4). 


(b) Das Dirac-Maß da. Für Borelmengen B C R” definieren wir 


5a(B) 1, falls aeB 
u u 0 sonst. 


Für jede Elementarfunktion y auf = R” bezüglich A = B(R") gilt 


J pda = yla). 
= 
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Um die Punktauswertung p > y(a) als Integral aufzufassen, ist es also unnötig, 
eine „Dirac-Funktion“ ö ins Spiel zu bringen mit 


vla) = [ ix -a) ex) drx. 
Rr 
(c) Diskrete Verteilungen. Seien zo,xı,... abzählbar viele verschiedene 
reelle Zahlen und pı,pa2,... nichtnegative Zahlen mit > pr = 1. Für Borel- 


k=0 
mengen BCR sei 


=), M- = Pr XB(&r) 
zneB 
Nach der Definition $19:9.1(c) ist also 
H= N PrÖay: 
k=0 
Wegen der Endlichkeit von u ist jede Elementarfunktion  w-integrierbar, und 
es gilt 
Pd > lan) )Dk , 
k=0 


wobei die Reihe absolut konvergiert. 


Es zeigt sich später, dass diese Formel für alle w-integrierbaren Funktionen p 
gilt. Insbesondere sind Erwartungswert j1 und Varianz V (1), falls sie existieren, 
als u-Integrale darstellbar: 


Rn = [adul), Vin) = Se - MW? due). 
R R 


BEWEIS. 


N N 
Sei =), b:iXz, eine disjunkte Darstellung mit |) B; = 2. Dann gilt 


i—1 i—1 
N oo N 
Jean = Eva i) = DL meXn,( (zr) = pn 2 B;(®k)- 
i=1 i=1 =0 k=0 i—1 
Dabei ist 
o(z,) falls m € Bi, 
b;XB, (xr) = 
0 sonst. 
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Da jedes x; in genau einer der Mengen B; liegt folgt 


b;XB, (tk) = o(zr) für k=1,2,... 


=: 


i=1 


und damit die Behauptung. Die absolute Konvergenz der Reihe folgt wegen 
|y(ar)pr| < ||Pllxs pr aus dem Majorantenkriterium. 


3 Messbare Funktionen 


3.1 Definitionen, Bezeichnungen 


(a) Gegeben sei eine o-Algebra A auf einer nichtleeren Menge . Eine Funktion 
!: NR heißt messbar (genauer A-messbar), wenn für jedes Intervall I das 
Urbild f'(T) zu A gehört, vgl. 1 (c). 

Eine komplexwertige Funktion heißt messbar, wenn Real- und Imaginärteil 


messbar sind. 


(b) Für Funktionen f:N2—R führen wir folgende Bezeichnungen ein: 
{feB} = {wen| fw)eB} = f(B), 
{F<B} = wen|fw)<B} = FÜ-,B)), 
ta</sh =Wwenla<fw)<ß}, 

entsprechend {f =.at, {f > a} usw. 


3.2 Charakterisierungen messbarer Funktionen 

Satz. Für eine Funktion f:N—R sind folgende Aussagen Äquivalent: 
(a) f ist A-messbar, 

(b) {FSBHEA für jedes BER, 

(co) [F>2a}EeA für jedes «ER, 

(d) {[FEI}E A für jedes Intervall I eines speziellen Typs, 

(e) {fe B}e A für jede Borelmenge BCR, 

9) 


f) {[FEU}EA für jede offene Menge UCR. 


BEWEIS. 
Für eine beliebige Funktion f:Q—R ist D:={M CR| f’!(M)e A} eine 
o-Algebra auf R. Denn es gilt F(R)=0, F(R\M)=0Q\f7'(M), sowie 
UA) = U FA), FUÜNBI=N FB) 
i=1 i=1 j=1 je 


für beliebige Teilmengen A;,B,; von R [üA]. 
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Enthält % alle Intervalle eines der in (a) bis (d) genannten Typen, so enthält % 
nach $19:5.4 alle Borelmengen. Auch aus (f) folgt (e): Enthält % alle offenen 
Mengen, so enthält & alle Intervalle vom Typ ]a, 3[. Umgekehrt folgen aus (e) 
alle übrigen Aussagen. 














3.3 Beispiele, Folgerungen 


(a) Elementarfunktionen sind messbar. 


N N 
Denn für x = )) br X, mit paarweise disjunkten B, € A und 2= |) Bk 

k=1 k=1 
gilt YUN)= U Br € A für jedes Intervall I. 


bpel 


(b) Jede auf einer Borelmenge CR” stetige Funktion f:N—R ist Borel- 
messbar (d.h. B(N)-messbar) und Lebesgue-messbar. 

Denn für fe CD) gilt {F <P} = NN{F<PB} für ale BER [üR]. Die 
Behauptung folgt aus 3.2 (b), da abgeschlossene Mengen Borelmengen und somit 
auch Lebesgue-messbar sind. 


(c) Mit f ist auch —f messbar, da in 3.2 die Bedingungen (a), (b), (c) äqui- 
valent sind. 


(d) Mit f:Q>R ist auch af+ß für «,B € R messbar [üA]. 


(e) Die Hintereinanderausführung messbarer Funktionen ist messbar: Sei A ei- 
ne o-Algebra auf N, B eine o-Algebra auf ©’; f:O’—R sei B-messbar und 
g\(B) € A für alle B € B. Dann folgt nach 3.2 (e) die A-Messbarkeit von 
J29. 

(f) Mit f sind auch f+, f- und |f| messbar. Denn {f+ <ß}=b für <0, 
und {fr <8d}={f < B} für B > 0. Entsprechend für f-. Schließlich gilt 
{ls} =® für 8<0 und {FI <A} ={F<sArNn{-f< PB} für B>0. 


3.4 Supremum und Limes messbarer Funktionenfolgen 
(a) Für eine Folge von Funktionen fr: —R sagen wir, dass 
9 := sup{fn |nE N} existiert, 


wenn für jedes w € N die Folge (fn(w)) nach oben beschränkt ist, also ein 
mit g(w) bezeichnetes Supremum besitzt. Entsprechend soll die Aussage „h = 
inf{ fn |n € N} existiert“ verstanden werden. 


SATZ. Existiert g = sup{ an |n € N} für eine Folge messbarer Funktionen 
In: -R, so ist g messbar. Existiert h= inf{ fn |n € N}, so ist h messbar. 
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BEWEIS. 

©) Esgilt {9<8}= N{M<#} Al. Mit den Mengen {fa < 8} gehört 
auch ihr Durchschnitt A: Also ist g nach 3.2 (b) messbar. 

(i) Die zweite Behauptung folgt aus {h > a} = N Ifn 2 a} und aus 
3.2. (0). iz 














(b) SATZ. Konvergieren messbare Funktionen fan : 2 — TR punktweise gegen 
eine Funktion f, d.h. fn(w) > flw) für alle we N, so ist f messbar. 


Der BEWEIS stützt sich auf folgendes 
LEMMA. Der Grenzwert a einer konvergenten reellen Zahlenfolge (an) lässt sich 
darstellen durch 


a = inf sup Am. 
neN m>n 


Aus diesem ergibt sich die Behauptung des Satzes mit am = fm(w), In(w) = 
sup! fm(w) |m > n} und f(w) = inflg„(w) |n € N} mit Hilfe von (a). 


Zum BEWEIS des Lemmas beachten wir, dass konvergente Folgen beschränkt 
sind. Also existieren die Suprema 


bn := sup{am |m>n} für n=1,2,.... 


Die Folge (b„) fällt monoton und ist durch inffam | m € N} nach unten be- 
schränkt, also existiert b:= lim b„ = inf! |ne N}. 
ar de) 


Wegen bn > an gilt b= lim b„ > lim an = a. 


Nn—0o N.—09 


Zu gegebenem e > 0 gibt es ein n. mit am <a+tefürm>n.. Es folgt 


b<bn = inflam|m>n} <ate für n>ne. 











Für e — 0 erhalten wir b< a, also insgesamt a =b. 





3.5 Approximation messbarer Funktionen durch Elementarfunktio- 
nen 


Eine Funktion f:Q — R heißt positiv (f > 0) wenn f(w) > 0 für alle 
weN. Wir definieren f<g durch g- f > 0. Eine Funktionenfolge (fn) heißt 
aufsteigend, wenn fn < fn+ı fürn=1,2,.... 


Ausgangspunkt für die Definition des w-Integrals ist der folgende 


Satz. (a) Jede beschränkte messbare Funktion f: NR ist gleichmäßiger 
Limes einer aufsteigenden Folge von Elementarfunktionen. 
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(b) Für einen o-endlichen Maßraum (N, A, u) ist jede positive messbare Funk- 
tion f auf N punktweiser Limes einer aufsteigenden Folge u-integrierbarer, 
positiver Elementarfunktionen. 

(c) FOLGERUNG. Eine Funktion f:N—R ist genau dann messbar, wenn sie 
punktweiser Limes einer Folge von Elementarfunktionen ist. 


BEwEIS. 

(a) wurde in Abschnitt 1 gezeigt. Die dortige Voraussetzung u(N) < oo sollte 
nur die w-Integrierbarkeit der approximierenden Elementarfunktionen sichern. 
Diese sind nach Konstruktion positiv, wenn f positiv ist. 


(b) Wegen der o-Endlichkeit von u gibt es Mengen 2. € A mit un) < oo, 
so das Rı CN92C... und = U Rn. Für die Mengen 


n=l 


Bn = MNifsnte A 


gilt ebenfalls u(Bn) < 0, BIC BaC... und = U Bn. Die Funktionen 


n=l 


In := FXBn 

sind positiv und aufgrund der Bedingung 3.2 (c) messbar: 
Imzat=N für a<O und 
{m 2a} = Bnn{f>a} für a>0, 


denn für & > 0 gilt {fn 2 a} C Bn, und auf Bn gilt fn(w) = f(w). Nach (a) 
gibt es Elementarfunktionen ı„ mit 


1 
0 < in Sn Sin+ Ra. 


Wegen supp ın C 2n sind die d„ und damit auch die pn = suplıbı,..., un} 
-integrierbare Elementarfunktionen, und es gilt 


O<yı <p<S...<f. 





Zu jedem we gibtesein NEN mit we Bn. Dann gilt auch w € B für 
n> N, also 


Beier eier - A ee 


(c) Elementarfunktionen sind messbar, also ist nach 3.4 (b) auch jeder punkt- 
weise Limes von Elementarfunktionen messbar. Ist umgekehtt f:2 > R 
messbar, so sind auch f+, f- messbar, also nach (b) punktweise Limites (u- 
integrierbarer) Elementarfunktionen. 
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3.6 Weitere Eigenschaften messbarer Funktionen 


(a) Die komplexwertigen messbaren Funktionen bilden einen Vektorraum. Mit 
f,g ist auch f- g messbar. Setzen wir für eine messbare Funktion f:N > C 


1/flw alls f(w 0 
"RUE IF@) falls Ho) # 


0 sonst, 
so ist h messbar. 


BEWEIS. 


Seien f,9:2 — R messbar. Nach 3.5 (c) gibt es dann Elementarfunktionen 
Pr, Um mit 9m — f, bn > g punktweise auf ®. Nach 3.5 (c) sind dann auch 


af+Ppg = lim (apn + BY) und fg = lim pn tn 
N—00 Nn—0o 


messbar. Da die Menge {f #0} ={f >0}U{f <0} messbar ist, ergibt sich 
auch die Messbarkeit von h nach den Kriterien 3.2 (b), (c) [üA]. 


Die Übertragung auf komplexwertige Funktion sei den Lesern als über- 
lassen. 














(b) Fast überall konvergierende Folgen messbarer Funktionen. Eine Folge mess- 
barer Funktionen fn : Q — Ü heißt konvergent y-f.ü., wenn es eine u- 
Nullmenge N gibt, so dass die Folge (fn(w)) für alle we M\ N konvergiert. In 
diesem Fall ist durch 


lim fn(w) fürweN\N, 
10 [ In) für wen\ 


Nn—Xo 


0 für weN 


eine messbare Funktion f gegeben, denn die Folge fn -Xo\n konvergiert überall 
gegen f. Wir schreiben hierfür f = lim fn uf. 
AO 


(c) Fast überall differenzierbare Funktionen. Sei f auf dem Intervall / messbar 
und fast überall differenzierbar, d.h. es gebe eine Lebesgue-Nullmenge N, so 
dass f’(x) für alle x € I\ N existiert. Definieren wir f’(z) :=0 fürzeN, 
so erhalten wir eine (Lebesgue-)messbare Funktion f : T— R. Wir zeigen 
dies für Intervalle I = Ja,b[. Da d(x) := $dist (z,OI) stetig ist, sind durch 
Ina) = 5 (fa + 2) - fa)) für ze I\N bzw. fu(a) = 0 fürze N 
messbare Funktionen fn : 1 — R gegeben mit fn(x) > f(x) für alle x € I. 


Den Beweis für andere Intervalltypen überlassen wir den Lesern als [üA]. 


Entsprechend definieren wir partielle Ableitungen fast überall. 
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(d) Zusammenfassung. Durch Anwendung algebraischer Operationen, durch 
Hintereinanderausführung, durch Supremumsbildung und durch Grenzübergänge 
entstehen aus messbaren Funktionen wieder messbare. Nicht messbare Funktio- 
nen lassen sich nicht konstruieren. 


Dass es auch Funktionen auf dem R” gibt, die nicht Lebesgue-messbar sind, 
liegt an der Existenz nicht Lebesgue-messbarer Mengen. (Der Beweis hierfür 
erfordert nichtkonstruktive Mittel, vgl. BARNER-FLOHR [141] 15.2.) 


Ist V C R” nicht Lebesgue-messbar, so gilt dies auch für V’=R”\V. Dann 
ist f := Xv — Xve nicht Lebesgue-messbar wegen {f > 1}=V. Dagegen sind 
|f| und damit auch |f|? messbar. 


Aus der Messbarkeit von |f| darf nicht auf die Messbarkeit von f geschlossen 
werden. 
4 Das u-Integral 


4.1 Das u-Integral für positive messbare Funktionen 


Durch (N,A, u) sei ein o-endliches Maß u gegeben. Dann gibt es nach 3.5 zu 
jeder A-messbaren Funktion f : 9 — Ry eine aufsteigende Folge positiver 
-integrierbarer Elementarfunktionen @n, die auf 2 punktweise gegen f kon- 
vergieren. Jede solche Folge nennen wir integraldefinierend für f. Ist die nach 
2.3 monoton wachsende Folge der w-Integrale f Pn du nach oben beschränkt, 


9 
so heißt f y-integrierbar, und das w-Integral von f ist definiert durch 


[rau B— lim [on de. 
Q FO 


Ist f nicht u-integrierbar, so schreiben wir I Fdu=m. 
9 


Die Wahl der integraldefinierenden Folge (fr) spielt dabei keine Rolle. Denn 
für jede andere integraldefinierende Folge (4) für f gilt 


Pm(w) < lim Ynlw) = Fa),  Ymlw) < lim Palo) = Fo) 
für allem € N und alle w € . Mit dem nachfolgenden Lemma folgt 


Semdu < lim [ ündu, Sümdu< lim [ondu; 


daraus ergibt sich für m — oo die Gleichheit der Grenzwerte beider Integralfol- 
gen bzw. deren simultane Divergenz. 


LEMMA. Seien ib, pı, pa, ... positive, u-integrierbare Elementarfunktionen 
mit 0O<yı Sp<S..., 


ı(w) < lim onlw) für alleweN. 
Nn—Oo 
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Dann gilt 


ddu < lim Sondu, 
[an < Im | 


wobei diese Ungleichung auch als erfüllt gilt, wenn lim [or du = @. 
Nn—0OoO Q 


BEWEIS. 
Für d = 0 ist nichts zu beweisen; sei also ) # O0. Wir definieren 


P:={[b>0}, a := minfb(w) |we P}, 8 := max{ulw) |we Pt}. 


Da ı messbar und wu-integrierbar ist, gilt P € A und u(P) < , ferner gilt 
0<a<Bß. Sei ee ]0, «| vorgegeben. Dann gehören die Mengen 


An = {pn 2b-etNP und Ban := P\An 
zu A. Ferner gilt Aı C A2C... und P= U An nach Voraussetzung. Aus 
n=1 


819:6.3 folgt 
u(P) = lim u(An), lim u(Bn) = u(P) — lim u(An) = 0. 


no no n-}00 

Nach Definition der An und wegen n > 0 gilt 

Pn 2 (b-E)XA, , 
also 

Pn + (b-E)XB,. 2 (d-E)Xp = b-EXp 
und daraus 

Pn + (B-E)XB,. +EXp 2 On +(b-E)XB. +EXPp > %. 
Es folgt 


[van < f ondu + (B-e)u(Bn) +eu(P) und fürn — oo, 
9 9 

















fe du < sup{ [ Yn du | neN} +.ey(P) für jedese>0. 
Q Q 


4.2 Das u-Integral für komplexwertige Funktionen 


(a) Eine messbare Funktion f:N— R heißt u-integrierbar, wenn f+ und 
f- beide w-integrierbar sind. Wir definieren in diesem Fall 


[rau := [Fran - SI- de. 
D 9 2 
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(b) Eine komplexwertige messbare Funktion f auf © heißt u-integrierbar, 
wenn u=Ref und v = Im f beide w-integrierbar sind. Wir setzen dann 


[rau := [ udu +i [vdn. 
9 9 9 


(c) Statt [ du schreiben wir auch [ f(w) du(w) bzw. 
Q 9 


[ fe) du(z), falls OCR und [ f(x)du(x), falls QCR”. 
9) 9) 


4.3 Elementare Eigenschaften des u-Integrals 


(a) Die komplexwertigen u-integrierbaren Funktionen auf D bilden einen C- 
Vektorraum, bezeichnet mit L!(O, u). Für f,g € L'(Q, u) und Be © gilt 


Staf +Bg)du =affdu+ Bf gan. 
9 9 19 


(b) Für reellwertige f,g € L'(D, u) gilt 


S<g — [fdu< [gde. 
9 9 


(c) Mit f ist auch |f| w-integrierbar, und es gilt 
I SFan| < Siflan. 
9 Q 


BEMERKUNGEN. (i) In den späteren Anwendungen gehört zum Maß u immer 
eine kanonische o-Algebra A, daher erübrigt sich die genauere Kennzeichnung 


L(9,A, u). 

(ii) Statt LI(N,V”) schreiben wir LU(N). 

BEwEIS. 

Wir verwenden die Abkürzung Sf für [ran L! für L'(Q,u) und L1 für 
9 


{fe£!|f20}. 
(a) Unmittelbar aus der Definition 4.1 und der Linearität des a-Integrals für 
Elementarfunktionen folgt 


a en aBeR, af+Pßg Lu und 
Saf+ßg) = afsf+Bfs: 


Wir betrachten zunächst nur reellwertige Funktionen f,g und zeigen als erstes 





2) fel!,aeR — oafel!' ud Ialsalr: 


522 820 Integration bezüglich eines Maßes u 
Für f € £! gilt definitionsgemäß f+, f- € £LL und YF = FR _ ae Für 
a >0 folgt 


afr, LE, af=afı -af- EL" und mit (1) 


Sat= Sat -Saf-=afh-aft-=alfh-[H)=aft: 


Für a < 0 gilt (af)+ = Jalf- € £\, (af)- = lalfs € Li} und somit 
af = lalf- - la|lf+ € £' sowie mit (1) 


Ser = flalf-- flalfı = lellf #-- SH) = -elff=aff. 
Als nächstes zeigen wir für reellwertige f,g 


(3) Age! S+geLl' und [(f+9) = [f+Js- 


Hierzu schreiben wir F:= f+ g in der Form 























F=u-v mit u= fh +9, v=fH+g 








Nach (1) gilt u,v € L1 und 
) fu=- [h+fa, S[v=SI-+JSs-- 
Wir betrachten integraldefinierende Folgen 
(Pn) für u, (%n) für v, (®„) für Fr, (VW) für FL. 
Durch 
n := minor, ®n}, mm := minfan, Un} 


erhalten wir aufsteigende Folgen (&n), (m) von Li -Elementarfunktionen. We- 
gen Fr <u, F_<v gilt punktweise 
F+ = lim u = sup, {&n |ne N}, F- = lim m = sup, {m |ne N}, 
Nn—Oo 


n—oo 


ferner 
Sen < fm <fu S[m<fin<f[v. 
Aus der Definition 4.1 folgt Fı, F_ € £1, und aus (1) erhalten wir 
59) [Fr+fv= f(A+tV) = [(F+W=/[F+fu. 
Mit Hilfe von (4), (5) ergibt sich schließlich 
Jü+9=[F=[F-[F- = [u- fo 
= [h+[-JS7--Ss- = SI+JSs: 
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Daraus und aus (2) folgt (a) für reelle Funktionen und a,8 € R. Die Über- 
tragung von (a) ins Komplexe bereitet nunmehr keine Schwierigkeiten [UA]. 


(b) Sind f,g reellwertige £'-Funktionen mit f<g,soglth:=g9-feLl 
und fr = [s-/Sr nach (a). Wegen heL£Ll gilt fr >O.nach 4.1. 


(c) Für reellwertige f € £! gilt definitionsgemäß f+, f- € £\. Nach (a) folgt 
IAl= fr +f- € L} und 


Srl=1S#r-St-|<s Sr+ Ss = fi: 


Für komplexwerige Funktionen f € £' ergibt sich die u-Integrierbarkeit von || 
erst später mittels des Majorantenkriteriums. Unter Vorwegnahme von |f| € Lu 
setzen wir [ f = re’? und erhalten mit (a), 4.2 (b) und dem Vorangehenden 


fr r = Re (ff) = Re [e”'*f = [Re(e”‘*f) 
Slef= fir. 





IA 











4.4 Die Rolle von u-Nullmengen für die Integration 
(a) Eine Eigenschaft E(w) wie f(w) = g(w), f(w) < g(w) f(w) = lim fn(w) 
Nn—OO 


heißt u-fast überall erfüllt, wenn es eine u-Nullmenge N gibt, so dass E(w) 
für alle we O\ N besteht. Wir verwenden die Schreibweisen 


f=9 nAü, f<sg ufü, f= lim fa ufü. usw. 
Nn—0o 


Beachten Sie: E(w) u-fast überall bedeutet beim Lebesgue-Maß u = V” (wie 
bei jedem vollständigen Maß), dass die Ausnahmemenge {w | E(w) gilt nicht} 
eine w-Nullmenge ist. Fast überall (f.ü.) steht für V”-fast überall. 


(b) Satz. Ist £:N— C u-integrierbar, 9:2 — C messbar und F =g u-fü., 
so ist auch g u-integrierbar, und es gilt 


Sad = S Fan. 


Q Q 


Sind f,g € L'(Q, u) reellwertig, so gilt 


S<g ufü — [fdu< | gde. 
19 9 


BEwEIS. 
(i) Wir zeigen zunächst: Ist h messbar und h=0 u-k.ü., so gilt 


hEL(N,u) und [ hau =0. 
9) 
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Im Fall Rh > 0 folgt dies aus der Definition 4.1, denn für jede w-integrierbare 
Elementarfunktion mit O<p<h gilt 9 = 0 uf.ü., also % pdu=0. 
2 


Für reellwertige messbare h mit h = 0 u-f.ü. gilt auch h+ = O u-f.ü. undh_ = 0 
#-f.ü., woraus nach dem Vorangehenden die u-Integrierbarkeit von h+, h_ und 
das Verschwinden deren u-Integrale folgt. 


Im allgemeinen Fall h = u+ iv folgt aus h = 0 u-f.ü. auch u = 0 u-f.ü. und 
v= 0 yu-f.ü. (und umgekehrt). 

(ii) Sei f € L!(D), g messbar und N eine jı-Nullmenge mit f(w) = g(w) für 
weN\N. Dann gilt g= f+(g- f)-Xn; dabei ist h := (9— f)Xn eine messbare 
Funktion mit kh = 0 u-f.ü.. Nach (i) und 4.3 (a) folgt die w-Integrierbarkeit von 
g und die Gleichheit der w-Integrale von f und von g. 


(ii) Für die reellwertigen Funktionen f,g € L!(Q,u) si f < g uf.ü.. Dann 
gibt es eine u-Nullmenge N mit f(w) < g(w) auf 2\ N. Wir setzen 


M:=QD\N, F=f-Xm, G:=9'Xm. 





Dann gilt F= f uf.ü., G= g uf.ü. und F(w) < G(w) für alle we . Nach 
(ii) folgt F,G € L!(Q, u), und aus 4.3 (b) ergibt sich 


[rau = [Fau< [Eau = [gdn. 
9 9 19) 19) 














4.5 Das Majorantenkriterium 
SATZ. Besitzt eine messbare Funktion f:N—ÜC eine u-Majorante g, das ist 
eine u-integrierbare Funktion g: 2 — Ry+ mit 


Fw)| < sw) uA.ü., 


so ist auch f w-integrierbar, und es gilt 
IfFau| < San. 
9 ) 


Dies ist das Hauptkriterium für u-Integrierbarkeit. Typische Anwen- 
dungssituationen sind: 


(i) f ist Lebesgue-messbar und besitzt eine stetige V”-Majorante g. Für ste- 
tige Funktionen lässt sich die Lebesgue-Integrierbarkeit nach den Kriterien von 
Bd.1, 823 feststellen, Näheres in 5.5. 
(i) 0 hat endliches Maß und |f| < © u-f.ü. mit einer Konstanten C. Dann ist 
g=(C:-Xo eine -Majorante und | f fan | < cu). 

Q 
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BEMERKUNG. Aus dem Majorantenkriterium folgt: 
Ist f messbar und |f| w-integrierbar, so ist auch f w-integrierbar. Allein die 
-Integrierbarkeit von |f| impliziert nicht die Messbarkeit von f, vgl. 3.6 (d). 


BEWEIS. 


(i) Besitzt f eine w-Majorante g € L'(Q, u), so dürfen wir annehmen, dass 
f(w)| < g(w) für alle w € N, denn Nullsetzen von f auf einer w-Nullmenge 
berührt weder die Integrierbarkeit noch das Integral. 


(ii) Wir setzen zunächst voraus, dass f messbar ist und dass O< f < g gilt mit 


C= [adu <w, 
9 


Nach 4.1 gibt es integraldefinierende Folgen (%n) für f, (ın) für g. Wegen 
glw) = supfin(w) |Ine N} > flw) > pm(w) für alle weN 
sind die Voraussetzungen des Lemmas in 4.1 erfüllt, und wir erhalten 


[ Pmdu < sup { [ Yndu | neN!} = Je =E. 
) 9 9 
Aus der Definition 4.1 folgt für die u-Integrierbarkeit von f und f Fdusc. 
) 


(iii) Ist f reellwertig und messbar mit w-Majorante g, so ist g auch eine u- 
Majorante für f+ und für f_-, also sind diese Funktionen und somit auf f und 
|f| w-integrierbar. Die Integralabschätzung folgt aus 4.3 (b). 

(iv) Hat die komplexwertige messbare Funktion f = u+ iv die u-Majorante g, 


so ist g auch eine u-Majorante für die Funktionen u, v; nach (iii) sind diese und 
damit auch f w-integrierbar. Die Integralabschätzung folgt nach 4.3 (c). 














5 Vertauschbarkeit von Limes und Integral 


5.1 Der Satz von der monotonen Konvergenz (Satz von Beppo Levi) 


Ist (fa) eine aufsteigende Folge u-integrierbarer, reellwertiger Funktionen und 
ist die Folge der Integrale I du nach oben beschränkt, so gibt es eine yu- 
8) 


integrierbare Funktion f:N2— R mit 
= lim fr ufü. 
Nn—Ooo 
und 


I fdu= lim I rdu: 
Q ae 


Dabei ist die Ausnahmemenge {w € 2 | fn(w) divergiert} eine u-Nullmenge. 
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FOLGERUNGEN. 
(a) Sind die Funktionen w:DoR; (k=0,1,...) u- integrierbar und kon- 


vergiert die Reihe 2 [ur du, so konvergiert die Reihe 3 ur w-f.ü. gegen 
=0Q k=0 
eine nee Funktion u, und es gilt 


[udn =) fur du: 
) k=0.9 


(b) Ist f w-integrierbar und f \fldu = 0, so ist f = 0 u-f.ü., d.h. die Aus- 
9 
nahmemenge {f £ 0} ist eine u-Nullmenge. 


BEWEIS. 


(a) Wegen der Linearität und Monotonie des w-Integrals dürfen wir 0.B.d.A. 
voraussetzen, dass fn > O und 0O< f ndu<sC füralleneN. 
) 


(b) Konvergenz u-f.ü.. Sei N = {w € N | (fn(w)) divergiert}. Da die Folge 
(a(w)) monoton wächst, gilt w € N genau dann, wenn es zu jedem me N 
einne N gibt, mit fn(w) > m. Also gilt 


N Ulm >m} e A, 


m=1in=1 


denn wegen der Messbarkeit der fr gilt An,m :={fn 2 m} € A, somit auch 


Ba. U Anım eA und N = N Bm EA. 


Wegen fn 2 0 gilt mXa < fn, daher nach 4.3 (b) 


n,m — 


mjw(An,m) < [ fndu <C, d.h. p(An,m) < 
19} 
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Aus An,m C Antı,m und Bm = | An,m folgt nach 8$19:6.3 (a) 


n=1 


Q 


u(Bm) = lim u(Anm) < — für m=1,2,..., 


n—oo 


3 


insbesondere u(Bı) < oo. Wegen Bı D Ba D... und N = N Bm ergibt 
m=1 
819:6.3 (b) 


#(N) = lim u(Bm) = 0. 


M—>XO 
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(c) Die Grenzfunktion f. Nach 3.6 (b) ist durch 


Nn—o 


0 für weN 


im rw) für weM:=Q\N, 
10 | fn(@) EM:=M\ 


eine messbare Funktion f > 0 gegeben, die punktweiser Limes der Funktionen 
In := fn :Xm ist. Für letztere gilt gı <ga<...< f und nach 4.4 


Mm EeL(Q,n), Smdn= [ndu (nen). 
9 9 


(d) Seien (Pn,m)m integraldefinierende Folgen für mn (n = 1,2,...). Dann 
gilt On,m > 0, Pn,m(w) = 0 für w € N. Wir betrachten die positiven, u- 
integrierbaren Elementarfunktionen 

dm = max {Pims.:2,Pmm} ; 
Wegen 0< pk,m < Pkm+1 < Ik < 9m für k < m erhalten wir 


Pn,m < dm für n<m, dm < Ym+ı und dm < Gm, also 


Im = SUP £n,m S SUP!m < SUPpgm = f- 


Da die g„ punktweise gegen f konvergieren, folgt 
f = supt'm = lim dm. 
m M—O 
Wegen m < gm gilt ferner 


Q Q Q 


Nach 4.1 folgt die u-Integrierbarkeit von f und 


au = im [ındu < lim [du = lim I fndu, 


wobei sich die Existenz des letzteren Grenzwerts aus ') In du < f Inrıdu <sC 
9 ) 
ergibt. Umgekehrt gilt n < f, also 


[Indy = [mdu < [fdu, somit lim [fndu < [ Fan. 
Q Q Q ng Q 


Damit ist der Satz von der monotonen Konvergenz bewiesen. 


Die Folgerung (a) ergibt sich unmittelbar [üA]. 
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Für die Folgerung (b) beachten wir, dass N := {we | |fw)| > 0} wegen 
der Messbarkeit von |f| zu A gehört. Die Funktionen fa := n|f| bilden eine 
aufsteigende Folge mit f In du = 0, und es gilt 

9 


N={weQN| (fn(w)) konvergiert nicht}. 











Nach dem Satz von Beppo Levi folgt u(N) = 0. 





5.2 Der Satz von der majorisierten Konvergenz (Satz von Lebesgue) 


Haben die messbaren Funktionen fn : 2 — Ü eine gemeinsame u-Majorante 
g und konvergieren sie auf N punktweise gegen eine Funktion f, so ist f (wie 
auch die fn) u-integrierbar, und es gilt 


[sau = lim [ nde: 
Q BEN 


BEMERKUNGEN. (a) Die u-Integrierbarkeit der fn folgt aus 4.5. 


(b) Die Voraussetzung der punktweisen Konvergenz kann durch die schwächere 
Bedingung fn > f y-f.ü. ersetzt werden [EA], vgl. 3.6 (b), 4.4. 


BEWEIS. 
Nach Voraussetzung gibt es u-Nullmengen N„ mit |fn(w)| < g(w) für alle 


we N\Nn. Dann ist auch N= |) Nn eine u-Nullmenge, vgl. $19:7.3 (d), 
n=1 
und wir erhalten 


fa) < go) und |@w)| = lim |fn(w)| < go) für alle wen\N. 


Da f als punktweiser Limes der f„ messbar ist (vgl. 3.4 (b)), folgt die w-Inte- 
grierbarkeit von f aus dem Majorantenkriterium 4.5. 


Wir betrachten die Funktionen un := |f — fn|- Wegen |un| < 2g sind diese 
„integrierbar, und nach 3.4 (a) sind durch gm := sup{un | n > m} messbare 
Funktionen gegeben mit 0 < gm < 2g. Nach 4.5 folgt die u-Integrierbarkeit 
der gm. Ferner bilden die gm eine absteigende und damit die hm := —Gm eine 
aufsteigende Folge u-integrierbarer Funktionen mit hm < 0. Aus dem Lemma 
in 3.4 (b) entnehmen wir 


0 = lim mnlw) = inflgm(w) |meN} = lm gm(w) für aleweN, 
M—O 


n—oo 


also auch lim hAm(w) = 0 für alle we ©. Aus dem Satz von Beppo Levi folgt 


M—>XO 


M—>XO M—Oo 


lim al, also auch lim Baket. 
Q Q 
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Wegen |un| < 9n folgt daher 
IS Fan SFadn | = | SF Fa)an| < S und 
9 9 9 9 














< [ mdu > O0 für no. 
9 


5.3 Weiteres zur Vertauschbarkeit von Limes und Integral 


(a) Konvergieren die w-integrierbaren Funktionen f„ punktweise gegen f, so ist 
f nach 3.4 messbar. Damit f auch u-integrierbar ist, bedarf es nach 4.3 (c) und 
4.5 einer u-Majorante für f. Dies reicht jedoch nicht aus, um die Vertauschbar- 
keit von Limes und w-Integral zu garantieren, selbst wenn die f„ gleichmäßig ge- 
gen f konvergieren. Ein Gegenbeispiel erhalten wir durch die gleichmäßig gegen 
f = 0 konvergierenden Elementarfunktionen fn = 4 Xjoun] und das Lebesgue- 
Integral auf R. 


(b) Ist u ein endliches Maß, so gilt der kleine Satz von Lebesgue: Kon- 
vergieren die beschränkten messbaren Funktionen auf N gleichmäßig gegen f, 
so folgt die u-Integrierbarkeit von f und die Vertauschbarkeit von Limes und 
u-Integral ([EA], beachten Sie 4.5 (ii)). 


5.4 Integration über Teilbereiche 


(a) Sei fE L'(N, u), und B £ gehöre zum Definitionsbereich A von u. Dann 
gilt Xp € L'(Q, u) nach dem Majorantenkriterium. Wir definieren 


[fan = [ fXodp. 
B 9 


(b) B={AeE A|AC DB} ist eine o-Algebra auf B, und die Einschränkung 
v von a auf B ist ein o-endliches Maß [UA]. Für jede A-messbare Funktion 
f:2-C ist die Einschränkung g = f z yon f auf B B-messbar [üAl. 
Genau dann gilt fXz € L!(Q, u), wenn ge £!(B,v). In diesem Fall ist 


[gav — S sXedn. 
B ) 


[üA]: Zeigen Sie dies zunächst für Elementarfunktionen und dann mit Hilfe des 
Satzes von Beppo Levi für positive messbare Funktionen. Der Rest folgt aus 
4.2. 


(c) Setzen wir eine B-messbare Funktion u: B— C zu einer Funktion u:2— C 
mit U(w) = 0 für weN\B fort, so gilt uveL!(B,v) > WEL!(Q,u) und 
im Fall der Integrierbarkeit ([UA]) 


[uaı = [ udv. 
9 B 
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5.5 Zum Lebesgue-Integral 


Als ersten Spezialfall der allgemeinen Integrationstheorie besprechen wir das 
Lebesgue-Integral über Teilmengen des R”. Für n > 2 bezeichnen wir es wahl- 
weise mit 


sr, [Far [Id | Fe 
Q Q Q 9) 


Dabei ist N eine Lebesgue-messbare Teilmenge des R”, und der Definitionsbe- 
reich A des Lebesgue-Maßes V" = A” besteht aus den Lebesgue-messbaren 
Teilmengen von 2, vgl. 819: 8. 


Für n=1 und Intervalle / C R verwenden wir die Bezeichnungen 


[fa bzw. [ fla)de. 
I I 


Die Bezeichnungen fast überall (f.ü.), integrierbar, £!(N), Majorante 
beziehen sich stets auf das Lebesgue-Integral, stehen also für V"-f.ü., V"- 
integrierbar, £!(0, A”) und V"-Majorante. In diesem Rahmen bedeutet Messbar- 
keit von Mengen bzw. Funktionen die V"—- bzw. £"-Messbarkeit. 


Die wichtigsten Eigenschaften des Lebesgue-Integrals sind in $8, Abschnitt 1 
zusammengestellt; inzwischen wurden die meisten Beweise nachgetragen (Aus- 
nahme: Sätze von Fubini, Tonelli und Transformationssatz). 


Wir halten nochmals fest: Für die Fälle, dass 2 ein kompakter Quader, eine 
offene Menge oder eine gutberandete kompakte Menge ist, folgt aus der Inte- 
grierbarkeit im herkömmlichen Sinn (Bd. 1, 823: 2.1,4.2,7.5) die Integrierbarkeit 
im Lebesgueschen Sinn, und das Lebesgue-Integral ist gleich dem herkömmli- 
chen. Für kompakte Quader und offene Mengen wurde dies in 88: 1.6 gezeigt; für 
gutberandete kompakte Mengen folgt dies daraus, dass jede Jordan-Nullmenge 
eine V”-Nullmenge ist. 


6 Das u-Integral für Wahrscheinlichkeitsmaße auf R 


Als Definitionsbereich für Wahrscheinlichkeitsmaße (Verteilungen) u auf R wäh- 
len wir den Bemerkungen $19:7.2 gemäß immer die Borel-Algebra B, vgl. 
$19:5.3,5.4. In diesem Rahmen steht Messbarkeit für B-Messbarkeit; diese zieht 
die Lebesgue-Messbarkeit nach sich. 


Nach 819:9.2,9.3 sind Verteilungen a durch ihre Verteilungsfunktion, d.h. 
durch F(z) = u(] -— ©,x]) festgelegt. Dies ist zunächst eine reine Existenzaus- 
sage, daher ist auch das zugehörige w-Integral zunächst ein abstrakter Begriff. 
Für zwei wichtige Spezialfälle werden wir jetzt das „Integral konkret angeben. 
Für allgemeine Maße u werden wir das w-Integral stetiger Funktionen in 6.2 
wenigstens näherungsweise bestimmen. 
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6.1 Beispiele 
(a) Diskrete Wahrscheinlichkeitsmaße. Für BeB sei 


uB) = % Pr= ) PrXglar); 
zrEB k=0 


dabei seien zo, Xı,... abzählbar viele verschiedene reelle Zahlen, po,pı,... 20 


und Y) mr=1. 
k=0 


Satz. Für messbare Funktionen f:R—C existiert das u-Integral 
[sau = D far) pr 
R k=0 


genau dann, wenn die Reihe absolut konvergiert. Beim Dirac-Maß 6. gilt 


J fdöa = f(a) 


R 
für jede messbare Funktionen f:R—C. 


BEweIs. 
Nach 2.4 (c) ist jede Elementarfunktion 9 w-integrierbar, wobei die Reihe 


S[ odu = % plar) Pr 
R k=0 


absolut konvergiert. 


Wir betrachten zunächst eine messbare Funktion f > O0 und eine integraldefi- 
nierende Folge (/n) für f. Für diese gilt 


N N 


% Pnlar)pr < I, flar)pr fürn, NEN. 
k=0 k=0 


Besitzen die Partialsummen der rechten Seite ein Supremum C,, so folgt 


N oo 
Sordu = lim ), Ynlar)pr <C= ), flar)pr 
R No %=0 k=0 
und damit nach 4.1 die w-Integrierbarkeit von f sowie 


[fd = lim [ondu <<)», flar)Pr- 
R Nn—0o R k=O 
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Existiert umgekehrt I! = f f du, so gilt für jede integraldefinierende Folge (4) 
R 


Pn(&r)Pr < [ Yndu<I 
k=0 R 


N 


und somit auch 
N N 
>» flar)pr = lim %, fnlar)pr <T. 
k=0 u) 
Es folgt die Konvergenz von 
fl) pr <I= SFan. 
k=0 R 


Für beliebige messbare Funktionen f ist nach 4.3 (c) und 4.5 die u-Integrier- 
barkeit äquivalent zur u-Integrierbarkeit von |f|. Die Formel für das w-Integral 
ergibt sich durch Zerlegung von f gemäß 4.2. 














(b) Wahrscheinlichkeitsmaße mit Dichte. Sei o: R— R; integrierbar 
und f od\A=1. Dann ist durch 
R 


wB) := [odA= [oXsdA für BeB 
B R 


ein Wahrscheinlichkeitsmaß u auf R. gegeben. 


Eine messbare Funktion f : R — C ist genau dann w-integrierbar, wenn fo 
Lebesgue-integrierbar ist. In diesem Fall gilt 


[rau = Sea. 
R R 


BEMERKUNG. Offenbar hat u die Eigenschaft, dass jede (Lebesgue-)Nullmenge 
auch eine u-Nullmenge ist. Umgekehrt gibt es zu jedem Wahrscheinlichkeitsmaß 
j auf R mit dieser Eigenschaft eine integrierbare Funktion 0 > 0 mit Integral 
1, so dass 


uB) = [od 


(Satz von Radon-Nykodym, vgl. BAUER [115], 17.8). 


BEWEIS. 


(i) Jede Borelmenge B ist Lebesgue-messbar. Nach dem Majorantenkriterium 
ist oXp also Lebesgue-integrierbar, und aus den Eigenschaften des Integrals 
folgt 0 < u(B) < u(R) = 1. Ist A die Vereinigung der paarweise disjunkten 
Borelmengen Aı, Aa,..., so gilt: Die 
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ur = 0XAa,, U := 0Xa = DW Ur 


sind integrierbare Funktionen; die Reihe konvergiert punktweise, wobei für jedes 
x € R höchstens ein Reihenglied von Null verschieden ist, und schließlich gilt 


N 
„> [urdı < [ ud. 
k=1R R 


Nach der Reihenversion 5.1(a) des Satzes von der monotonen Konvergenz er- 
halten wir 


ae 3 
R k=1R k=1 

(i) Für Mengen B € B mit A(B 

(iii) Die Formel 


[rau = f Fodı 
R 


R 


)=0 gilt 0X =0 f.ü., also u(B) =0. 


gilt nach Definition von u für charakteristische Funktionen f=Xs mit BeB. 
Wegen der Linearität von Integral und Lebesgue-Integral gilt sie daher auch 
für Elementarfunktionen bezüglich B. 


Die Behauptung über die Integrierbarkeit und die Formel für das Integral ergibt 
sich für positive messbare Funktionen f nach 4.1, da eine Folge (/n) genau dann 
u-integraldefinierend für f ist, wenn (on) (Lebesgue-)integraldefinierend für 
of ist [Ba]. Die Übertragung auf beliebige messbare Funktionen f geschieht 
wie im Beweis (a). m 


6.2 Riemann-Stieltjes-Summen und u-Integral 


Der folgende Satz gestattet es, j-Integrale approximativ zu berechnen. Dar- 
überhinaus spielt er eine Schlüsselrolle für die wahrscheinlichkeitstheoretische 
Interpretation des Hilbertraumformalismus der Quantenmechanik. 


Riemann-Stieltjes-Summen. Sei f:R—C stetig und „u eine beliebige 
Verteilung mit Verteilungsfunktion F. Ein System Z = Izo,...,cn} heißt 
Einteilung von [a,b], wenn 


zo <a<aı<...<ın=b. 
Für solche Einteilungen Z definieren wir 


6(Z) = mx{r -ar-ı |k=1,...,N} 
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und die zugehörige Riemann-Stieltjes-Summe durch 
N 
R(S,2) := D far) (Fler) - Fler-ı)). 
k=1 
SATZ. Für jede Folge von Einteilungen Zn von [a,b] mit 6(Zn) > 0 gilt 


[ray = lim R(f, Zu): 


Nn—Xo 


BEWEIS. 
(i) R(f, Z) ist das w-Integral der Elementarfunktion % in disjunkter Darstellung 


N 

e(f,2) = = flar)Xr, mit Ir = ler-1, &*] 2 

k=1 

(ii) Seien Z„ Einteilungen mit ö(Zn) — 0, o := sup{ 6(Zu)|n € N} und pn := 
£(f, Zn). Wir setzen fo(x) := f(x) für x € [a,b], fo(x) := 0 sonst und zeigen 
die punktweise Konvergenz pn — fo auf [a - o,b]: 
Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von f auf [a,b] folgt pn — f gleichmäßig 
auf [a,b]. Für a-o<z<a gilt 2n(2) =0 = fo(x), sobald 6(Z,) <a-ı. 
(üi) Es gilt |on(z)| < C := maxt|f(z)| |a < x < b}. Somit besitzen die pn 
die gemeinsame w-Majorante C’Xja-.,,]), und der Satz von der majorisierten 
Konvergenz ergibt für n — oo 














b b 5 
R a 


a8 ae 


BEMERKUNGEN. (a) Die Aussage des Satzes verliert ihre Allgemeingültigkeit, 
wenn wir nur Zerlegungen 


Z:e=hbob <<... <un=b 
zugrundelegen. [üA]: Welche Verteilungen werden hierdurch ausgeschlossen? 


(b) Durch den Satz erklärt sich die häufig anzutreffende Bezeichnungsweise 


b 


b 
[ f(a)dF(&) für [fdu. 


Für Wahrscheinlichkeitsmaße mit Dichte o ist die Verteilungsfunktion F' nach 
dem Hauptsatz $8:3.2 absolutstetig mit F’=o f.ü.. Hier ist also 


b b 


[ Fa) dF(x) = [ f(@) F’(x) de. 


a a 
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6.3 Erwartungswert und Streuung reeller Verteilungen 


Für eine Verteilung u definieren wir Erwartungswert E(,) und Varianz V (u) 
durch 


+00 +5 
Ei) =n = [zdul), Vi) = S(e-MW’dule), 


falls diese Integrale existieren. Hinreichend für die Existenz beider Integrale ist 
die u-Integrierbarkeit von x? [UA]. Nach 6.1 (a),(b) entspricht dies für diskrete 
Verteilungen und Verteilungen mit Dichten den Definitionen in 819. 


Die Streuung (Standardabweichung) o(j) definieren wir durch 
eu) =yVen). 


6.4 Der Erwartungswert einer transformierten Zufallsgröße 


(a) Wir interpretieren ein Wahrscheinlichkeitsmaß u auf R als Verteilung der 
möglichen Werte einer Zufallsgröße X. Für eine messbare Funktion f:R->R 
ist die transformierte Zufallsgröße f(X) dadurch definiert, dass jedem zufälligen 
Beobachtungswert x für X der Wert f(x) zugeordnet wird. Die Verteilung wur 
der Beobachtungswerte für f(X) ist gegeben durch 


ur(B) = uf (B)) = ufeB)). 


Dass v := u; ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist, lässt sich leicht nachprüfen BA]. 


Satz. Der Erwartungswert E(f(X)) existiert genau dann, wenn f w-integrier- 
bar ist. In diesem Fall gilt 


ER) = S Fan. 
R 
Insbesondere ist V(X) = E((X — n)”), falls fr dyu(x) konvergiert. 
R 


Der BEWEIS ergibt sich aus dem folgenden 


(b) Transformationssatz für Bildmaße. Sei (N, A, u) ein o-endlicher Maß- 
raum und B eine o-Algebra auf N’. Ferner sei f:N— 0 eine A-B-messbare 
Funktion, d.h. f'(B) € A für alle Be B. Dann ist durch 


ur(B) := uf (B)) für BeB 
ein o-endliches Maß u; auf B gegeben, das Bildmaß von u unter f. 


Für eine B-messbare Funktion u: — C gilt 


j udyr = d uofdu, falls eines dieser Integrale existiert. 
0% ) 
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BEMERKUNGEN. (i) Ist a ein Wahrscheinlichkeitsmaß, so auch ur. 


(ii) Die Behauptung des Satzes (a) folgt mit u(2)= 2, 2=N=R, A=B. 








(ii) Ist f ein Diffeomorphismus zwischen zwei Gebieten 2,0’ C R” und ist 
u(B) = [ |det f’|Xz dV", so ist V" das Bildmaß von jı unter f. Auf diesem 
9 


Sachverhalt beruht der Transformationssatz für das Lebesgue-Integral 88:1.9. 


BEWEIS des Transformationssatzes. 


(1) Wir überlassen den Nachweis, dass ur ein o-endliches Maß ist, den Lesern 
als [üA]. 


(2) Sei BeB, A= f’'(B) und 2 = Xp. Dann gilt r(B) = y(A) und 
pof=Xa. Im Fall u(A) < oo ist 


)  Sodur = us(B) = u(A) = [poFdu, 
92 9 


andernfalls existiert keines der beiden Integrale. 


N 
(3) Für eine Elementarfunktion = )) bk X, mit paarweise disjunkten Br € 
k=1 


N 
Bist pof = > bkXA, mit Ar = f(Br) eine Elementarfunktion bezüglich 
k=1 

(2, A). Sie ist nach (2) genau dann w-integrierbar, wenn % uy-integrierbar ist. 


In diesem Fall gilt (x) wegen der Linearität der Integrale. 


(4) Für eine B-messbare Funktion u: 2’ — R. sei (gn) eine uy-integralde- 

finierende Folge. Dann bilden die (9n o f) nach (3) eine u-integraldefinierende 

Folge für wo f. Ferner ist die Beschränktheit der Folge ( f. Pn du r) äquivalent 
194 


zur Beschränktheit der Folge ( 1 YMmof du). Somit folgt die Behauptung für u 
Q 


nach der Integraldefinition 4.1. 


(5) Für beliebige B-messbare Funktionen u ergibt sich die Behauptung wie im 
Beweis 6.1 (a). 














6.5* Der Begriff Zufallsvariable 


Wir wollen kurz erläutern, warum wir hier von Zufallsgrößen und nicht, wie in 
der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie üblich, von Zufallsvariablen sprechen. 
Eine Funktion X:Q—R auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (N,A,p) heißt 
Zufallsvariable, wenn sie A-B-messbar ist: X"1(B) € A für jede Borelmenge 
B. Die Verteilung u von X ist definiert als das Bildmaß von p unter X: 


uB) == p(X"'(B)) = PX € B}). 
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Ausgangspunkt für die klassische Wahrscheinlichkeitstheorie ist, dass alle in ei- 
nem Problemzusammenhang auftretenden Zufallsgrößen eine gemeiname Quelle 
des Zufalls haben, d.h. dass sie sich durch Zufallsvariable auf einem und dem- 
selben Wahrscheinlichkeitsraum (N, A, p) beschreiben lassen. 


Für zwei Zufallsvariable X, Y hat dies folgende Konsequenzen: 


(i) Existenz einer gemeinsamen Verteilung. Die Wahrscheinlichkeit 
v(Ax B) := p(X"'1(A)NY°'(B)) = P{XeAundYeB)}) 


lässt sich zu einem Wahrscheinlichkeitsmaß v auf B(R?) fortsetzen, zu deuten 
als Verteilung der Wertepaare (x,y) für X,Y. 


(ii) Die Linearität des Erwartungswerts. Mit X,Y:Q—R ist auch aX + BY 
eine Zufallsvariable, und es gilt 


E(aX +ßY) = aE(X)+BE(Y), 


falls E(X) und E(Y) existieren. Dies ergibt sich aus der Darstellung des Erwar- 
tungswerts als p-Integral: Existiert E(X), so gilt 


E(X) = [ zdu(z) = [ X dp 
R 9) 


nach dem Transformationssatz für das Bildmaß u von p unter X. 


Die Annahme einer gemeinsamen Verteilung zweier Zufallsgrößen X,Y bedeu- 
tet, dass es von der Sache her und hinsichtlich der empirischen Überprüfbarkeit 
Sinn macht, von der Wahrscheinlichkeit 


P(XeAundYeB) 


zu sprechen. 


Eine solche Annahme ist in der Quantenmechanik nur in Ausnahmefällen ge- 
rechtfertigt (kompatible Observable, siehe 825:4.6). „Gemeinsame Messung“ 
zweier Observabler X,Y wie Ort und Impuls setzt voraus, dass die Messwerte 
x für X und y für Y paarweise anfallen. Geschieht dies in kurzen zeitlichen 
Abständen, so hängen die Messergebnisse in der Regel von der Reihenfolge ab: 
Eine Messung für X kann den Zustand des Systems und damit die Bedingungen 
für die nachfolgende Messung von Y empfindlich beeinflussen. Die Ergebnisse 
x,y können ganz anders verteilt sein als die Ergebnisse y, x einer Messung erst 
Y, dann X. Auch bei „gleichzeitiger (simultaner) Messung“, sofern überhaupt 
realisierbar, bleibt das Problem der Nichtkommutativität bestehen. 


Für den Aufbau der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie und ihre Anwendun- 
gen in der Statistik ist der Begriff der Zufallsvariablen dagegen zentral. Hierzu 
verweisen wir u.a. auf BAUER [115], KRENGEL [121] und Renvı [123]. 
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7 LP-Räume und ihre Eigenschaften 


7.1 Die Räume LP/(Q, u) für 1 <p<w 


(a) Sei eine nichtleere Menge und u ein Maß auf N mit Definitionsbereich 
A(A=B für reelle Verteilungen, A = £" für das Lebesgue-Maß A”, vgl. 
819:8.1(b)). Für 1< p< oo definieren wir 


LF(O,) >= { J:2-C | f messbar und |f|? w-integrierbar } : 


Beachten Sie: Aus der w-Integrierbarkeit von |f|? folgt nicht die Messbarkeit 
(genauer: A-Messbarkeit) von f, vgl. 3.6 (d). 


SATZ. LP(N, u) ist ein Vektorraum. Für f,ge LP(Q, u) gilt 
1/ 1/ 1/ 
(SIr+slP du)” < (SP au) "+ (Sad). 
9} 197 19} 
Für FE LP(Q,u) und ge L’(Q, u) mit ++2=1 gilt fge L'(Q,u) und 
p 1/p q 1/q 
Sirsldu< (SP de)" (Slaltau) ". 
9} 197 19 


Der BEweEIs ergibt sich wörtlich wie in 88, Abschnitt 2 mit Hilfe der Unglei- 
chungen von Hölder und Minkowski sowie dem Majorantenkriterium. 


(b) Durch |If||, := (fir? du)”” ist eine Halbnorm auf LP(N, u) gegeben: 
9 


lafl, = lal-II/Il, und |If + all, < IISIl,+ llall,. Aus If, = 0 folgt dagegen nur 
f=0 uwfü., vgl. 5.1 (b). Um eine Norm zu erhalten, erzwingen wir die positive 
Definitheit, indem wir alle w-f.ü. gleichen £LP-Funktionen identifizieren. Den 
so vergröberten Raum £P(N, 1) bezeichnen wir mit LP(Q, u). Lesen Sie hierzu 
die unter $8:2.1 gemachten Bemerkungen! Als Resümee ergibt sich: LP(N, u) 
besteht genau genommen aus Klassen 


u=|fl = {slg=f nAü} 


j-fast überall gleicher £P-Funktionen. Für alle geometrischen und topologi- 
schen Betrachtungen in LP(N, u) als normiertem Raum ist es gleichgültig, mit 
welchem Vertreter einer Klasse gerechnet wird; insoweit dürfen wir von LP- 
Funktionen statt von Klassen sprechen. 








Die Bemerkungen 88:2.1 ergänzen wir wie folgt: Vom Funktionswert u(w) einer 
LP-Funktion u zu sprechen macht auch dann Sinn, wenn u({w}) > 0. 


Für ein Wahrscheinlichkeitsmaß wu mit endlichem Träger Ixo,...,2n-ı}, d.h. 
n—1 

pr = ullar}) > 0 für k=0,...,n—-1, , pr =1 ist LP(R, u) isomorph zu 
k=0 

C”, versehen mit einer passenden Norm [üA]. 
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7.2 Die Vollständigkeit der LP-Räume 
SATZ. Zu jeder Cauchy-Folge (un) in LP(N, u) gibt es ein ve LP(N, u) mit 


Iu- un, > 0 für no. 
Darüberhinaus gibt es eine Teilfolge (un,)r mit u= lim un, y-f.. 
—00 
BEWEIS. 
(a) Da (un) eine Cauchy-Folge ist, gibt es eine Teilfolge (un, )r mit 
—k 
I — un. ||, EI“ Mei. 


(b) Weil LP(N, u) ein Vektorraum ist, der mit u auch |u| enthält, sind mit 
Yp = Ungzı — Um, auch sn := > orl 


LP-Funktionen. Aus der Dreiecksungleichung folgt 
n n X: 
Isall» < & Ill, < 2° <1 
k=1 k=1 


Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gibt es daher eine u-integrier- 
bare Funktion h > O und eine w-Nullmenge N mit 


(1) Aw) = lim A(w) füralleweN\N. 


n—Xo 


Durch Nullsetzen der beteiligten Funktionen auf N können wir erreichen, dass 
(1) für alle we Q gilt. 


Für s:= h’/P gilt dann se LP(N, u) und 


(2) s(w) = lim sn(w = Zw für ale wEeN. 


Nn—0o 


(c) Als Folgerung ergibt sich für k > v 


oo 
(3) |ungzı - || Im < Y,lunl = s, 


und nach dem Majorantenkriterium für Reihen folgt aus (2) die Existenz des 
punktweisen Limes 


oo k 
(4) u:= Un, + = Un = ‚im (tn, + y, Un) _ ‚im Ungyr- 


n=1 





Aus (4) und (3) folgt |u| < Jun, | + Is], also u € LP(2, u). 
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(d) Nach (3) gilt 


p 
Ss, 





Ser 
|u - un, |? = „Im Ba Urs 
00 


und aus (4) folgt 


lim [u un, |? = 0. 
V>20o 


Der Satz von der majorisierten Konvergenz ergibt daher 


[Iu- Un, Pdu > 0 für va. 
N 


Konvergiert eine Teilfolge einer Cauchy-Folge (un) gegen u, so auch die Folge 
(un) selbst (Bd.1, 821:5.1). 














7.3 Der Banachraum L°”° (N, u) 


(a) Eine messbare Funktion f:0 — C heißt u-wesentlich beschränkt, in 
Zeichen f € L” (N, u), wenn es eine Konstante © gibt mit 


fo) < C ufü. 
Wörtlich wie in 88:2.4 erhalten wir: Für f € L* (N, u) existiert 
fl. = min{ CER+ |IF@I<C wkü.}. 


(b) Den Raum L”* (9, u) erhalten wir aus £*°(Q, u), indem wir wie in 7.1 alle 
u-f.ü. gleichen Funktionen identifizieren. 


Satz. (L(D, u), || ||) ist ein Banachraum. 


BEWEIS. 


(i) Die positive Definitheit der Norm haben wir durch die Klassenbildung (b) 
erzwungen. Offenbar gilt ||af|| . = |«|- || fl für FE L” (DO, u), «EC. 


Zu ,ge LO(N, u) gibt es u-Nullmengen Nı, Na mit 

FW) < If. für ven\Nı, Isw)| < Iigllo für we NM \ Mn. 
Für die #u-Nullmenge N = Nı U Na folgt 

fo) +sw)| < IF@)| + Is@)| < If + Malle 


für we D\N, d.h. w-fast überall. Nach (a) folgt f+g € L*(Q,u) und 
If+sls s If + ||g||s; Mit der Dreiecksungleichung nach unten folgt aus 
S=9utü., dass ||| = Iiglloo- 
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(ii) Gegeben sei eine Cauchy-Folge in L”°(N, a), repräsentiert durch L”- 
Funktionen un. Dann gibt es zu jedem ke N ein nk € N und „-Nullmengen 
N(k,m,n) mit 


1 
(*)  |um(w) — unlw)| < n für m>n>nx 


und w& N(k,m,n). Die Vereinigung N aller N(k,m,n) ist ebenfalls eine u- 
Nullmenge, und (x) gilt für alle we M\ N. Dies bedeutet, dass (un(w)) eine 
Cauchy-Folge in © ist für alle we O\ N. Durch 


lim un(w) für wEN, 
ulw) := 


Nn—o 


0 für weN 


ist eine messbare Funktion gegeben mit 


|uw) - un(w)| = lim |um(w) - un(w)| < für n>nr 


mM—0o 


mm 


undweN\N. Es folgt u — un € LX(N, a), also auch 


1 
u=u-UntunEL(N,u) und |u-un|. < — für n>ne. 














El 


7.4 Beziehungen zwischen L!, L? und L* 
(a) Es gilt LY(Q,u) N LF(N,a) C L’Q, u). 


(b) Für endliche Maße, z.B. Wahrscheinlichkeitsmaße oder das Lebesgue-Maß 
auf Mengen Q endlichen Volumens, gilt 


L?9,u) ce PR) CTVO,R). 


(c) Für offene Mengen CR” mit V"(Q) = 0 ist keiner der Räume L!(9), 
L?(0), L°(N) in einem der anderen enthalten. 


BEWEIS. 

(a) Für veL!(N,u)NL*(Q,a) ist ||ul|, wu eine u-Majorante für |u|?. 
(b) Sei (0) < oo. Dann gilt Xa € L!(Q, u) NL?(D, a). Für u € LX(Q, u) ist 
ul]? - Xo eine u-Majorante für |u]?. Für u € L?(Q, u) ist u=u-Xo EL!(Q, u) 
nach 7.1 (a). 


(c) soll hier nicht bewiesen werden. Hierzu als 


Zeigen Sie mit Hilfe geeigneter stetiger Funktionen, dass (c) für N = R>o 
richtig ist und dass die Inklusionen (b) für das Lebesgue-Maß auf ]0,1[ echt 
sind. 
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8 Dichte Teilräume und Separabilität 


8.1 Übersicht 

Vorkenntnisse für den letzten Teil dieses Paragraphen: Testfunktionen 8 10:1, 
810:2,810:3. 

Für die Theorie von Differentialoperatoren ist es wesentlich, dass der Raum 
C2°(2) der Testfunktionen auf 2 für 1<p< oo ein dichter Teilraum von 
L?(N) ist. Vor allem für die Hilbertraumtheorie benötigen wir die Separabilität 
von LP(R) und von LP(R, u) für Wahrscheinlichkeitsmaße u. Grundlegend für 
beides ist, dass die Treppenfunktionen in diesen Räumen dicht liegen. 
Bekanntlich heißt eine Teilmenge M eines normierten Raumes (V, || - ||) dicht 
in V, wenn M = V. Die Relation B C A bedeutet, dass jedes u € B Limes 
einer geeigneten Folge aus A ist. Die folgenden Sätze stützen sich auf das 
LEMMA. (a) Aus BCA und B=V für Teilmengen A,B von V folgt A=V. 
Mehrmalige Anwendung von (a) ergibt folgende Schlusskette: 

Aus Aı=V, AR C Agıı für k=1,...,N folgt A, =V für k=1,...,N. 
(b) Ist U ein Teilraum von V mit M CU, so ist auch SpanM CU. 


Beweis. (a) Aus BC Afolgt V=Bc Ac V und damit überall das 
Gleichheitszeichen. 
N 
(b) Seien mı,...,mvn € M und w = >> Arm. Wegen mr € U gibt es zu 
k=1 
gegebenem e > 0 Vektoren ur € U mit |ax| - ||ur — me|| <e/2* (I<k<N). 














Es folgt | Ww— 5 Ok Ur | <e. 
k=1 


8.2 Approximation von L?P-Funktionen durch Elementarfunktionen 


(a) Sei CR” offen und u entweder ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf N oder 

das Lebesgue-Maß auf 0. Die folgenden Ergebnisse gelten auch für Maße wu 

mit stetiger Dichte: u(B) = f fdV" für Lebesgue-messbare Mengen BC2. 
B 


In jedem Fall gilt u(K) < oo für kompakte Mengen K CN. 
(b) LEMMA. Unter der Voraussetzung (a) gilt für ue LP(9, a): 
Zu jedem e>0O gibt es eine kompakte Menge KCN mit 


[ lul? du - f lulP du = [ u-uXklP du <e; 
9 K Q 


ferner gibt es eine Elementarfunktion p mit suppp CK und 
Iu- pl, < 2€- 


Für K kann eine endliche Vereinigung kompakter Quader gewählt werden. 
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BEwEIS. 
(a) SeiueLP(Q, u). Für eine Quaderzerlegung = | Ir (Bd.1, 823:4.1) 
k=1 


setzen wir 


Kn := U Ir und Bn := {x € Kn | |u(x)| <n}. 
R=1 


Für die messbaren Funktionen un := uXg, gilt dann 
lun|l < ul, Ju un” < |ulP, 
also Un,u— Un € LP(N, u). Ferner gilt 
lim un(x%) = u(x) für alle xe N, 
denn zu x€ N gibt esein m mit x € Bm; dann ist un(x) = u(x) für n> m. 


Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt lim ||u— un||, = 0. 
Nn—Oo 


Wegen der Stetigkeit der p-Norm erhalten wir insbesondere für n — © 


S lulP du — f lu au = f |ulP du — S lünlP du = 0. 
9) Kn 19) 19 


(b) Wir wählen ein un mit ||u— un||, < &. Nach 3.5 (a) gibt es eine Folge 
von auf K„ lebenden Elementarfunktionen 9, mit |pr| < n und pr — Un 
gleichmäßig auf K„. Daraus folgt 














un — prll, <e und ||u- perl, <2e für genügend großes k. 


8.3 Approximation von LP-Funktionen durch Treppenfunktionen 


Unter der Voraussetzung 8.2 (a) liegen die Treppenfunktionen dicht in LP(N, 1), 
falls 2 offen oder ein kompakter Quader ist. 


BEWEIS. 


Wegen 8.2 (b) und 8.1 (a) genügt es, für kompakte Quader TC. folgendes zu 
zeigen: 

Ist BC I eine messbare Menge, so ist Xs LP-Limes einer Folge von Trep- 
penfunktionen. Wir müssen dies sogar nur für Borelmengen B zeigen, denn zu 
jeder Lebesgue-messbaren Menge A C I gibt es eine Borelmenge B C I mit 
Xa = Xg f.ü., siehe $19:8.2 (b). 


Sei also TCN ein kompakter Quader. Wir nennen eine Menge ACRN gut, 
wenn es Treppenfunktionen pn auf I gibt mit 


®) 0<yn <1 und ||Xanı < Pnl, > 0 für no. 


Jede solche Folge (9) nennen wir geeignet für A. 
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Offenbar sind alle Quader gut. Bilden daher die guten Mengen eine o-Algebra, 
so sind nach 819:5.4 alle Borelmengen B gut, d.h. Xsnr ist LP-Limes von 
Treppenfunktionen auf /. 


Ist A gut und (pn) geeignet für A, so bilden die ın = Xr — Pn eine geeignete 
Folge für C := RN\A, denn Xonr — in = Pn — XAanı und 0< dm <1. 
Sind (In), (lin) geeignete Folgen für die guten Mengen A, B, so ist (m : !n) 
eine geeignete Folge für ANB (Kal, beachten Sie Xangenı =XA :XB Xr). 


Seien Aı,Aa,... paarweise disjunkte gute Mengen und A := |) Ar. Wir setzen 
k=1 


F:= Xans, fr = Xa,nı und 5n:=)) fr- 
k=1 


Es gilt 
JS IF - sul? du 
I 


SF - sn) du 


1 
WANN - DuANI) > 0 für nm. 
k=1 
Zu gegebenem e > 0 gibt es daher ein me N mit ||f - sn||, <e für n > m. 


Da die A, gut sind, gibt es Treppenfunktionen Yr auf I mit 
o<ir<1, Ih-l<2" (k=1l...,n). 


Dann ist 
YPn = min {Xr, > dr } 
k=1 


eine Treppenfunktion auf I mit 0 < pn < 1 und ||sn - Yn||, < E- Es folgt 
If - en|| < 2e für n > m. Somit bilden die pn eine geeignete Folge für A. 














8.4 Die Separabilität von LP-Räumen 


Ein normierter Raum (V, || - ||) heißt separabel, wenn es eine abzählbare Menge 


ACV gibt mit A=V. 

Satz. Für die in 8.2(a) genannten Maße u und 1<p< m ist der Raum 
LP(D, u) separabel, falls Q CR” offen oder ein kompakter Quader ist. 
BEWEIS. 

Es sei A die abzählbare Menge aller Treppenfunktionen d = rk Xr, mit 


k=1 
n € N, rationalen r, und rationalen Koordinaten der Eckpunkte jedes der 


Quader R;, und von , falls 2 ein kompakter Quader ist). 


N 
Eine beliebige Treppenfunktion £ = %) crXr, ändern wir wie folgt zu einer 


k=1 
rationalen Treppenfunktion ab: Wir vergrößern jeden Quader /; zu einem ähn- 
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lichen Quader R; C ® mit rationalen Eckdaten und mit u(Rr) — u(Ir) <e, 
was wegen der Stetigkeitseigenschaft $19:6.3 (b) von wu möglich ist. 


Ferner ersetzen wir jedes c, durch ein r; € ® mit |ca—rz;| < e. Auf diese Weise 
N 

erhalten wir eine Treppenfunktion 9 = ra Xr, € A mit ||p - ||, < Ce 
k=1 

mit einer nur von p abhängigen Konstanten C [üA]. 


Nach 8.3 folgt A=LP(Q, u). 














8.5 Weitere dichte Teilräume von LP-Räumen 

(a) CN) liegt für 1L<p< oo dicht in LP(9). 

(b) Ist u ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf R und 1<p<&, so liegt CA (R) 
dicht in IP’(R, u). 

(c) Gibt es zusätzlich eine kompakte Menge KCR mit u(K) =1, so liegen 
die Polynome dicht in LP(R,u) = LP(K, u). 


BEWEIS. 

(a) wurde in $10:3.3 gezeigt. 

(b) Wir zeigen zunächst, dass die stetigen Funktionen mit kompaktem Träger 
dicht in LP(R, w) liegen. Da die Treppenfunktionen in LP(R, u) dicht liegen, 
genügt es, charakteristische Funktionen beschränkter Intervalle im LP-Sinn 
durch stetige Funktionen mit kompaktem Träger zu approximieren. Dabei ist 
in Betracht zu ziehen, dass Intervallränder positives Maß haben können. Daher 
sind Fallunterscheidungen nötig. 


(i) Sei f = Xja,0]- Für die links skizzierten Funktionen fn gilt |f — fn| < 1, also 
SIF- aPan<atf#r = n(lla-4al) + a(lb+4]) = 0 
R 


für n — oo nach 819:6.3 (b). 





(i) Sei g = Xja,o[- Für die rechts skizzierten Funktionen g9„ gilt entsprechend 


Ss - ml du < ultg Am} = ulla,a+&[) +u(jd-#0[) > 0 
R 
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für n — 00, ebenfalls nach $ 19: 6.3 (b). Die Fälle Ja, b], und [a, b[ überlassen wir 
den Lesern als [ÜA]. 


Nach 810:3.2 gibt es zu jeder stetigen Funktion f mit kompaktem Träger 
K CR Testfunktionen n, die gleichmäßig gegen f konvergieren. Da u ein 
Wahrscheinlichkeitsmaß ist, folgt ||f — Yn||, > O0 nach dem kleinen Satz von 
Lebesgue 5.3 (b). 


(c) Für f € C’(R) gibt es nach dem Approximationssatz von Weierstraß Po- 
lynome pn, die auf K gleichmäßig gegen f konvergieren. Nach dem kleinen Satz 
von Lebesgue 5.3 (b) folgt wegen u(R\ K) = 0 














[Ir -el du = [If -palP du > 0 für no. 
R K 
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821 Spektrum und Funktionalkalkül beschränkter 
symmetrischer Operatoren 


Vorkenntnisse: Hilberträume (89), Maß, Wahrscheinlichkeit, u-Integral (819, 
820). 


1 Beschränkte Operatoren und Operatornorm 


1.1 Vorbemerkungen 


Unser Ziel ist die Entwicklung einer Spektraltheorie für selbstadjungierte Ope- 
ratoren im Hilbertraum. Dabei soll insbesondere auf deren Bedeutung für die 
Quantenmechanik eingegangen werden; wir verweisen hierzu auf die in 818 auf- 
geworfenen Fragen. Wir gehen in zwei Schritten vor: In 821 und 822 analy- 
sieren wir beschränkte symmetrische Operatoren; anschließend gehen wir zu 
unbeschränkten selbstadjungierten Operatoren über. Die leitende Idee dabei 
ist, dass sich eine unbeschränkte Observable aus beschränkten aufbauen lässt 
(Zerlegung nach beschränkten Messbereichen). 


Das Symbol 5 steht im folgenden für einen separablen Hilbertraum über C; 
dabei heißt 57 separabel, wenn es eine abzählbare Menge M C 5 gibt mit 
M = 5, vgl. 88:2.6. Nach $9:4.8 ist 3? dann isomorph zum Hilbertschen 
Folgenraum £? = £?(C) oder zu einem C”. 


Auch für die im Folgenden auftretenden Vektorräume, insbesondere für Räume 
von Operatoren, legen wir immer den Körper C zugrunde. 


1.2 Beschränktheit und Stetigkeit 


Ein linearer Operator T : Vı — Va zwischen normierten Räumen (Vi, ||: ||, ) 
und (V>, || - ||.) heißt beschränkt, wenn das Bild der Einheitskugel unter T 
beschränkt ist, d.h. wenn es eine Konstante C > 0 gibt mit 


|Tull, < C für alle ve Vı mit |ull, <1. 
Äquivalent hierzu ist die Bedingung 
Tu], < Cu, für alle veV. 


Jede Zahl C mit dieser Eigenschaft heißt eine Normschranke für T.. 





Hat Vı endliche Dimension, so ist jeder lineare Operator T : Vı — V2 be- 
schränkt, Näheres hierzu in 2.8. Ist Vı unendlichdimensional, so gilt dies nicht. 
Als Beispiel betrachten wir den Ableitungsoperator 


7:001]) > ER1, we, 


wobei beide Räume mit der Supremumsnorm || - ||, versehen sind. Für un (x) = 
x” gilt dann ||un||, = 1 und |Tun|| = n- 
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Satz. Für lineare Operatoren T : Vı — V2 sind folgende Aussagen Äquivalent: 
(a) T ist beschränkt, 

(b) T ist in jedem Punkt u € Vı stetig, 

(c) T ist im Nullpunkt stetig. 


BEWEIS. 
Ist T im Nullpunkt stetig, so gibt es zue=1 ein ö > O0 mit 
lvlı <ö — |Toll, <1. 


Für |ull, < 1 und v = Zu folgt ||Tull, = 3 ||Tv|l, < 2. Also hat T die 
Normschranke C = 2/6. 


Gilt ||Tull, < C||u||, für alle u € Vi, so ist T in jedem Punkt u € Vi stetig: 


Aus u= lim un folgt 
n—S 

















|Tu - Tunl|, = |T(u - un)||,z < O]|u - un||; >0 für no. 


1.3 Die Operatornorm 


(a) Satz. Auf dem Vektorraum Z£(Vı,V2) der beschränkten linearen Operato- 
ren T:Vı — Vr ist durch 


IT| := supt Tall; | Iellı <13 = supt lTull | Iellı = 1} 
eine Norm gegeben. Diese ist die kleinste Normschranke, d.h. es gilt 
ITu|, < |T|| - ||u||, für alle ve Vı und 


ITul, < C]lull, für alle uevn — |T|<C. 


BEWEIS. 
Die beiden letzten Behauptungen folgen leicht aus der Definition von ||T|| [EA]. 
Offenbar gilt |T]| =0 > T=0 und |laT|| = |e|- ||T|] GA]. 
Für S,Te Z£(Vı,V>) gilt 
I(S+T)ull, = ISu+Tul, < |Sull, + ITull, < (SI + IT) Iull; ; 











also ist ||S|| + ||T|| Normschranke für $+T. Es folgt |S + T|| < ||S]| + |T|- 





(b) Für beschränkte lineare Operatoren T:Vı— Va, $S:Va— Vz gilt 
IST < IS IT|. 

Denn für u € Vı gilt nach Definition von ST 
ISTul; = |IS(Tu)|; < IS] |Tul, < IST lullı- 


Da ||ST]| die kleinste Normschranke für ST ist, folgt ||ST|| < ||S|| - ||T||- 
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Beispiele für beschränkte Operatoren und Operatornormen bzw. Normschran- 
ken folgen in Abschnitt 2. 


1.4 Die Vollständigkeit von Z(Vi, V2) 


SaTz. Z(Vı,V2) mit der Operatornorm ist vollständig, also ein Banachraum, 
Jalls (V2,||- ||) ein Banachraum ist. 


BEWEIS. 
Sei (Zn) eine Cauchy-Folge in Z(Vı,V2), d.h. zu jedem e > 0 gebe es ein n« 
mit 


|Tm - Tn| <e für m>n>ne. 
Für u e Vı folgt 
*)  |Tmu- Tnull, = |I(Tm - Tn)ull, < |Tm - Ta||- |ullı Ss Ellullı 





fürm>n> ne, also ist (Tnu) eine Cauchy-Folge in V2. Somit existiert 


Tu := lim Tu 
n—0o 


für jedes u € Vı. Nach den Rechenregeln für konvergente Folgen ist 7’ linear. 
Aus (x) folgt für m — oo 


IKT -To)ul, = im |Imu- Taulz < ellul,; 
also 


IT-Tn|| <e für n>ne. 





Mit T —- T, ist auch 7 = T — T„ + Tn beschränkt. 











1.5 Die Banach-Algebra £() 


Wir bezeichnen den Raum der beschränkten linearen Operatoren T: X HH 
auf einem Hilbertraum 5 mit £(5f). Nach 1.4 ist £(5f) ein Banachraum 
bezüglich der Operatornorm. .£(.) ist eine Banachalgebra, darunter verste- 
hen wir einen Banachraum über C, in dem neben den Vektorraumoperationen 
noch eine multiplikativ geschriebene Verknüpfung definiert ist, mit den Eigen- 
schaften 


R(ST) = (RS)T, R(S+T) = RS+RT, 
(aS)(BT) = aßST für BET und ||ST|| < |S||- IT|: 
Im Fall dim 5? =1, d.h. # = Span {u} mit u 0 ist Z#)=C [üAl. 


In mehrdimensionalen Hilberträumen gibt es immer nicht kommutierende Ope- 
ratoren S,T, d.h. solche mit STZTS. 
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Nachweis als [üA]: Betrachten Sie Operatoren, welche einen zweidimensionalen 
Teilraum in sich überführen und den Orthogonalraum fest lassen. 


Für dim5f > 2 ist Z£(3f) also eine nichtkommutative Banachalgebra mit 
Eins, d.h. einem neutralen Element 1 der Multiplikation. 


Kommutative Banachalgebren mit Eins sind L (N, a) und C(K) für eine kom- 
pakte Menge K, jeweils mit der Supremumsnorm und der üblichen Multipli- 
kation von Funktionen. Eine kommutative Banachalgebra ohne Eins ist der 
Schwartzraum ./ unter der Supremumsnorm. 


2 Beispiele 
2.1 Die Spektralnorm auf £/(C”) 


Sei A eine komplexe n x n-Matrix und T : x — Ax die zugehörige lineare 
Abbildung. Dann gilt 


|T|| = V Amax , WO Amax der größte Eigenwert von A”A ist. 


Denn die Matrix A”A ist symmetrisch und positiv, also gilt nach dem Rayleigh- 
Prinzip Bd.1, 820:4.1 


IT]? = max { |lAx]? | Il = 1} = max { (x, A'Ax) | Ir =1} = Amar. 


2.2 Lineare Funktionale 


Nach dem Darstellungssatz von Riesz-Frechet 89: 2.8 besitzt jedes lineare Funk- 
tional auf einem Hilbertraum ., d.h. jede stetige lineare Funktion L:#—C 
die Form 


Lu = (v,u) für ue#f 
mit eindeutig bestimmtem v € Z£, und es gilt 


ZI = max { Zul | Jul =1} = Ill. 


2.3 Rechts- und Linksshift auf €? 
Auf dem Hilbertschen Folgenraum £? (vgl. 8$9:1.4) betrachten wir den 


Rechtsshift R: x = (xı,22,3,...) — (0,21,22,...) 
und den 
Linksshift L: x = (x1,22,23,...) — (22,23,...): 


Wegen ||Rx|| = ||x|| gilt ||R|| = 1. Mit ||Lx&|| < ||&|| folgt ||L|| < 1. Andererseits 
gilt || Z|| = supfl||Ze|| | ||x|| = 1} > ||Lea]|| = ||eı|| = 1, also insgesamt ||Z|| = 1. 
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2.4 Unendliche Matrizen 

(a) Jedem beschränkten Operator T auf £? ordnen wir wie folgt eine Doppel- 
folge (unendliche Matrix) (Amn)n,men zu. Für x = (zı1,22,...) sei Int = 
(en, Tx) die n-te Komponente von Tr. Dann ist L„ ein lineares Funktional 
auf £?, denn die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ergibt 


IZnz| < |Tel < IT Ill. 


Nach 2.1 gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor ym = (Anı,n2,...) € 02 
mit 


Int = (u) = % Anmim, 
m=l 
und es gilt |Iy']] = |IZal| < ITIl- 


(b) Wollen wir umgekehrt für eine Doppelfolge (amn) durch 
(*k) Tx:= ( », Am&m, ), nee) 
m=1 m=1 
einen beschränkten Operator T auf £? definieren, so muss es nach (a) für ym) = 
(@nı,@n2,...) eine Konstante C geben mit ||y'”|? = % Janm|” < C. Diese 
1 


Bedingung reicht aber nicht aus, wie das Beispiel y® — y® = ... zeigt. 


2 


Verlangen wir zusätzlich die Konvergenz der Reihe )\) ||y'|]? =: s? , so liefert 


n=1 
(*) einen beschränkten Operator T mir ||T|| < s. 


([üA], verwenden Sie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.) 


2.5 Integraloperatoren 


Sei 2 ein Gebiet des R” und GE :N2xN— C eine messbare Funktion, für 
welche die Integrale 


Fia):= [ IE&,y)d”y und S° := [ F&)d"x 
9 9 
konvergieren. Dann ist durch 
(Tu)(x) = [ G(x,y) u(y) d"y 
9 
ein beschränkter Operator T auf L?(Q) gegeben mit ||T|| < S. Denn da die 


Funktion Gx :y > G(x,y) zu L?() gehört, existiert (Tu)(x) = (Gx, u), und 
nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt 


(TUR)? < SI, y)a”y- [luy)d’y = FR) lull, 
N 9} 


also gilt Tu € L?(Q) und ||Tul| < S ||u||. 
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BEMERKUNG. Es genügt, die Konvergenz des Integrals für F(x) fast überall 
vorauszusetzen. Wie üblich wird im Fall der Divergenz des Integrals F(x) := 0 
gesetzt. Nach dem Satz von Tonelli 88:1.8 folgt GEL(Nx 9). 


2.6 Multiplikatoren auf ? 


Eine ganz besondere Rolle für die Operatorentheorie auf £? spielen die Multi- 
plikatoren 


Ma : x = (zı,22,...) HH (aızı,a2X2,...), 


wobei a = (aı,aa,...) eine komplexe Zahlenfolge ist. Diese entsprechen unend- 
lichen Diagonalmatrizen anm = ÖnmAn, vgl. 2.4. 


Satz. Die Vorschrift Ma liefert genau dann eine lineare Abbildung 
M.:?o£, 


d.h. Max € €? für alle x € ?, wenn die Folge a = (aı,a2,...) beschränkt ist. 
In diesem Fall ist der Operator M. beschränkt, und es gilt 


Mall = sup{lan| | nem}. 


BEWEIS. 
(a) Sei (a„) unbeschränkt. Zur Konstruktion eines x € £? mit Max @ €? wählen 
wir eine Teilfolge (an, )r mit |an,| >k für k=1,2,... und setzen 
1 
I! > % Eng . 


k=1 


Dann gilt ze £, ||x]|” = #?/6, aber Max € (?, da unendlich viele Komponen- 
ten von Max betragsmäßig größer als 1 sind. 


(b) Sei (an) beschränkt und s := supflan| |n € N}. Für x = (zı,22,...)e 
gilt dann Janın| < s- |zn|, also Max € 0? und 


Mai? < s’ el”. 


Somit ist s eine Normschranke für Ma. Dass s die kleinste Normschranke für 
Ma. und damit die Operatornorm || Ma|| ist, ergibt sich wie folgt: Für t < s gibt 
eseinne N mit t< lan| < s. Es folgt 


Mall = sup {|IMaz|| | Il = 1} 2 ||Maen|| = lan| > t, 











also ist t keine Normschranke. 
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2.7 Multiplikatoren auf L?(N, u) 


Wir betrachten 3 = L?(9, u) für einen o-endlichen Maßraum (N,.A, 1). Sei 
v:N2—C eine A-messbare Funktion. Dann gilt in Analogie zu 2.6 der 


Satz. Die Vorschrift 
M,: urv-u 


liefert genau dann einen linearen Operator auf L’(N,y) (d.h. genau dann gilt 
v-ueL’(Q,u) für alle we L’(Q, u)), wenn ve L*(D, u). 


In diesem Fall ist der Multiplikator M, beschränkt, und es gilt 


IM. = Ivlle - 


BEMERKUNGEN. (i) Für u-f.ü. gleiche £L”°-Funktionen v,w gilt Mu» = Mu. 
Nach 820:7.3 erhalten wir den Raum L*(Q, a), indem wir alle u-f.ü. glei- 
chen Funktionen im Sinne von 820:7.1 identifizieren. Daher liefert die Zuord- 
nung v — M, einen isometrischen Isomorphismus zwischen L”(Q, u) und 
den beschränkten Multiplikatoren auf L? (, u). Im Folgenden repräsentieren 
wir ein Element von L”°(9, a) immer durch eine £”-Funktion v:2—C mit 
v(w)| < |Iv]|, = ||Mo|| für alle we 2. 

(ii) Beschränkte Multiplikatoren stellen das Analogon zu unendlichen Diago- 
nalmatrizen dar, vgl. 2.6. Ihre Bedeutung liegt darin, dass sich jeder beschränkte 
symmetrische Operator T' auf einem separablen Hilbertraum 7 in folgendem 
Sinn diagonalisieren lässt: Es gibt ein Wahrscheinlichkeitsmaß u auf R, eine 
reellwertige Funktion v € L*(R,u) und eine unitäre Abbildung U: # — 
L’(R, u) mit 


T=U"'MU ($22:3.6). 


In der Quantenmechanik werden beschränkte Potentiale v durch beschränkte 
Multiplikatoren M, beschrieben, vgl. 818:4.3. 


BEwEIS. 

(a) Sei v 2 L”(D, u). Dann sind die Bn = weNn|n< |vw)| <rn+1} 
messbare, paarweise disjunkte Mengen mit u(Bn) > 0 für unendlich viele n, 
denn andernfalls gäbe es ein Ne N mit vyw)| < N ufü. 

Wir wählen eine Folge (n;)» mit w(Bn,) >0 (ke N). Da u o-endlich ist, gibt 
es Mengen Ar € A mit Ax C Br und 


*) 0<a:= YuA)<oo, k<n <|vlw)| für wE Ar. 


Die A, sind ebenfalls paarweise disjunkt. Die Elementarfunktionen 


1 
Ur := — XA, 


kcy 
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n 
sind paarweise orthogonal mit ||ur|| = +. Ferner existiert für sn := )) ur 
k=1 


Nn—o 


uw) := lim sn(w) = Y, urlw) für jedes we N, 
k=1 
denn in der Reihe ist höchstens ein Glied von Null verschieden. 
Andererseits konvergiert nach $9:4.2 (b) mit )) u die Orthogonalreihe )) ur 
k=1 k=1 
im Quadratmittel, und nach 8 20:7.2 konvergiert eine Teilfolge von (s„) punkt- 
weise u-f.ü. Somit gilt u= )) u, im L?-Sinne. Wegen 0< sn(w) < u(w) und 


k=1 
v(w)| > k für wE Ar gilt für alle we N 


und daher 
[lv snldn 2 D x” nlAr) = n. 
Q k=1 


Also kann v-u nicht zu L?(N, u) gehören. 
(b) Sei ve LX(Q,u) und C := ||v||.. Für u € L?(9, u) gilt dann 
|v-u? < Cu? uü. 


Nach dem Majorantenkriterium 8 20:4.5 folgt v- u e L?(N, u) sowie ||v- || < 
© ||w||. Damit ist C eine Normschranke für M, :u+v-u. 


Sei e>0 gegeben. Dann hat B={|v| >C -e} positives Maß. Wegen der o—- 
Endlichkeit von u gibt es eine Menge Ae A mit AC B und 0 <yu(A) < m. 
Für u:= u(A)"V/?Xa gilt dann 


vwel?’(N,u), |ul=1 und |u-v| > (C-e)|ul, 














also ||v- u|| > C - e. Es folgt ||M,.|| > C -e für jedes e>0. 


2.8 Operatoren auf endlichdimensionalen normierten Räumen 


Satz. Ist (V,||- ||) ein normierter Raum über C und B = (vı,...,un) eine 
Basis für V mit ||vi|| =... = ||un|| = 1, so ist die Koordinatenabbildung 
T:V>C", u=mv +... + Win I X=(21,...,In) 








bijektiv und stetig mit stetiger Umkehrabbildung T”'. 
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FOLGERUNGEN. (a) Jeder endlichdimensionale normierte Raum V ist vollstän- 
dig, und jede beschränkte, abgeschlossene Teilmenge von V ist kompakt. 


(b) Jeder lineare Operator $S:V — V ist beschränkt. 


BEWEIS. 

Auf ©” wählen wir die Norm ||x]|, := |zıl + -.. + [£n- 

Für u=zıVı +... +&Xntn gilt dann nach der Dreiecksungleichung 
ul < Jeıl+...+lan| = |Tullı- 


Dies zeigt die Beschränktheit von T! und ||T"!|| < 1. 


Daher ist die Menge K := {ueV | ||Tu||, = 1} als Bild der kompakten Menge 
S:= {x € C" | ||x||| = 1} unter T”' kompakt. Da die Norm stetig ist, existiert 
eo := minf||u|l| | u € K}. Aus o=0 würd OEK,also O=TOeES folgen. 
Somit gilt o>0, d.h. 


ITul; =1 — Jul 2 o > 0. 
Daraus folgt leicht, dass T beschränkt ist mit Normschranke 0”! [GA]. 


FOLGERUNG (a): Wegen |lu|| < |Tu||, < o”'||u|| führen die Operatoren T und 
T! konvergente Folgen in konvergente Folgen über und beschränkte Mengen 
in beschränkte Mengen. 


FOLGERUNG (b): Für einen linearen Operator $ : V — V ist der Operator 
A=TST"!:C" > C” nach 2.1 stetig, also ist auch $S = T"'AT stetig. 














2.9 Der Fortsetzungssatz 


Sei U ein dichter Teilraum des Banachraums V, und der Operator A: U—>V 
sei linear und beschränkt: || Au|| < C-||u|| für u € U. Dann lässt sich A zu einem 
eindeutig bestimmten beschränkten linearen Operator A: V— V fortsetzen. Für 
diesen gilt 


Al] = sup { lAull | we D, |ul< 1}. 


BEweEIs in 810:5.1. 


2.10 Die Fouriertransformation und der Paritätsoperator auf L?(IR”) 


Wir rekapitulieren die Ergebnisse von $12, Abschnitt 3. Der Schwartzraum 
F/(R”) der schnellfallenden Funktionen auf R” ist dicht in L’(R”). Für ei- 
ne Funktion u € /(R”) ist die Fouriertransformierte u € /(R”) definiert 
durch 


üly) := (ar) "/? ei er Y) x) d"y. 
Rr 
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Durch die Fouriertransformation F:u+> u und durch 
(Su)(x) := u(-x) 
sind unitäre Operatoren 
F:S/(R”) > /(R”), $:F/(R") > /(R”) 
gegeben mit S"'=S und FT= SF”. 


Nach 2.9 lassen sich F, S zu beschränkten Operatoren auf L? (R”) fortsetzen, 
die wir wieder mit F\ S bezeichnen. In 812:4.2 wurde dargelegt, dass auch die 
Fortsetzungen unitär sind und den Identitäten F*!= SF?, S”!= S genügen. 


Die Integraldarstellung für Ü gilt nur für u e LU(R")NL?(R”), aber i.A. nicht 
für u € L?(IR”); Näheres hierzu in $12:4.2. $ wird in der Quantenmechanik 
der der Paritätsoperator auf R” genannt. 


3 Die C*-Algebra £(57) 
3.1 Invertierbare Operatoren 


(a) Der Satz von der stetigen Inversen. Ist ein linearer Operator T:Vı— Va 
zwischen Banachräumen Vı,V» stetig und bijektiv, so ist auch T! stetig. 


Den (schwierigen) BEWEIS finden Sie in HIRZEBRUCH-SCHARLAU [12789 und 
in REED-SImon [130] II.5. 

Für einen Operator TE £(3f) sind daher folgende Aussagen äquivalent: 

Gi) T:H SH ist bijektiv (Invertierbarkeit im Sinne der linearen Algebra), 


(ii) es gibt einen Operator SE £Z(FH) mit TS = ST=1 (Invertierbarkeit in 
der Banachalgebra L(3)). 


Wir sprechen im Folgenden schlicht von Invertierbarkeit in £(5f), kurz von 
Invertierbarkeit. 


(b) Sind Tı, Ta € £(5f) invertierbar, so auch TıTa, und es gilt 
DET = IT. 
In unendlichdimensionalen Hilberträumen folgt (anders als in endlichdimensio- 


nalen) aus der Invertierbarkeit von TıT3 weder die Invertierbarkeit von Tı oder 
Ta noch die Invertierbarkeit von 73T}. 


Beispier. Für den Rechtsshift R und den Linksshift L in £? (vgl. 2.3) gilt 
LER=1, RL: (x1,x2,%3,...) — (0,22,%3,...): 


Hier ist LR invertierbar, RL ist aber weder surjektiv noch injektiv. R ist 
injektiv, aber nicht surjektiv; Z ist surjektiv, aber nicht injektiv. 

(c) Ist für einen Operator T € £() eine Potenz T” invertierbar (m = 
2,3,...), so ist T selbst invertierbar [ÜA]. 
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Nach (b) existiert dann (T”)"! = (T"!)" für allene NN. 
Für die Potenzen T°:=1, T" := (T")"! besteht die Gruppeneigenschaft 
rt” - T"T" = T"T” für alle m,neZ. 


3.2 Der adjungierte Operator 


SATZ. Zu jedem Operator TE L£(3f) gibt es einen eindeutig bestimmten Ope- 
rator T* € £(5) mit 


(v, Tu) = (T*v,u) für vveH. 
T* heißt der zu T adjungierte Operator oder die Adjungierte von T. 


BEWEIS. 


Für jeden festen Vektor v € 5 ist durch Lyu := (v, Tu) ein lineares Funk- 
tional 2:77 —C gegeben: [Zul < ||v|| - |Tu]|| < (vll - IT|) - |wll- 


Nach 2.2 gibt es einen eindeutig besimmten, mit T*v bezeichneten Vektor mit 
(v,Tu) = Lu = (T*’v,u) für alle veH. 

T*:#— 5% ist linear wegen 
(T*(aıvı + @av2), u) = (aıva + aav2, Tu) 

aı(vı, Tu) +Q2(va, Tu) 


= a(T*vı ; u) + a2(T*va, u) 
ı7* v,U u) Tr (a2T*va, u) 
aıT"vı + a2T*va, u) 





= (a 
I 
für alle u € %. Die Behauptung folgt mit dem üblichen Schluss 
(wı,u) = (w2,u) füraleue# — wı = un. 
T* ist beschränkt, denn nach 2.2 gilt 
IT*o]l = |IZull = max{|(v,Tu)| | |ell=1} 
< sup { |o]l - ITull | Iell=1} = lell- TI, 


also ist ||T|| eine Normschranke für T*. 














3.3 Rechenregeln für die Adjungierte, £(5) als C*-Algebra 
(a) Für STE £() gilt 

N) T"=T, 

(2) (a$+BT)* = @S* + BT*, 


998 $21 Spektrum und Funktionalkalkül symmetrischer Operatoren 


(syn = Pig, 
“) IT“ = IT; 
5) IT = IT”. 
(b) -2£(3£) ist also eine Banachalgebra mit Eins (vgl. 1.5), auf der eine bijektive 
Abbildung T > T* erklärt ist, die (1) involutorisch, (2) antilinear, (4) isome- 
trisch ist, die Bedingung (3) (ST)* = T*S* erfüllt und die C*-Eigenschaft (5) 
besitzt. Eine solche Struktur heißt C*-Algebra mit Eins. 


Weitere Beispiele für C*-Algebren mit Eins sind L*(N, a) und C(K) für eine 
kompakte Menge K, jeweils mit der Supremumsnorm und mit f* := f. 


(cl) Mit Te £(3) ist auch T* invertierbar, und es gilt 
rt = (tt. 

(d) BEMERKUNG. Gilt für eine Abbildung $: HH 
(v,Tu) = (Sv,u) für alle uve#, 

so folgt $S = T*, siehe Beweis 3.2. 


BEWEIS. 
(a) Die Eigenschaften (1),(2),(3) ergeben sich nach dem Prinzip (d) durch 
einfaches Nachrechnen [ÜA]. 


(4) Aus dem Beweis 3.2 entnehmen wir ||7*|| < ||T||. Mit Hilfe von (1) ergibt 
sich daraus |[7]] = |(7)"I < 7”. 

(5) Aus (4) und 1.2(b) folgt ||T*T|| < ||T*|| - ||T]] = ||T||”. Die umgekehrte 
Ungleichung ||T|]? < ||T*T|| folgt aus 


ITul? = (Tu, Tu) = (u, T’Tu) < |ull - |T*Tull < TTI- ul”. 
(c) Offenbar gilt 1* = 1. Nach Definition von (T”!)* für invertierbae T gilt 
(v,1u) = (v, T'Tu) = ((T)'v, Tu) = (T*(T")'v, u) 


für alle u,v € 36, also T*(T!)* = 1* = 1. Entsprechend folgt (T-!)*T* =1 
[öA]. Also ist T* invertierbar und (T*)"' = (T"')*. 














3.4 Beispiele 
(a) Symmetrische Operatoren. Die Bedingung T* = T bedeutet 
(v, Tu) = (Tv,u) für alle ve. 


Operatoren T € £(5f) mit dieser Eigenschaft heißen symmetrisch, in man- 
chen Lehrbüchern auch hermitesch. Zu den symmetrischen Operatoren gehö- 
ren nach 89:2.6(b) die orthogonalen Projektoren. 
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(b) Für den Linksshift L und den Rechtsshift R auf £? (vgl. 2.3) bestehen die 
Beziehungen L* = Rund R* = L. Denn für x = (zı,xa2,...) undy = (yı,ya,...) 
gilt 


(y, Rx) = > Yr Ur-ı == > Ya+ı Tr = (Ly,x), 
k=2 k=1 

(y,Lx) = Y kt = Yr-ıTk = (Ry,z). 
k=1 k=2 


(c) Sei a= (aı,aa2,...) eine beschränkte Folge und @ = (1,@a,...). Für den 
in 2.6 definierten Multiplikator M. gilt dann M.* = Ms Al. 


(d) Seiv e LX(N, u). Dann gilt M,* = Mr, vgl. 2.7. 
(e) Für den in 2.5 definierten Integraloperator 7 ist 
el ERyNd"y. 
Denn nach dem Satz von Fubini-Tonelli (88: 1.8) gilt für v, u € L?(Q) 


(v, Tu) —! (vy) f[ EW;x) ulx) d"x) d"y 
9 9 





= [ (u) JEW. uly)d'y)d'x. 
2 2 


(f) Der Operator des unbestimmten Integrals. Für u € 5£ := L?[0, 1] setzen 
wir 


(Tue) = ful)at. 
{0} 


AUFGABE. (i) Zeigen Sie: T € .£(3f) und ||T|| < 1/V2. (Verwenden Sie die 
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.) 


(ii) Bestimmen Sie T*. 
(g) Sei 5 ein Hilbertraum. Ein Operator U: 3 — 5 ist genau dann unitär, 
d.h. bijektiv und isometrisch, wenn U* = U"! [üR]. 


3.5 Kern und Bild von T und T* 

Satz. Für beschränkte lineare Operatoren T auf einem Hilbertraum 7 gilt 
(a) Kern T* = (BildT)+, 

(b) (Kern T*)* = BildT. 


(cl) BildT muss nicht abgeschlossen sein. 
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BEWEIS. 

Wegen der Stetigkeit von T und T* sind Kern 7’ und Kern 7* abgeschlossen. 
(a) Für v € Kern T* gilt 0 = (T*v,u) = (v, Tu), also v € (Bild T)*. Für 
v € (BildT)+ gilt umgekehrt 0 = (v, Tu) = (T*v,u) für alle u € 5£. Für 
u= T*v ergibt sich insbesondere T*v = 0, also v € Kern T*. 


(b) Aus (a) ergibt sich mit 89:2.5 (b): (Kern T*)* = (Bild T)++ = BildT. 


(c) Als Beispiel wählen wir den Multiplikator Ma in £? mit a= (1, 3, 3, 2a 


Nach 89:1.4(b) liegt der Teilraum 3 = Span {eı,ea,...} aller abbrechenden 
N 
Folgen (z1,...,20,0,0,...) dicht in £?. Für y= )) yrer € £9 gilt y= Max 
N k=1 
mit x = >» kyrer.. Es folgt & cC Bild M., also ist Bild Ma. dicht in 02. Es ist 
k=1 


aber a € Bild M., somit gilt Bild M. #£ (? = BildM.. 














3.6 Formen und Operatoren, positive Operatoren 


(a) Sei U ein Teilraum des Hilbertraums 7. Eine Funktion Q:UxU->K 
heißt Sesquilinearform (kurz Form) auf U, wenn folgendes gilt: 


u> Q(v,u) ist linear 

v> Q(v,u) ist antilinear, d.h. 

Qlavı + a2v2,u) = AıQlvı,u) + @Q(v2, u). 
BEISPIELE. (i) Q@(v,u) := (v, Au) für jeden linearen Operator A: U— X. 
A muss nicht beschränkt sein. Beispiel: #4 = L’(R), U=./, Au=-u”. 


(i) Quadratische Formen auf U. Eine Funktion Q:UxU—C heißt 
quadratische Form auf U, wenn u > Q(v,u) linear ist und wenn Q(u,v) = 


@(v,u) gilt. Dann ist Q eine Form mit Q(u,u) ER fürue U. 


Eine Form Q auf U heißt beschränkt mit Formschranke C, wenn 
|2Q@w,u)| s O lvl ||ull auf U. 


Für Te £(5£) liefert Q(v,u) := (v, Tu) eine beschränkte Form auf Z£ mit 
Formschranke ||T||. 


(b) Die Polarisierungsgleichung. Für eine Sesquilinearform Q auf U gilt 
av,u) = 4 (Qlu+v,u+v) - Qu-v,u-v)) 
+ 3 (Qu iw,u+iv) — Qu - iv,u iv)). 


Damit ist die Form Q schon durch die Werte Q(u,u) für u € U eindeutig 
bestimmt. 
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BEWEIS durch Ausnützen der Sesquilinearität als [üAl. 


Für lineare Operatoren A:U — 5 folgt 
(v, Au) = + ((u Hv, Alu v)) (u v,Alu v))) 


+ 3 ((u+iv, Alu+iw)) - (u-iv, Au-iw))). 





Im Fall U = 5 ist A durch die Werte (u, Au) auf U festgelegt. Das ergibt 
sich aus dem Fundamentallemma 8 9:3.2 Al. 


Satz. Sei U ein Teilraum des Hilbertraums # und A: U — Sf ein linearer, 
nicht notwendig beschränkter Operator. Genau dann erfüllt A die Symmetrie- 
bedingung 


(v, Au) = (Av,u) für vvEeU, 


wenn (u, Au) auf U reellwertig ist. 


Denn aus der Symmetriebedingung folgt (u, Au) = (Au, u) = (u, Au) für 
ue U. Ist umgekehrt (u, Au) reellwertig auf U, so folgt aus der Polarisierungs- 
gleichung Re (u, Av) =Re(v, Au) und Im (u, Av) = —Im (v, Au), also 


(Av,u) = (u, Av) = (v, Au) für wveV. 














(c) SATz. Für jeden Operator TE £(#) ist durch Q(v,u) := (v, Tu) eine 
beschränkte Form auf Z#f mit Formschranke ||T|| gegeben. Umgekehrt gibt es 
zu jeder beschränkten Form Q auf Zf genau einen Operator TE £(5f) mit 
Q(v,u) = (v, Tu) für alle u,v € Z. Jede Formschranke für Q ist eine Norm- 
schranke für T. 


Beschränkten quadratischen Formen Q entsprechen auf diese Weise beschränkte 
symmetrische Operatoren T. Diese sind durch die Werte (u, Tu) fürue # 
eindeutig bestimmt. 


BEWEIS. 
Die erste Behauptung ist leicht einzusehen, vgl. (a). 


Für eine beschränkte Form Q auf 5 mit Formschranke C liefert 
Lu := Q(v, u) 


ein lineares Funktional auf 5, denn es gilt |L,u| < (C - ||v||) - ||u||. Nach 2.2 
gibt es daher einen mit Sv bezeichneten Vektor, so dass 


Qlv,u) — Lvu = (Sv,u); 


ferner gilt ||Sv|| = ||Ly || < © - ||v]. 
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Aus der Antilinearität von Q folgt, dass S linear ist [UA]. Somit gilt Se .Z(5£) 
und ||S]| < C. Der Operator 7 := S* leistet das Gewünschte. 


Schließlich gilt Q(v,u) = Q(u,v) — (v,Tu) = (u, Tv) = (Tv,u). 














(d) Positive Operatoren. Ein Operator T € £(5f) heißt positiv (T > 0), 
wenn 


(u, Tu) > 0 für alle ve sf 


und positiv definit (T > 0) wenn (u, Tu) > 0 für aleue Z mitt uf0. 
Nach (b) sind positive Operatoren $S,T € £(f) symmetrisch. 


Für symmetrische S,T € £(5f) schreiben wir S<T, falls T — S > 0. Zwei 
Operatoren müssen in diesem Sinn nicht vergleichbar sein. Es gilt 


R<S,S<sT = R<ST, 
SET, E<SS—S=T. 
Das Erste ist klar. Aus $S<T, T< S folgt zunächst 
(u, (S - T)u) = 0 füralle ve 5 unddann $S-T=(0 nach (ce). 
Für positive Operatoren gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 
I(v,Tu) |” < (v, Tv) (u, Tu). 


Denn für 7, :=T+ 41 gilt TR > 0, also liefert (v, T„u) ein Skalarprodukt auf 
X und erfüllt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 


I(v, Tau)|” < (v, Tav) (u, Tau). 





Die Behauptung folgt für n > © Al. 











4 Konvergenz von Operatoren 


4.1 Konvergenzbegriffe auf £/() 


(a) Für beschränkte Operatoren T,Tı,T>,... auf einem Hilbertraum Z£ defi- 
nieren wir die Normkonvergenz (gleichmäßige Konvergenz, Konvergenz 
in der Operatornorm) TA — T durch 





im m =T: |T- Ta] 40 für allen — ©. 


Nn—OOo 
Die starke (punktweise) Konvergenz T„ —+ T ist definiert durch 


s-.im 7, =T: lim T7,u=Tu für alle ve 5 


Nn—0o N.—0O 
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und die schwache Konvergenz 7% — T durch 





w-im m =T: lim (v, Tau) = (v, Tu) für alle uvveH. 


Nn—o n—oo 


In der Literatur finden Sie häufig die Bezeichnungen stop-lim für s-liim (von 
strong operator limit) und wop-lim für w-liim (von weak operator limit). 


(b) Genau dann gilt w-Äim TR =T, wenn 
Nn—Ooo 


lim (u, mu) = (u, Tu) für alle ue #. 


N—0o 
Das folgt unmittelbar aus der Polarisierungsgleichung 3.6 (a). 


In der Quantenmechanik bedeutet schwache Konvergenz bedeutet Konvergenz 
der Erwartungswerte, vgl. 818:4.4. 


4.2 Beziehungen zwischen den Konvergenzbegriffen 


Gi &T TAT, 





b) mM —T Ina T. 





(c) Für endlichdimensionale Hilberträume fallen alle diese Konvergenzbegriffe 
zusammen. 


(d) Für unendlichdimensionale Hilberträume handelt es sich um drei verschie- 
dene Arten von Konvergenz. 





BEWEIS. 
(a) IT- Ta] > 0 ITu — Trul| = |I(T- Tr Jul| < ||T- Tall |Iull > 0. 
b) MT = |(v, Tu) - (v, Tru)| = |(v, Tu Tau)| 


< |v|| - || Tu - Tru|| — O0. 
(c) Da jeder N-dimensionale Hilbertraum über © nach 89:1.2 isomorph zu 
CN ist, müssen wir nur zeigen: Für lineare Abbildungen T,T) : C* — 0" 
folgt aus schwacher Konvergenz die Normkonvergenz. Für die Matrizen 
Mx(Tn) = An = (al?) und Mk(T) = A = (a;x) 
folgt aus Tn IT 
al”) = (e;, Aner) — (&;, Ae.) = air für n— oo. 


Daraus ergibt sich 














IT - Tal? < |IA- Anllz = I lan - ap? 0 für no. 
i,k 
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(d) Nach 89:4.8 ist jeder separable, unendlichdimensionale Hilbertraum iso- 
morph zu £?; es genügt also, Gegenbeipiele in €? zu finden. Dass aus starker 
Konvergenz nicht die Normkonvergenz folgt, zeigen die iterierten Linksshifts 


TA=1":x2= (z1,22,...)> (£n+1,&n+2,...), vgl. 2.3. 


n 


Wegen |T,re|[?= % al? = |ell- ler? +0 fürn oo gilt m 0. 


kentl k=1 
Für m>n erhalten wir 
Im - Tall > Im - Tr)emll = lem-nll = 1; 


also bilden die 7n keine Cauchy-Folge in der Operatornorm. Eine schwach, aber 
nicht stark konvergente Folge von Operatoren bilden die iterierten Rechtsshifts 
Ta = R"”, vgl. 2.3: 


Für 2x = (zı,2a,...) und y= (yı,y2,...) gilt 
u 0 1/2 
rl) rau | Sell D Pf) > 0 
k=1 kent+l 
fürn — oo, also Ta — 0. 


Schon die Folge (T„ eı) = (en+ı) kann nicht konvergieren, denn 




















|Zm eı - Tmeıl|| = ||em+1 — En+ıl|| = 2 für m>n. 


4.3 Der Satz von der gleichmäßigen Beschränktheit 


Eine Folge von Operatoren 7n : Vı > V2 zwischen normierten Räumen heißt 
punktweise beschränkt, wenn die Folge (T»u) für jedes u € Vı beschränkt 
ist. Die Folge heißt normbeschränkt, wenn die Folge (||7» ||) beschränkt ist. 


Satz. Jede punktweise beschränkte Folge stetiger Operatoren Tn : Vı — Va auf 
einem Banachraum Vı ist normbeschränkt. 


Den nichttrivialen BEWEIS finden Sie in HIRZEBRUCH-SCHARLAU [127] 88 und 
REED-SIımoNn [130, I] 111.9. 


Eine Folge von Operatoren T„ € £(5f) heißt schwach beschränkt, wenn es zu 
je zwei Vektoren u,v € 5 eine Zahl c(u,v) gibt mit |(v, Tnu)| < c(u,v) für 
ne li2..: 

FOLGERUNG. Jede schwach beschränkte Folge von Operatoren Tn € LZ(H) ist 
normbeschränkt. 


BEWEIS. 
Für festes ve 5 sind durch Lnu = (v, mu) = (Tyv, u) lineare Funktionale 
L„n gegeben mit |Inu] < c(u,v) =: k(u) für ne IN. Aus der punktweisen 
Beschränktheit der L„ folgt Normbeschränktheit, d.h. ||Za|| = ||T7v|| < c(v) 
fürn =1,2,... mit einer Zahl c(v). Somit sind die 7}; punktweise beschränkt, 
also normbeschränkt: ||7n|| = |T} || x © mit passendem ©. 
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4.4 Rechenregeln für konvergente Folgen und Reihen 


(a) Aus der gleichmäßigen/starken/schwachen Konvergenz u — 5, m >T 
folgt jeweils die entsprechende Konvergenz der Linearkombinationen 


(b) Aus der gleichmäßigen/starken/schwachen Konvergenz T„ — T folgt je- 
weils die entsprechende Konvergenz 


STn > ST und RS TS für Se £(H#). 

c) Für Normkonvergenz/starke Konvergenz gilt jeweils die Implikation 
Sn 9, mM > To 9, ST. 

d) Für Normkonvergenz/schwache Konvergenz gilt jeweils 


Tu, T, = '7*, 








e) Die gleichmäßige/starke/schwache Konvergenz von Reihen in £(5f) defi- 
nieren wir in naheliegender Weise durch 


$= >,Ar > 5, := >, Ar — 5 für no. 
k=0 k=0 


Aus (a) und (b) ergibt sich 


Ms 


k=0 k=0 k=0 


(f) Aus 5, — S und U —>T folgt nicht S,Tn I ST. 


s 


(g) Aus , —>T folgt nicht T$ — T*. 


BEweIs. 
(a), (b) und (d) als [üA]. 
(c) Wegen der punktweisen Konvergenz S„ —> S gibt es nach 4.3 eine Kon- 


stante C' mit ||$„|| < C für alle n € N. Die Behauptung über die Normkonver- 
genz folgt aus 


IS" Tr - ST|| = |(Sr - ST + (m -T)| 





< Sr = SI] IT| + C- Im TI. 


Zum Beweis der Aussage über punktweise Konvergenz fixieren wir ue 5 und 
erhalten entsprechend 


I|SnTau - STul| < |SnTu - STul| + |"(Trnu-Tu)|| 


< ||Sn(Tu) - S(Tu)|| + C- |Tmu-Tul — 0 für now. 
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etrachten Sie die iterierten Shifts In = ‚In= au „vgl. 4. R 
f) B h Sie die iteri Shifts $. E”,.T, R" fe 1.4.2 (d 


) 
(8) Für m = L" gilt , = R”, vgl. 3.4 (b) und 3.3 (3). Aus dem Beispiel zu 
4.2 (d) entnehmen wir, dass die 7, stark konvergieren, die T; aber nicht. 














4.5 Der Satz von der monotonen Konvergenz 


(a) Konvergenz schwacher Cauchy-Folgen. Eine Folge von Operatoren 
Tn € £(Z) konvergiert genau dann schwach gegen einen Operator TE £(), 
wenn die Folge der Skalarprodukte ((u, Tnu)) für jedes ue # eine Cauchy- 
Folge in C ist. 


BEWEIS. 
Sei ((u, Tnu)) für jedes u € Z£ eine Cauchy-Folge. Aus der Polarisierungs- 
gleichung 3.6 (b) folgt: Für u,v € 5 ist ((v, Tnu)) eine Cauchy-Folge, also 
existiert 


Q(v,u) := lim (v, Tau). 


Nn—0OoO 
Nach der Folgerung 4.3 gibt es ein Konstante C mit ||Tn|| <C für allene N, 
also gilt |O(v,u)| < C-||v||-||w||. Nach 3.6 (c) gibt es einen Operator TE £(5£) 
mit 














lim (v, Tau) = Qlv,u) = (v,Tu) für vveH. 


Nn—Xo 


(b) Satz von der monotonen Konvergenz. Jede absteigende Folge positiver 
Operatoren Tn € £(5f) konvergiert stark gegen einen positiven Operator T € 


BEWEIS. 
(i) Schwache Konvergenz. Es gelte Tı > Ta > --- > 0. Dann existiert nach 
dem Monotoniekriterium für reelle Folgen lim (u, Tau) für alle ue 5. Nach 
Nn—0oo 
(a) gibt es daher einen Operator T € £(5f) mit 
T = w-Im T,, 


Nn—0o 
und es gilt , >T>0 fürn=1,2,.... 


(i) Starke Konvergenz. Wir setzen B := I, —-T und v := Bu = (m -T)u für 
ein festes u € Z. Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 3.6 (d) 
auf B > 0 ergibt 





In - Tlul® = (m - Tiu, (m - Tu)? = |(v, Bu)? 
< (v, Bv)- (u, Bu) 
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= (v, (m, -T)v) : (u, Bu) 
v,‚(Tı-T)v):- (u, Bu) 
Tı -TI|- ol? - (u, Bu) 


Tı -TI|- (Tr - T)ul? (u, Bu), 


( 
( 


IA 


also 





(TR - T)ul? < | -T||- (u, („ -T)u) > 0 für no. 














4.6 Konvergenz von Multiplikatoren auf L?(N, u) 


(a) Normkonvergenz. Eine Folge von Multiplikatoren M,,, ist genau dann norm- 
konvergent, wenn die %n eine Cauchy-Folge in L° (N, u) bilden. Da der Raum 
L” (N, a) vollständig ist, gibt es dann ein v € LX(N, u) mit 





|M% — M.„|| = |v- vun||o > 0 für no. 
Das folgt unmittelbar aus || M.|| = ||v||, ‚ vgl. 2.7. 


(b) Monotone Konvergenz. Ist (vn) eine monoton fallende Folge von positiven 
Funktionen in L* (N, a), so existiert der Grenzwert 


v(w) = lim ım(w) für alle we N, 


n—oo 


und es gilt ve L” (N, u) sowie 


M, = s-lim M,,: 


Nn—&o 


Dass die M,, stark gegen einen Operator T > 0 konvergieren, ergibt sich wegen 
My, 2 Mo 2 > 0 aus 4.5 (b). Die Gleichung T = M, ist eine Folge des 
Satzes von der monotonen Konvergenz für w-Integrale: Für u € 5 bilden die 
Fr := un u v: ul? = |un — v|? - |u]? eine absteigende Folge -integrierbarer 
Funktionen mit lim fn(w) =0 für alle w ED. Daraus folgt 

Nn—Ooo 





un -u—v- ull? = [ fndu > 0 fürn. 
9 


4.7 Starke Konvergenz orthogonaler Projektoren 


Konvergieren die orthogonalen Projektoren P„ stark gegen einen Operator P, 
so ist auch P ein orthogonaler Projektor. 

Vertauschen die P„ mit einem Operator TE £(#), PaT = TPn, so vertauscht 
auch P mit T. 


BEWEIS als unter Beachtung von 89:2.6. 
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5 Das Spektrum beschränkter Operatoren 


5.1 Spektrum und Resolvente 


(a) Das Spektrum ist für die Theorie beschränkter und unbeschränkter Opera- 
toren ein zentraler Begriff. Dass ein in der Optik gebräuchliches Wort Namens- 
geber für einen mathematischen Begriff wurde, ist kein Zufall, siehe 5.7. Wird 
eine quantenmechanische Observable durch einen beschränkten symmetrischen 
Operator (allgemeiner durch einen selbstadjungierten Operator) dargestellt, so 
erweist sich das Spektrum im mathematischen Sinn als die Menge der möglichen 
Messwerte dieser Observablen, vgl. $18:3.3 und 825:4.4. 


VEREINBARUNG. Im Folgenden schreiben wir 
T-ı/, A-T für T-A1l, A1-T. 


(b) DeErInITIon. Das Spektrum o(T) eines Operators T € £(.5) ist definiert 
als die Menge 


o(T) := ie €eC | T-—A ist nicht invertierbar } e 


Beachten Sie, dass nach 3.1 der Operator T—-A:. 5 — X genau dann bijektiv 
ist, wenn er eine stetige Inverse besitzt. In 6.3 zeigen wir o(T) £®. 


Das Komplement des Spektrums, 

e(T) := C\o(T) = IA ec | T-X ist invertierbar } : 
heißt Resolventenmenge von T. Für X € o(T) heißt 

RA,T) = A-T)' =-(T-ıA)'eE£(#) 





die Resolvente von T' zum Wert A. 


(c) Einteilung des Spektrums. Das Spektrum von T zerfällt in drei disjunk- 
te Mengen: Das Punktspektrum (Eigenwertspektrum) 


op(T) := {EC | T—X ist nicht injektiv}, 
das kontinuierliche Spektrum 

0.(T) = {[Xeo(T)| T-A ist injektiv, Bild (T— A) ist dicht in 3F} 
und das Restspektrum 

0c(T) = {AEC | T-A ist injektiv, Bild (TA) #7} 


(d) BEMERKUNGEN. (i) Ist 5 endlichdimensional, so besteht das Spektrum 
eines Operators T € £(5) nur aus Eigenwerten, denn T-A: KH ist 
genau dann bijektiv, wenn T — X injektiv ist. Im unendlichdimensionalen Fall 
gibt es dagegen Operatoren mit rein kontinuierlichem Spektrum; dies ergibt sich 
in 5.3, Bemerkung (iii). 
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(ii) Die Bezeichnungen Punktspektrum und kontinuierliches Spektrum sind 
nicht wörtlich zu nehmen. Es gibt Operatoren, deren Punktspektrum ein Gebiet 
ist und Operatoren, deren kontinuierliches Spektrum aus isolierten Punkten be- 
steht (Beispiele in 5.6 und 5.2). Die Wortwahl „kontinuierlich“ erklärt sich aus 
Eigenschaften der Spektralschar (822:1.5, 1.6). 

(iii) In der Literatur wird auch der Begriff Residualspektrum verwendet, teils 
für das Restspektrum, teils in der Bedeutung {A€EC | Bild (T-A) FL. 


(e) AUFGABEN. Zeigen Sie: 

6) A) = (ll) = 1}, c(0) = 07(0) = {0}, 
(i) AEo(T) < A—-Ao € o(T— Av), 

(üi) Acco(T) = X eoflT?). 





5.2 Das Spektrum von Multiplikatoren in £? 


Sei a= (aı,aa2,...) eine beschränkte Folge komplexer Zahlen und 
Ma B & +, t= (z1,22,...) HH (aız1,a2X2,...). 
Nach 2.6 gilt Ma € .£(0?) und ||Ma|| = |al|, = supflan| | n € N}. 


Satz. op(Ma) = {an |neN}, or(Ma)=P, o(Ma) = 0p(Ma): 

BEweISs. 

(i) Die Eigenwertgleichung Max = Az für x = (rı,2,...) € ? ist äquivalent 
zu (nn —-A)tn = 0 fürn=1,2,.... 

Ist AZ an für allen € N, so besitzen diese Gleichungen nur die triviale Lösung 


zı =t2 =... =(. Jedes a, ist Eigenwert mit zugehörigem Eigenvektor en. 
Also gilt o»(Ma) = {an |n € N}. 


(ii) Es seinun A& o%»(Ma). Dann ist Ma — A injektiv, und es gilt 





AEo(M.) = M-A:®>L ist surjektiv. 


Zur Bestimmung von o(M.) haben wir also die universelle Lösbarkeit der Glei- 
chung (Ma -A)xz = y für gegebenes y = (yı,Yy2,...) € (? zu untersuchen. 
Diese besagt für die Koordinaten 

(an -A)&n = Yn, d.h. £n = Z für n= 1;2,:::: 


An — 





Es stellt sich die Frage, ob der hierdurch eindeutig bestimmte Koordinatenvektor 
x = (x1,&2,...) immer zu £? gehört, d.h. ob der Multiplikator M, mit b = 
((aı -A)"!,(a2 -A)t,...) jedem yel ein = My=(Ma-A)'yel 
zuordnet. Nach 2.6 ist das genau dann der Fall, wenn die Folge b beschränkt ist, 
d.h. wenn A & {an |neN}. 
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en 


(ii) Für A & o,(Ma) hat die Gleichung (Ma —A)z = en die Lösung ı = os 


Somit umfaßt Bild (Ma — A) die in £? dichte Menge Span {eı,ea,...}. Es folgt 
0or(Ma) =®. 

















5.3 Das Spektrum beschränkter Multiplikatoren in L?(Q, u) 


Für eine Funktion v € LX (9, u) ist durch Myu := v-u nach 2.7 ein beschränk- 
ter Operator M, auf #£ = L?(N, u) gegeben mit ||M,|| = ||v||,. Wir setzen 
wie in 820:3.1 

w<ch:= weNn|vw)<c}, 


{v—-Al<e}r := {w | |u(w) — A| <e} usw. 


SATZ. (a) AE0(M,) — ullv-Al<e})>0 für alle>0, 
(B) AEHp(M) — ul =A})>0, 

() r(M) =, 

(d) ultv € o(M,)}) = 0, 

(e) Für X € o(M,) ist R(\,M,) der Multiplikator My, mit g:= I, 
BEMERKUNGEN. (i) Zwei u-f.ü. gleiche £”-Funktionen sind im L”-Sinn gleich 
und definieren denselben Multiplikator. In Hinblick auf (d) können wir den 


Multiplikator M, durch eine £”°-Funktion v mit v(w) € o(M,) für allewe N 
repräsentieren. 





(i) Die Aussage (a) drücken wir so aus: o(M,) ist der essentielle Wertevorrat 
von v. 

(iii) Für den Operator M, auf L? [a,b], d.h. den Operator M, mit v(z) = x, gilt 
o(M.) = 0.(Ma) = [a,b]. Denn aus (a) folgt o(M.) = [a,b] [GA]. Aus (b) und 
(c) folgt o»(Mz) = P, or(Me) =®. 

Bei quantenmechanischen Modellrechnungen wird M, als Ortsoperator eines in 
das Intervall [a,b] eingesperrten Teilchens verwendet. 

BEWEIS. 

(b) Die Eigenwertgleichung M,u = Au ist für u € L?’(N, u) äquivalent zur 
Gleichung (v-A)u=0 ufü. Ist u({v =A}) = 0, so folgt aus Myu = Au also 
u=0 y-f.ü., somit kann A kein Eigenwert von M, sein. 

Ist M := {v = X} keine u-Nullmenge, so gibt es wegen der o-Endlichkeit von 
j eine Menge BC M mit 0 < u(B) < &o. Dann ist Xg ein Eigenvektor zum 
Eigenwert X; außerdem gilt u({|v - A| <e}) > ul{v = A}) > 0 für jedes e > 0. 


(a) und (e): Für A £ o,(M,) setzen wir 


1 == 
al _ Avw) für v(w) # A, 
0 auf der u-Nullmenge {v= X}. 
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Dann ist g messbar, und für messbare Funktionen u, w gilt 


(A-M,)u=w < u=g'w. 





Die Gleichung (A — M,)u = w ist also genau dann universell und eindeutig 
lösbar, wenn g- w € L?(Q, u) für alle w € L?(Q, u). Nach 2.7 ist das äquivalent 
zu ge L*(Q, u). In diesem Fall ist R(A, M,) = M,. Wir haben also 


AE0(M,)\op(M)) > gEL(N,u) 
B. = { |s| > = } — { v-A|l< et} hat positives Maß für alle e > 0. 


(d) Für Bn := IA ec | ut -Al< 4 = 0} gilt nach (a) 
Bn € 0o(M,) und o(M,) = U Ba. 
n=1 
Wir zeigen u({v € Bn}) = 0. Sei Ao € Bn und |A — Ao| < 1/2n. Dann gilt 
{w-A2] < 1/2n } € {vol < 1/n}, also u({v—-A| <1/2n}) =D. 


Zu jedem Ao € B„ ist also u({v € Kiyan(Ao)}) = 0. Da B„ durch abzählbar 
viele Kreise Kj/an(Ao) überdeckt wird, folgt u({v € Bn}) = 0 und somit auch 


uw € olM,)) < u(ÜtveBn}) = 0 


n=1 














(c) ergibt sich als einfache Folgerung des folgenden Satzes 5.4. 


5.4 Spektrum und Resolvente von T* 


Das Spektrum von T € £(5) korrespondiert auf folgende Weise mit dem 
Spektrum von T*: 


a) AEo(T) AE0o(T*), 





b) A€E0.(T) > Xeo.(T*), 
c) AEr(T) > Xey(T*), 
d) Für Aeo(T) gilt Ace o(T*) und R(A,T*) = R(A,T)*. 


BEMERKUNGEN. 


i) Für A€0o,(T) kann jeder der Fälle X\€ op(T*), A € o,(T*) eintreten, s.u. 





ii) Aus (c) folgt, dass Multiplikatoren auf L?(Q, 1) kein Restspektrum besitzen 
([üA], beachten Sie M} = M7). 
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BEWEIS. 
Grundlage ist der Satz 3.5 zusammen mit den Rechenregeln 3.3 für Adjungierte. 


(a) und (d). Nach 3.3 (2) gilt (A— T)* =X- T*. Mit 3.3 (c) folgt 
AE0o(T) — A-T ist invertierbar 
A- T*)T= ((A- T)})* existiert — Ne ol(T*). 








Für (b) und (c) stützen wir uns auf die nach 3.5 (b) geltende Beziehung 
(x) Kem(T* -A) = Bild(T-\) 

sowie auf den Zerlegungssatz 89: 2.4. 

(c) Sei AE 0,(T), also Bild (T— A) # 5. Nach (x) und dem Zerlegungssatz 
folgt Kern (T* -X) #10}, d.h. A€ 0,(T*). 

(b) Sei A€ o.(T). Aus (a) folgt X € o(T*). Wir schließen die Fälle A € o,(T*) 
und A € 0,(T*) aus: Im Fall X € o,(T*) wäre nach (x) und dem Zerlegungssatz 
Bild (T—-A) #5 im Widerspruch zu A € o.(T). Im Fall X € o,(T*) würde 
nach (c) folgen A=A € %,(T**) = 05,(T). 

Zu Bemerkung (i): In endlichdimensionalen Räumen folgt aus A € 0,(T') immer 
A € o(T*) = 0,(T*). Im unendlichdimensionalen Fall gilt das nicht: Für den 
Linksshift L im £? gilt 0 € oy(L) wegen Leı = 0. Für L* = R ist 0 kein 
Eigenwert, da R eine Isometrie ist. Wegen Bild RL eı ist daher 0 € o,(L*). 














5.5 Das approximative Eigenwertspektrum 


Eine Zahl A € C heißt approximativer Eigenwert des Operators TE £(5), 
wenn es eine Folge (un) gibt mit 


|unl|| =1,;, Tun -Aun 0 für no. 


Die un heißen approximative Eigenvektoren von 7 zum Wert X. Die Ge- 
samtheit oapp(7')) der approximativen Eigenwerte wird approximatives Ei- 
genwertspektrum oder approximatives Punktspektrum von T' genannt. 


Approximative Eigenwerte gehören zum Spektrum. 

Denn würde R(A,T) existieren, so folgte aus un := Aun — Tun > 0 fürn > 
mit ||un|| = 1 auch un = R(A,T)vun — 0 für n — oo, im Widerspruch zu 
lun|| =1. 


SATZ. Das approximative Eigenwertspektrum umfaßt das Eigenwertspektrum, 
das kontinuierliche Spektrum und den Rand des Spektrums. 


BEMERKUNGEN. Das approximative Punktspektrum kann auch Teile des Rest- 
spektrums enthalten; ein Beispiel wird in 5.6 (b) gegeben. Beispiele dieser Art 
sind allerdings eher pathologisch. Unser Interesse richtet sich in diesem Paragra- 
phen auf Operatoren mit leerem Restspektrum, für die also das Spektrum nur 
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aus approximativen Eigenwerten besteht. Dies gilt insbesondere für beschränkte 
symmetrische Operatoren. Bei unbeschränkten symmetrischen Operatoren, auf 
die sich die vorangehenden Begriffe übertragen lassen, liegen die Dinge etwas 
komplizierter. 


Zeigen Sie: |A| > ||7]| — A & oapp(T) (Dreiecksungleichung nach unten). 
Allgemein gilt |A| < ||T]| für AE€ o(T), wie in Abschnitt 6 gezeigt wird. 


BEWEIS. 
(a) Gilt Tu = Au, ||u|| = 1, so erhalten wir durch un = u approximative Eigen- 
vektoren. 


(b) Sei AE o.(T), also T—X injektiv und W := Bild (T— A) dicht in #. 
Wir betrachten den linearen Operator S:W = #, w-r (A-T) "!w. 


Angenommen $ ist beschränkt, ||Sw|| < © für alle we W mit |w|| < 1. 
Dann lässt sich $ nach 2.9 zu einem beschränkten Operator $ € £(5f) mit 


Normschranke C fortsetzen. Für u = lim um mit um € W gilt dann Su = 
n—0o 


lim Swn. Daraus folgt S(A-T) = (A-T)S =1, also A € o(T) und S= R(X,T) 
Nn—OoO 


im Widerspruch zu A € o.(T'). Somit ist $ unbeschränkt: Es gibt eine Folge (wn) 
mit |wn|| = 1 und ||Swn|| > ©. Für un := Sun/||Swn|| gilt dann |[un|| = 1 
und (A - T)un = un/||Swn|| > 0 für n > oo. 





(c) Wir nehmen vorweg, dass o(T')) nach 6.3 abgeschlossen ist. Sei A € do(T). 
Dann gilt A\E o(T), und es gibt Zahlen 0, € o(T) mit A= lim on. Wegen der 
Bijektivität von &n — T gibt es zu jedem u € 5 eindeutig en Vektoren 
Un € X mit 

(*) u= (m -T)un = (A-T)un + (On - A)un- 

Zwei Fälle sind denkbar: 

(I) Für jedes u € 5 ist die so definierte Folge (vn) beschränkt; 

(II) Es gibt ein u € 5, so dass die zugeordnete Folge (vn) unbeschränkt ist. 
Im Fall (I) folgt jeweils (on — A)un — 0, mit (x) also u = lim (A - T)in € 





Bild (T—A) für jeden Vektor u € 5. Es folgt A € 0,(T) oder A € o.(T), 
insgesamt A € oapp(T') nach (a) und (b). 


Im Fall (II) setzen wir cn := ||vun||. Für un := Un/cn gilt dann ||un|| = 1, 
(or - A)un|| = |on — A| > 0. Da nach (x) die Folge ((on — T)vn) beschränkt 
ist, erhalten wir 


IA - T)un|| = |I(en - Tun + (A — On)un|| 














2 —|I(om Delete ser 


nn 














somit A € oapp(T'). 
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5.6 Aufgaben. (a) Spektrum von Rechts- und Linksshift. Zeigen Sie 


o(L) = o{R) = Kı(0) = AEC| [AI SI}, 








op(R)=0d, or(R) = Kı(0), 
op(L)=Kı(0), o(L)=oapp(L). 


Das Punktspektrum von L besteht also nicht aus isolierten Punkten. 


Anleitung: Zeigen Sie unter Verwendung der Sätze 5.4, 5.5 (einschließlich der 
in 5.5) der Reihe nach: o,(R) = ®, o,(L) = ®, o(L) = oapp(L) C Kı(0), 


o(R) C Kı(0), o»(L) = Kı(0) = o,(R), do(L)={XEeC ||| = 1}. 





(b) Zeigen Sie für den Operator 
T:? >, x=(z,22,23,...) > (0, 21,322, 423,...), 


dass 0 € oap(T)Nor(T). 


5.7 Zur Namensgeschichte 


Die Gelehrten des islamischen Kulturkreises, insbesondere ALHAZEN (IBN AL- 
HAYTHAM, um 1000), bezeichneten in ihren Untersuchungen zur Optik das Pris- 
menspektrum mit a3-Sabah (Phänomen, Erscheinung, Gestalt, auch Geist, Ge- 
spenst, Schrägbild). Von den Übersetzern des Mittelalters wurde dies durch das 
lateinische Wort spectrum (für Erscheinung, Schemen, Gesicht) wiedergegeben. 


Mit der Entwicklung der Spektralanalyse (WOLLASTON 1802, BUNSEN und 
KIRCHHOFF 1859) entstanden Wortverbindungen wie Spektrallinien, Banden- 
spektrum, Emissions- und Absorptionsspektrum. Um 1900 wurde auch im Zu- 
sammenhang mit akustischen und mechanischen Schwingungsproblemen von 
Spektren gesprochen. So heißt es bei W. WIRTINGER (Mathematische Annalen 
1897): „In der Ausdrucksweise der Optik würde also die Schwingung einer un- 
endlich langen Saite im Allgemeinen einem Bandenspektrum entsprechen.“ Und 
etwas später: „Die Intervalle für A schließen sich nun lückenlos aneinander, das 
Bandenspektrum wird zum continuirlichen Spektrum.“ 


In seiner vierten Mitteilung über „Grundzüge einer allgemeinen Theorie der 
linearen Integralgleichungen“ definiert HILBERT 1906: „Die Gesamtheit dieser 
n Eigenwerte heiße das Spektrum der Form K„“. Mit Bezug auf quadratische 
Formen im Folgenraum £? sagt er an späterer Stelle: „Die Gesamtheit der Stel- 
len Aı,Aa,... werde das Punktspektrum oder diskontinuirliche Spektrum der 
Form K genannt.“ Anschließend führt HILBERT das „Streckenspektrum oder 
kontinuirliche Spektrum“ ein. 
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In einem Aufsatz über „Naturerkennen und Logik“ schreibt HILBERT 1930: „In 
neuster Zeit häufen sich die Fälle, daß gerade die wichtigsten im Mittelpunkt des 
Interesses der Mathematik stehenden mathematischen Theorien zugleich die in 
der Physik benötigten sind. Ich hatte die Theorie der unendlich vielen Variablen 
aus rein mathematischem Interesse entwickelt und dabei sogar die Bezeichnung 
Spektralanalyse angewandt, ohne ahnen zu können, daß diese einmal später in 
dem wirklichen Spektrum der Physik realisiert werden würde.“ 


Dies klingt einigermaßen erstaunlich aus dem Munde eines Gelehrten, der wie 
kaum ein anderer die mathematisch-naturwissenschaftliche Diskussion seiner 
Zeit überblickte und anregte, der in seinen „Mitteilungen“ ausführlich auf die 
Bedeutung seiner Methode für die mathematische Physik eingegangen war und 
der sehr wahrscheinlich die Arbeit von WIRTINGER kannte. 


6 Analytizität der Resolvente, Folgerungen für das Spektrum 


6.1 Die Neumannsche Reihe 


Satz. Aus ||T|| < 1 folgt die Invertierbarkeit von 1-T und die Normkonvergenz 
der Reihenentwicklung 


(1- NT SITE. 
k=0 


oo 
Dasselbe ergibt sich unter der schwächeren Voraussetzung ), ||T"|| < x. 
k=0 


BEWEIS. 


Aus ||T|| < 1 und ||T*|] < ||T||” folgt die Konvergenz der Reihe ),) ||T*||. 
k=0 


Wir setzen letzteres voraus und betrachten 5, := >> ME Wegen 
k=0 
ISm-&l=| 2 TFls 2 IT für m>n 
k=n+1 k=n+1 
ist (Sn) eine Cauchy-Folge in der Operatornorm. Für den nach 2.1 existierenden 
Normlimes S = lim 5, gilt 


no 


IA -T)S- A-T)S| = IA - TS - SR) < IN TI IS - Sal > 0 








für n — oo. Daraus folgt, da (]|]7”*!||) eine Nullfolge ist, 








d-Pe nli-Ts = m let E45 


Nn—o N—0o 


— lim (1- T"H}) =1. 


Nn—o 


Entsprechend erhalten wir SI-T)=1 [üAl. 
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6.2 Reihenentwicklungen der Resolvente 
Satz. (a) Für || > ||T|| gilt AE€ o(T) und 


0 
=2 ’ mt 


im Sinne der Normkonvergenz. 
(b) Für Ao€ o(T) und r = ||R(Ao,T)||"" gilt K,(Ao) C e(T). 


Für |A\—-Ao| <r erhalten wir die normkonvergente Potenzreihenentwicklung 





- St Bea’ Ri, Dt, 


(c) Insbesondere ist für beliebige u,v € Z# durch f{A) := (v, R(A,T)u) eine 
auf der offenen Menge o(T')) holomorphe Funktion f gegeben mit ' a Sa) =0. 
Al—o0 





BEWEIS. 

(a) Für A Fe IT| und A:= AT gilt ||A|| < 1. Nach 6.1 existiert daher 
(1- A)" = A-(A-T)"T=AR(A,T) und ist gegeben durch die normkonvergente 
Reihe 


ARAT) = A-N= Dar= Datrk, 


(b) Wegen (Ao — T)R(A0,T) =1 ist ||R(Ao, T)|| > 0. 
Für |A— Ao| <r := ||R(Ao, T)||”" setzen wir B := (Ao — A)R(Ao,T). Dann gilt 
Be Z£(5) und 


ehelichen 
= KeTe- VEIT 








Nach Wahl von X gilt ferner ||B|| < 1, also ist 1— B nach 6.1 invertierbar, und 
(1- B)”! ist gegeben durch die normkonvergente Reihe 


y dest >i5 


Aus (1) und 3.1(b) erhalten wir daher die Existenz von 
(8) RAT) = RAo,T)(1-B)" für A-Aol<r. 


Die Reihendarstellung für R(X,T) ergibt sich aus (3),(2) und der Definition von 
B nach der Regel 4.4 (e): 


= I ROT)B" = % Oo - A ROT" 
k=0 k=0 
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für [A —Ao| < r. Damit folgt die Offenheit von o(T) CC. 


(c) Aus der Normkonvergenz der Reihe für R(X,T) folgt nach 4.2 die schwache 
Konvergenz, somit erhalten wir für die Funktion f(A) = (v, R(A,T)u) die Po- 
tenzreihenentwicklung 


FÜ) = D (Yo, Ro, Tu) (A-%0)" für A-Aol<r, 
k=0 
d.h. f ist analytisch und somit holomorph in der nach (b) offenen Menge o(T). 


Für |A| > ||T|| gilt nach (a) A€ o(T) und 


1 k 1 . L —k k 1 
—T < — lim A TI" = —— .. 
| AS Seen 


i 1 
IRO,TI = im | 


Hieraus folgt Ä hai |RA,T)|| =0 und damit auch 
Al—>oo 














lim (v, R(A,T)u) = 0. 


Al 


6.3 Die Existenz von Spektralwerten 


SATZ. Das Spektrum o(T) eines Operators TE Z£(S) ist nichtleer, kompakt 
und liegt in der abgeschlossenen Kreisscheibe mit Radius ||T||. 


BEwEIS. 
Nach 6.2 ist o(T) offen, und für |A| > ||T|| gilt A € o(T). Zu zeigen bleibt, 
dass o(T) # ®. Angenommen o(T) = C. Dann ist für beliebige u,v € #/ 
durch f(A) := (v, R(A,T)u) nach 6.2 (c) eine auf ganz C definierte holomor- 
phe, d.h. ganze Funktion f gegeben. Wegen EI (A) = 0 ist f beschränkt. 
—oo 
Nach dem Satz von Liouville (Bd.1, $27:6.3) ist f konstant, also f = 0. Aus 
(v, R(A,T)u) = 0 für alle u,v € 5£ folgt R(A,T) = 0 für alle X € C im 
Widerspruch zu R(A,T)\A-T)=1. 














Wir definieren den Spektralradius von 7 durch 

r(T) = max{ [A| | Aeo(T)}. 
Es gilt demnach r(T) < ||T]|. Für symmetrische Operatoren T zeigen wir in 6.5, 
dass r(T) = ||T||. In 6.4(b) wird ein Operator T mit r(T) < ||T|| angegeben. 
6.4 Aufgaben 


(a) Zeigen Sie mit Hilfe von 5.2, dass es zu jeder kompakten Menge K CC 
einen beschränkten Operator T auf £? gibt mit o(T)=K. 
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(b) Das Spektrum des Operators des unbestimmten Integrals. 
Für ve L?[0,1] sei 


= [ult)dt, vel.3Aff). 
0 
Zeigen Sie per Induktion mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 
en Are 
I(T"u)e) |? < — ul? 


Folgern Sie daraus mit Hilfe der letzten Aussagen von 6.1 die Existenz von 





1 
A-T)!= e (' +7) für alle A #0. 


Es ist also o(T)) = {0}, insbesondere O=r(T) < |T||. 
Warum gilt 0 € 0.(T)? 


6.5 Das Spektrum symmetrischer Operatoren 
(a) Für einen Operator TE L(5f) sind folgende Bedingungen äquivalent: 
(1) (v, = = (Tv,u) für uve 5 (Symmetrie), 
(2) T* = 
(3) (u, n ER für alle ve 5, vgl. 3.6 (b). 
Wir notieren für symmetrische TE £/() und fürA=a+ißeC 
2 
IıT- ul“ > 181? Ill? 
Dies folgt aus der Symmetrie von T— a für «€ R durch Ausmultiplizieren: 
((T-A)u, (T-A)u) = ((T - a)u - ißu, (T — a)u - ißu) 
= IKT - ayull? +ißlu, (P- a)u) - BT - ou, u) + Bl? hal? 





(b) SATz. Symmetrische Operatoren T € £(5f) haben ein reelles Spektrum. 
Alle Spektralwerte sind approximative Eigenwerte. 

Für den Spektralradius gilt r(T) = ||T||, also gehört wenigstens eine der Zahlen 
IT|; -||T|| zum Spektrum von T. 


BEWEIS. 
(i) Alle Eigenwerte von T sind reell: Aus Tu = Au, ||u|| = 1 folgt 


A = Au,u) = (u,Au) = (u,Tu)ER. 
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(i) Daher hat T kein Restspektrum, denn für A € o,(T)) folgt nach 5.4, dass 
A€0p(T*) = 0,(T), also AE R und damit A € 0o,(T), ein Widerspruch. 


(ii) Nach 5.5 folgt o(T) = oapp(T). Für A@R gilt nach (a) 
IT -A)ull 2 |ImA||ull, 


also kann A nicht zu oapp(7') = o(T) gehören. 


(iv) Für 0 := ||T]| = supf |Tul| | ||w|| = 1} gibt es Vektoren un € Z mit 





[nl =1, Tall < IPuall <..., lim |Tunli=o. 
Für diese gilt wegen der Symmetrie von 7 
IT? - 0) un]? = ((T? - 0)im, (T? - 0) un) 
= ||T*un|? — 20° un , Tun) + o* 
= |T(Tun)|? — 20? |Tun ||? + 0° 


< IT|? Tun |? - 20° |Tun |? +0° > 0 für now. 





Somit gilt 0? = ||T|? € oap(T?), d.h. T?- 0? = (T-o)(T + o) ist nicht 
invertierbar. Dann können T +0, T — o nicht beide invertierbar sein (vgl. 
3.1(b)), also gilt -—oeE o(T) oder oe o(T). 














(c) SATZ. Für symmetrische Operatoren TE L(F) gilt 
IT = sup { lu, Tu)| | Ill =1}. 

BEWEIS. 

Wegen |(u, Tu)| < Jul - IITull < IT| - Ill? gilt 
s:= sup{ (u, Tu)| | Jul =1} < IT. 


Nach (b) gibt es ein AE o(T) = oapp(T) mit |A| = ||T||. Da es un € 5 gibt 
mit ||un|| = 1 und Tun — Aun — 0 für n — 0, ergibt sich 


(un, (T-A)un)| < |un||- |Tun — Aun|| > 0 für no, 


also A= lim (un, Tun) und somit 
Nn—X& 

















|T|| = Al = lim |(un, Tun)| < s. 
Nn—0o 
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7 Der Funktionalkalkül für symmetrische Operatoren 


In diesem Abschnitt geht es darum, für einen symmetrischen Operator T € 
Z£(5#) den Operator f(T) zu definieren, wobei zunächst stetige Funktionen 
F:R- C und später auch charakteristische Funktionen f = X]_o,ı] betrach- 
ten werden. Die Bedeutung dieses Funktionalkalküls soll durch zwei Beispiele 
beleuchtet werden: 


Für einen symmetrischen Operator H € £(f) liefert 
ut) eo 

eine Lösung des Problems 
ült) = -iHult), w0)=9p, 

vgl. 818:3.1. Für ex = X]_,x] und ||u|| = 1 ist durch 
FO) = (u, ex(T)u) 


eine Verteilungsfunktion gegeben und damit die Möglichkeit einer wahrschein- 
lichkeitstheoretischen Interpretation des Operatorenkalküls eröffnet. 


Das Spektrum von T spielt dabei eine wesentliche Rolle: Es zeigt sich, dass f(T) 
nur von den Werten von f auf o(T) abhängt. 


7.1 Einsetzen symmetrischer Operatoren in Polynome 








Für symmetrische Operatoren T € £(5) und p(2) = ao +a1% +... + @n& 
setzen wir 
e(T) = w+aT+...+mT”. 


Nach der Vereinbarung 5.1 steht ao für ao -1l = ao TP.) Dann gilt 
a) (ap+Bg)(T) = ap(T) + Bg(T) für a,Be 0, 

b) @-(T) = BIT): tn) = at7)-otO), 

c) p(T)* =P(T) mit Pla) = wtaır +... + mt”. 





( 
( 
( 
( 


7.2 Der spektrale Abbildungssatz für Polynome 
SATZ. Für symmetrische Operatoren TE £() gilt 
(a) o(p(T)) = oapp(p(T)) = p(lo(T)), d.h. 
ne o(p(T)) > u€ oapp(p(T)) 
—> es gibt ein A€o(T) mit u = p(A). 


(b) op(p(T)) = p(op(T)), falls p nicht konstant ist. Dabei ist jeder Eigenvektor 
von T auch Eigenvektor von p(T). 


(©) IplT)ll = max {[p@)| | AcotT)}. 


(d) p(T)=g(T), falls p und q auf o(T) übereinstimmen. 
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BEWEIS. 


Wir betrachten zunächst konstante Polynome p(x) = ao. Für solche hat p(T) = 
aol ein einpunktiges Spektrum: o(p(T)) = o,(p(T)) = {ao}. Jeder Vektor u #0 
ist Eigenvektor von p(T) zum Eigenwert ao. Nach 6.3 ist o(T)) nicht leer. Für 
alle A € o(T) gilt p(A) = ao. Schließlich ist ||p(T)|| = |ao| = |p(A)| für alle 
AeEo(T). 


Für den Rest des Beweises setzen wir Grad (p) =n > 1 voraus: 
p(z) = @w+... +2", n>1, mF0. 

(a) Zu jeder Zahl u € © gibt es Zahlen Aı,...,An € C, so dass 

1) Da) = an) (En), (mA0). 

Aus 7.1 folgt 

Di arena: 


Da das Produkt invertierbarer Operatoren nach 3.1 (b) invertierbar ist, ergibt 
sich daraus 


neolp(T)) —> ArE€o(T) für wenigstens ein k; 


dabei ist p(Ar) = u. 
Sei umgekehrt A€ o(T') und u = p(A). Dann gibt es ein Polynom q mit 


8 Pr@) u = (@A)gle), also p(T) u = a(T) TA). 
Wegen o(T) = oapp(T) (vgl. 6.5 (b)) gibt es Vektoren un € 5 mit 
url = 1, (T-A)un > 0 für no. Aus (3) folgt 
(4) (PT) <= nun = g(T)(T-A)un > 0 für no, 
da q(T) stetig ist. Somit haben wir 
AEo(T) = 0ap(T) — piA) € oamp(p(T)): 
(b) Sei Tu = Au mit ||u|| = 1 und u = p(A). Aus (4) mit un = u folgt 
(p(T) - u)u = a(T)T-N)u=0. 


Somit ist u Eigenvektor von p(T) zum Eigenwert u. 


Sei umgekehrt p(T)v = u: v mit v £ 0. Wir verwenden die Darstellungen (1), 
(2) und erhalten 


u N 
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Für w := (T — An)v gilt entweder w = 0, dann ist An € 0,(T), oder es gilt 
wz0und (T—Aı) --- (T—-An-ı)w = 0. Auf diese Weise fortfahrend erhalten 
wir schließlich ein u # O und ein k mit (T — Ar)u = 0, d.h. Ar € 0, (T)). Also ist 
1 = p(X) mit einem geeigneten A € 0, (T). 
(c) Für AE R und das in 7.1 (c) definierte Polynom 5 gilt P(A)p(A) = |p(A)|?. 
Nach 7.1 gilt 

(B-pI(T) = PT): p(T) = p{T)“ p(T), 


also ist (D- p)(T) symmetrisch und positiv, vgl. 3.3 (3). Aus (a) und den Sätzen 
6.5 (b) und ) folgt daher 


max { |p(A)|? | A& o(T)} = max { (P-p)(A) | Aeo(T)} 

= max {u | ne o((Bp)(T)) } = sup {(u, (Pp)(T)u) | |ull = 1} 
= sup{ (u, p(T)*p(T)u) | |ull = 1} = sup { |Ip(T)ul? | Ill = 1} 
len)”: 


7.3 Der Funktionalkalkül für stetige Funktionen 


(a) SATZ. Zu jedem symmetrischen Operator TE £(5) und jeder stetigen 
Funktion f: R— C gibt es einen Operator f(T) mit folgender Eigenschaft: 














Ist [a,b] ein beliebiges kompaktes Intervall mit o(T) C |a,b] und (pn) eine auf 
[a,b] gleichmäßig gegen f konvergierende Folge von Polynomen, so gilt 


/T) = lim pr(T) 


N.—09 


im Normsinn. Dieser Operator hängt nur von den Werten von f aufo(T) ab: 
If) || = max { If) | Aeo(n)} . 


BEWEIS. 

Sei o(T) C [a,b]. Nach dem Weierstraßschen Approximationssatz 86:2.9 gibt 
es Polynome pr, die auf [a,b] gleichmäßig gegen f konvergieren. Nach 7.2 (c) 
gilt 


Ipm(T) - pn(T)|| = max {pm a) -mnQA)| | AE oT} , 


also bilden die pn (T') eine Cauchy-Folge im Raum .£(5). Da dieser vollständig 
ist, existiert der Normlimes 5 := lim pn (T). 
N—OO 


Ist o(T) C [c,d] und konvergieren die Polynome qn auf [c, d] gleichmäßig gegen 
f, so existiert entsprechend der Normlimes lim qn(T). Nach 7.2 (c) gilt 


n— 


Ir) - n(T)|| = max {pad - mA) | Acc} > 0 
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für n — oo, somit lim p(T) = lim a(T). 


N—0o Nn—o 


Mit der Abkürzung ||u|| _ = max {|u(A)| | A € o(T)} erhalten wir wegen der 
Stetigkeit der Norm aus 7.3 (a) 


Im = lim |pr(T)l| = lim |onllo = Ill - 
Nn—Oo Nn—OO 














(b) Für die Definition von f(T) erweist es sich im Nachhinein als unnötig, die 
Stetigkeit von f auf ganz R zu verlangen; es kommt nur auf die Einschränkung 
von f auf o(T) an. Umgekehrt lässt sich jede stetige Funktion f : o(T) — C 
zu einer stetigen Funktion F:R— C mit gleicher Supremumsnorm fortsetzen 
(Satz von Tietze-Uryson 810:5.3). Dies berechtigt uns zu folgender 


DEFINITION. Für f € C(o(T)) setzen wir f(T) := F(T), wobei F:R—C eine 
beliebige stetige Fortsetzung von f ist. In diesem Fall definieren wir 


IFllo = IIfllo = sup tlfA)lAe c(T)}. 
7.4 Eigenschaften des Funktionalkalküls für stetige Funktionen 
(a) Für fE C(o(T)) gilt 
ID = Ifllo := max {IF | Aco(T)} und 
fr” = fn). 
Ist f also reellwertig auf o(T), so ist f(T) symmetrisch. 
(b) Für f,ge€ Clo(T)) gilt 
(af+Bg)(T) = af(T)+Bs(T) (BEE), 
(FT) = FN)s(T) = s(T)f(T). 





Die erste Aussage (a) wurde in 7.3 bewiesen; die restlichen Aussagen ergeben 
sich aus den entsprechenden Eigenschaften 7.1 des polynomialen Funktional- 
kalküls durch Grenzübergang [üA]. 


(c) Zusammenfassung. Der Normabschluss von Span {1,T,T?,...}, 
C*(T) := {p(T) | p ist Polynom} , 
ist eine kommutative Ö* Algebra und als solche isomorph zu (C(o(T)), ||: ||): 


Die Einsetzungsabbildung € : C(o(T)) > C*(T), f > f(T) ist bijektiv und hat 
die Eigenschaften (a), (b). Insbesondere ist also 


c“T) = {f(T) | FeClo(n))}. 
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Die einzige über das Vorangehende hinausgehende Behauptung, 


cr) = {f(T)| FE Clo(T))}, 


ist folgendermaßen einzusehen. Zu jedem Operator 5 € C*(T) gibt es Polynome 
Pn mit 5 = lim pn(T). Wegen ||Ipm(T) - Pr(T)|| = Ipm = Palloo ist (pn) ein 
Cauchy-Folge in C(o(T)), konvergiert also gleichmäßig gegen eine Funktion 
f e C(o(T)). Definitionsgemäß ist f(T) = „im pn(T) =$, 


(d) AUFGABE. Für jeden Operator Re £(5f) mit RT =TR gilt RS = SR 
für alle Se C*(T). 


7.5 Der spektrale Abbildungssatz 

Für symmetrische Operatoren TE £(#) und f€ C(o(T)) gilt 

(a) otf{T)) = oam(f(T)) = Fo(N)). 

(b) Tu =Au — f(T)u = f(A)u. 

(c) un] =1, (T-A)un >0 Tun - FA)un > 0. 

(d) Für neo(f(T)) gilt Ru, f(T))=g(T) mit g= € Clo(T)). 








BEMERKUNG. Die für Polynome f gültige Beziehung op(f(T)) = f(o,(T)) 
überträgt sich nicht; ein Gegenbeispiel wird in 7.6 (b) gegeben. 


BEWEIS. 


G) atf(N)) C fle(N)): Für u & f{o(T)) ist g(A) := 1/(u - F(A)) stetig auf 
o(T). Somit ist der Operator g(T') definiert, und aus 7.4 (b) ergibt sich 


(u = FT))aT) = gT)u- FT) =1. 
Damit gilt: 
HE flo(T)) — we o(f(T)) und die Aussage (d) über R(u, f(T)). 





Gi) FolT)) € oapp(F(T)): Sei u = F{A) mit A € o(T). Wegen o(T) = oapp(T) 
gibt es approximative Eigenvektoren un mit ||un|| = 1 und (T— A)un — 0. Aus 
dem Beweisteil (4) von 7.2 entnehmen wir 


1) (PT) -PA))un > 0 


für jedes nichtkonstante Polynom p; für konstante Polynome gilt dies trivialer- 
weise ebenso. Zum Nachweis von (f(T) — f(A))un — 0 fixieren wir zu vorgebe- 
nem e>0 ein Polynom p mit 


2) IF Pllo = IT) PM <e- 


7 Der Funktionalkalkül für symmetrische Operatoren 985 


Für dieses Polynom gibt es aufgrund von (1) ein n. mit 
3) ET) -PA)ul|| <e für n>ne. 
Aus (2) und (3) folgt für n > n- 
IKT) - FA) un|| 
= |I(F(T) - p(T))un + (p(T) = P(A))un + (pl) - FA) un|| 
< |If(T) - oT) + |IElT) - PA))un|| + IPA) - FA)| < 38. 


Aus (i) und (ii) folgt (a), (c) und (d). Der Aussage (b) folgt aus (c) mit un = 
u/lul (n=1,2....) 

















7.6 Der stetige Funktionalkalkül für Multiplikatoren 


(a) Multiplikatoren in £?. Sei a = (aı,a2,...) eine beschränkte Folge reeller 
Zahlen und 7’ = M. der Multiplikator 


1. 2 (21, 00,0) HH (aızı,a2X2,...). 
Nach 3.4 (c) ist T symmetrisch, und aus 5.2 folgt 


o(T) = {m |nen}. 


AUFGABEN. (ji) Zeigen Sie 


FT)z = (flaı)zı, f(a2)x2,...) 
zunächst für Polynome f und dann für Funktionen fE C(co(T)). 
(ii) Was bedeutet fE C(o(T)) für T=Ma mit a= (1,3, 3,...)? 


(b) Multiplikatoren in L?’(D, y). Für eine reellwertige Funktion v € L°(Q, u) 
sei M, :uH> v- u. Nach 3.4 (d) ist M, symmetrisch, und nach 5.3 ist o(M,) 
der essentielle Wertebereich von v; ferner dürfen wir v(N) C o(M,) annehmen. 


AUFGABEN. (ji) Zeigen Sie 
FM.) = Mpov 


zunächst für Polynome f und dann mit Hilfe des kleinen Satzes von Lebesgue 
für fe C(o(M,)): 

(ii) Für den Multiplikator M. auf L? [a,b] ist op(Mz) = ß, vgl. die Bemerkung 
5.3 (iii). Geben Sie ein f € C(o(M,)) an mit o»(f(Mz)) #9. 
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7.7 Spektralzerlegung und Funktionalkalkül bei endlichem Spektrum 


(a) Wir betrachten einen symmetrischen Operator T auf einem n-dimensio- 
nalen Hilbertraum .#. Bekanntlich gibt es eine Orthonormalbasis B für 3 
aus Eigenvektoren zu reellen Eigenwerten A, von T, also o(T) = %(T) = 
IAı,..., Amt}. Dann bilden alle zum Eigenwert A, gehörigen Eigenvektoren aus 
B eine Orthonormalbasis für den Eigenraum Nk = Kern (T — Ar). Bezeichnen 
wir den orthogonalen Projektor auf diesen Eigenraum mit Pr, so gilt 


(1) Pı+t...+Pm =1, 
2) T=XıPı+...+AmPm (Spektralzerlegung von T), 


(3) P;P« = PP; = 6k Pr. 


(b) Diese Formeln lassen sich auch mit Hilfe des Funktionalkalküls beweisen; 
dabei wird nur die Endlichkeit des Spektrums verwendet, nicht die Vorausset- 
zung dim #° <o. 


Satz. Hat ein symmetrischer Operator TE £(3) ein endliches Spektrum, 
o(T) = YA. Am}; 


so besteht dieses aus Eigenwerten. Für die orthogonalen Projektoren Pr auf die 
paarweise orthogonalen Eigenräume N; = Kern (T — Ar) gelten dann die Iden- 
titäten (1),(2),(3). 


BEWEIS. 


Auf der endlichen Menge o(T) = {Aı,..., Am} ist jede Funktion f:o(T) > C 
stetig. Wir betrachten für k = 1,...,m die Funktion fr : o(T) — C, die auf 
Ar den Wert 1 annimmt und auf den übrigen Spektralwerten Null ist. Für diese 
Funktionen gilt 


) fla)+...+/mle) =1 auf o(T), 

2) Loum = Aıfi+ -:: +Amfm 

I) fr = binfe: 

Für die Operatoren Pk := fr(T) folgen nach 7.4 unmittelbar die Formeln 
(1), (2), (3). Ferner folgt P?2 = P, und die Symmetrie jedes P,, da fr reell- 


wertig ist. Nach 89:2.6 ist Pr, ein orthogonaler Projektor, und nach 7.4 (a) gilt 
||Pe|| — fell —= 1. Also ist N, = Bild Pı # 104. 


7 Der Funktionalkalkül für symmetrische Operatoren 987 


Aus (2'), (1’) folgt weiter TP; = PT = A, Px. Daher gilt 








Wegen Nr # {0} ist daher Ar ein Eigenwert von T. Nach 7.5 (b) gilt 








Somit ist N, der Eigenraum Kern (T — Ar). Ferner gilt füri# k 
ueN;, vEeN%k 
(u,v) = (Piu, Pkv) = (u, PRPru) = (u,0) =0. 

















(c) Der Funktionalkalkül. Aus den Identitäten (1)-(3) folgt per Induktion 
T=MPH+... +, Pn für k=0,1,2,... (T:=1). 

Daraus ergibt sich für Polynome p 
p(T) = p(Aı) Pi +... +P(Am) Pr. 


Zu jeder Funktion f € C(o(T)) gibt es ein eindeutig bestimmtes Interpolations- 
polynom p mit 


Or) = p(A) für k=1,...,m, Grad(p) <m-1 
(Bd.1, 816:5). Aus 7.3 (a) folgt 
FT) = FA) Pı+...+FOAm) Pr. 


Da Pı,...,Pm wegen P;P, =0 für ik linear unabhängig sind, ist C*T) 
ein Vektorraum der Dimension m. 


(d) AUFGABEN. (i) Sei P ein orthogonaler Projektor mit PZ0, P#£1. 
Bestimmen Sie o(P) und f(P) für f € C(o(P)). 


(i) Für xe Ü” sei Tx = (e,x)e mit e = (1,1,...,1). Bestimmen Sie die 
Matrix A = Mx(T) und deren Eigenwerte (vgl. Bd.1, $18:4.4). Geben Sie 
(T) für fe C(o(T)) an. 


7.8 Die von einem beschränkten symmetrischen Operator erzeugte 
unitäre Gruppe 


(a) Für einen symmetrischen Operator TE £Z(#) und tEeR sei 
U) :=e*’, d.h. Ult):=fA(T) mit filr)=e*. 
Dann hat die Schar {U(t)} die Gruppeneigenschaft 


Uls+t) = U(s)U(t) = U(t)U(s) für steR, U0)=1. 
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Ferner sind die U(t) unitäre Operatoren mit 
U(t)* = Ult)”" = U(-t) (tER). 
BEwEIS als mit Hilfe von 7.4. 


(b) Es gilt U(t) = -iTU(t) = -iU(t)T im Normsinn, d.h. 


lim 
h—0 








1 N 
rn (Ult+R)-Ut)) + To) =0 für alle tER. 


BEWEIS als [UA]: Zeigen Sie für h #0 


|; we+m -v@) + ru = |, (uw -1) +:7|| < 1m1- 71? 


durch Taylorentwicklung von cos(hx), sin(hx) mit Restglied zweiter Ordnung 
und unter Verwendung von ||f(T)|| = || fIIs , |T|| = r(T). 


(c) Eine Funktion u: 1 — 5 auf einem offenen Intervall / heißt differen- 
zierbar im Hilbertraumsinn mit Ableitung ü = v, wenn 


lim 
h—0 











> (ult H-h) u(t)) v(t) | =0 füralle tEI. 


Ist u:1— 5% differenzierbar im Hilbertraumsinn, so ist u stetig. 


Sind u,v:1— 5 differenzierbar im Hilbertraumsinn, so ist die reellwertige 
Funktion £> (u(t), v(t)) im gewöhnlichen Sinn differenzierbar mit 


— (u(t), v(t)) = (ült), v(t)) + (u(t), ölt)) (Produktregel). 


BEwEIS als [ÜA]. Beweisen und verwenden Sie die Stetigkeit des Skalarprodukts 
in beiden Variablen: un > u, mn UV — (Un, in) (u,v). 


(d) SATZ. Zu jedem vorgegebenen Vektor uo € Zf gibt es eine eindeutig be- 
stimmte Lösung des Cauchy-Problems im Hilbertraumsinn 


ü(lt) = -iTuft), u(0) = wo. 
Diese ist gegeben durch u(t) = U(t)uo = e*"uo. 
BEWEIS als in folgenden Schritten: 
(i) Aus (b) folgt, dass U(t)uo eine Lösung liefert. 


(ii) Sei v eine für |t| < 6, 6 >0 definierte Lösung. Betrachten Sie die Funktion 
w(t) := U(-t)v(t) und zeigen Sie (h, w(t)) = (h, uo) für jeden Vektor he #. 
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8 Positive Operatoren und Zerlegung von Operatoren 


8.1 Das Spektrum positiver Operatoren 

Ein Operator T € £(5f) heißt positiv (in Zeichen T > 0), wenn (u, Tu) > 0 
für alle ue 5 gilt. 

Positive Operatoren sind symmetrisch vgl. 3.6 (d). 

(a) BEISPIELE. Für jeden Operator Te £(5) ist T*T positiv. 

Ist T symmetrisch und f:o(T) > R} stetig, so ist f(T)) positiv. 

Für f,ge& C(o(T)) mit f <g gilt also [(T)< g(T). 

Ersteres folgt aus (u, T’*Tu) = (Tu, Tu) >20. 

Für fe C(o(T)) mit f>0 ist g= Vf stetig und reellwertig auf o(T). Daher 
ist g(T) ein symmetrischer Operator, und wegen f = 9° gilt 


FT) = (7) = g(T)’a(T) 2 0. 


(b) Satz. Ein symmetrischer Operator T € Z£(F) ist genau dann positiv, 
wenn o(T)CR;. 


BEWEIS. 
Ist T symmetrisch und o(T) C R.y, so ist w(xz) = Yx stetig auf o(T). Wie in 
(a) ergibt sich T = w(T)? > 0. Außerdem gilt TV? := w(T) > 0. 
Sei umgekehrt T’ > 0. Wegen der Symmetrie von T ist o(T) = oap(T) CR 
nach 6.5 (b). Für A< 0 und ||u|| = 1 gilt 

ITu - Aul? = ||Tul|? — 2Xu, Tu) + JA? > Al? > 0, 
also A & oapp(T'), was die Behauptung o(T) = oapp(T) C R+ liefert. 














8.2 Die Quadratwurzel eines positiven Operators 


Für jeden positiven Operator TE £() gibt es genau einen positiven Operator 
Se /(5#) mit $?=T, nämlich S=T'’? e C*(T). 


BEWEIS. 

(a) Für S:= TV? gilt O< Se C*(T) und S?=T nach dem Beweis 8.1 (b). 
(b) Sei Re .£(3f) ein positiver Operator mit R’=T. Dann gilt RT = R? = 
TR, also RS = SR nach 7.4 (d). Es folgt ($ — R)(S+ R) = S?—- R’=(0. Für 
A:= ($S—- R)S(S—- R) und B := ($S — R)R(S-— R) gilt A>0,B>0 und 


A+B=(S-R)(S+R)(S-R)=0. 


Wir haben alsoO<A,B<A+B<0. Nach 3.6 (d) folgt A=B=(. Daraus 
erhalten wir ($ - R)’ = A- B= (0. Der spektrale Abbildungssatz 7.5 liefert 
o(5-T) = {0}. Mit 6.5 (b) folgt |S —- T|| = 0, also S=T. 
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8.3 Betrag und Polarzerlegung von Operatoren 


(a) Für T € .£(5£) setzen wir |T| := (T*T)V/?, vgl. 8.1 (a), 8.2. Dann gilt 
0<|T| e C*(T), || |T| || = |T|| und Kern |T| = Kern, denn 


Tu?” = (u, T’Tu) = (u, IT’) = (Ta, |TIu) = I ITIUl®- 


(b) Satz. Zu jedem Operator TE £(5f) gibt es einen eindeutig bestimmten 
Operator UE€ £() mit 


T=U|T|, KernU =KermT (Polarzerlegung von T). 
U ist eine partielle Isometrie: Die Einschränkung 

U :Bild|7| > BildT 
ist bijektiv und isometrisch. 


BEWEIS. 
Für einen Operator U mit den behaupteten Eigenschaften gilt notwendigerweise 


(*) U(|T|u) = Tu. 


Umgekehrt lässt sich durch (x) ein Operator U: Bild |T| — Bild’ definieren. 
Die Vorschrift U(|T|u) := Tu macht Sinn: Aus |T|u = |T|v folgt u—v € 
Kern |T| = Kern T,, also Tu = Tv. Daher ist 


U:Bild|T| > BildT, |Tu + Tu 


bijektiv und isometrisch wegen || |T|u||? = ||Tu||”. Nach 2.9 lässt sich U zu einer 
bijektiven und isometrischen Abbildung 


U:Bild|7] — Bidr 


fortsetzen. 
Da |T| symmetrisch ist, gilt Bild |7| = Kern |T|* = Kern T nach 3.5, also 


X = Bild|T| ® KernT 


nach dem Zerlegungssatz 8$9:2.4. Definieren wir also Uv := 0 für v € Kern, 
so ist ein Operator der gewünschten Art konstruiert. 














8.4 Aufgaben 

(a) Auf 4 = 0° seien S:x+> © o xundT:x+ & | x. Geben Sie |S| 
und |7] an. Zeigen Sie, dass weder |ST| = |S| |T| noch || +T] < |S| + |T| gilt. 
(b) Geben Sie die Polarzerlegung von T an. 


(c) Zeigen Sie: Jeder Operator T € £(.5) lässt sich darstellen als 
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T = Sı+iS2, wobei $ı := 3(T+T*), 52 := $3(T’-T) 
symmetrische Operatoren sind. 
(d) Zeigen Sie: Für symmetrische Operatoren T mit |T|| <1 sit O<T?<1, 
und 

U :=T+i1-T)/, %:=T-i(1-T?)V? 
sind unitäre Operatoren. 


FOLGERUNG aus (c) und (d): Jeder Operator TE £(3f) ist Linearkombination 
von vier unitären Operatoren. 


9 Erweiterung des Funktionalkalküls 
9.1 Die Funktionenklasse F 


Mit 7 bezeichnen wir die Klasse al- 
ler Funktionen f : R — Ry, welche 
punktweiser Limes einer absteigenden 
Folge beschränkter stetiger Funktionen 
Ir: RR; sind. 

Das für uns wichtigste Beispiel ist die 
charakteristische Funktion des Inter- 
valls | — ©,A], 





er = X]-00,A] 3 


die durch die nebenstehend skizzzierte Folge fn approximiert wird. Unmittelbar 
aus der Definition ergibt sich 
fgeF — JS:gEeF und af+ßgEeF für „B>0. 


Die Funktionen f € F sind an jeder Stelle zo nach oben halbstetig: Zu jedem 
e>0 gibt es ein 6 > 0, so dass 


f(z) < flzo)+e für |e-zo|l<6. 


Daraus folgt, dass f auf jeder kompakten Teilmenge K CR ein Maximum an- 
nimmt. Die Beweise dieser beiden für das Folgende unerheblichen Eigenschaften 
seien den Lesern als überlassen. 


Zum Beweis benötigen wir folgendes 


LEMMA. Seien f = lim fn, g= lim gn, wobei (fn) und (gn) jeweils absteigen- 
Nn—Ooo Nn—0o 


de Folgen beschränkter, stetiger und positiver Funktionen sind. 
Ist KC RR kompakt und f(x) < g(x) auf K, so gibt es zu jedem n € N ein 
MEN, so dass 


Im(z) < m(z)++ für m>M und zek. 
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BEWEIS. 


Wir fixieren n und betrachten einen Punkt y € K. Zu diesem gibt es wegen 
im ko) = FW) <oW) +2 Sm) +, ein k=k(y) mit 


Sy) < my) +4: 
Da fr, rn stetig sind, gilt diese Ungleichung auch in einer Umgebung U(y) von 
y. Nach dem Überdeckungssatz von Heine-Borel (Bd.1, $21:6.3) wird K von 


endlich vielen solcher Umgebungen überdeckt: K C U(yı) U--- UU(yn). Für 
M := maxf{k(yı),...,k(yv)} gilt dann wegen des Absteigens der Folge (fn) 





Im(z) < Gn(x) + - für ce K undalle m>M. 











9.2 Der Funktionalkalkül für die Klasse #7 


Satz. Es sei TE L(H) symmetrisch und f € F. Für jede absteigende Folge 
beschränkter stetiger Funktionen fn : R— Ry+ mit f = lim fn konvergiert 


Nn—OO 
dann die Folge der Operatoren fn(T) stark gegen einen nur von f abhängenden 


positiven beschränkten Operator, den wir mit f(T) bezeichnen. Dieser hängt nur 
von den Werten von f aufo(T) ab. 


BEWEIS. 


(a) Nach 8.1 (a) folgt aus der Ungleichung O< fn+ı < fn, dass die Operatoren 
fa(T) positiv sind und dass 


0 < MrılT) < m(T) fürn=1,2,.... 
Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz 4.5 folgt die Existenz von 
S:=s-Jhm M(T) >20. 
n—00 
(b) Sei (gn) eine absteigende Folge beschränkter, positiver, stetiger Funktionen, 


deren Limes g auf o(T)) mit f übereinstimmt. Nach dem Lemma 9.1 gibt es zu 
jedemneNeinMeN mit 


0< mx) < Gn(z) + 4 für m>M und zeo(T). 
Nach 8.1 (a) folgt 
0 < fm(T) < m(T) + ı für m>M, 


also 
(u, Su) = lim (u, fm(T)u) < (u, m(T)u) + # llull?. 


mM—Oo 
Für den nach (a) existierenden s-im m(T) =: R folgt $ < R. Durch Vertau- 
Nn—0oO 


schung der Rollen von (fn) und (gn) erhalten wir ebenso R < S und damit 
R= S nach 3.6 (d). 
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9.3 Eigenschaften des erweiterten Funktionalkalküls 
Für f,geF gilt 
(a) (af+PBg)(T) = af(T)+Pg(T), falls a,8 > 0, 


b) (FT) = FT): (7) = s(T)- FT), 

(e) FA) <A) für AEo(T) > (T)< IT), 

(a) III < IA = sr { IFA | Aco(T)}, 

(e) IF) sl < IIf - alla := sup tlfA) = gA)| IA E (T)}. 


BEMERKUNG. Dass in (d) der Fall „<“ eintreten kann und dass sich der spek- 
trale Abbildungssatz nicht übertragen lässt, zeigt das Beispiel in 9.4 (b). 


BEwEIS. 
Sei f= lim fn, g= lim gn punktweise auf R, wobei (fn), (9n) absteigende 
Nn—Ooo Nn—OO 


Folgen beschränkter, positiver, stetiger Funktionen sind. Dann sind auch die 
Folgen (a fn + B9n), (fr : Gn) absteigend mit Grenzwerten 


af+ßg = lim (afn +Bgn), fg= lim fan’ Im: 
N—00 Nn—Do 


Die Rechenregeln (a),(b) ergeben sich daraus mit Hilfe der Rechenregeln 4.4 für 
starke Konvergenz; (c) ergibt sich aus dem Beweis 9.2 (b). 


Zu zeigen bleibt (e); (d) folgt daraus mit g = 0. 
Sei M :=||f — g||,. Dann gilt 


f<g+M, g<yj+M in o(T), also mit (c) 
FT) < g(T)+M, g(T) < f(T)+M 
Es folgt für ||u]| =1 
(u, (FT) < s(T))u)| = (u, F(T)u) - (u, g(T)u)| <M. 
Wegen f(T)>0, g(T)>0 ist f(T)-g(T) symmetrisch. Aus 6.5 (c) folgt 
IT) - s(T)|| = sup { (u, (FIT) - sT)u)| | Iell=1} < M. 














9.4 Der erweiterte Funktionalkalkül für Multiplikatoren 


(a) Für eine beschränkte reelle Folge a= (aı,aa,...) und den Multiplikator 


Ma ; (21,%2,...) HH (aızı,a2xa2,...) 
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auf 02 ist f(Ma) für f € F gegeben durch 


(Ma) : (315835...) KH (flaı)zı, f(a2)xa,...): 


BEWEIS. 
Sei f= lim fn mit einer absteigenden Folge beschränkter, stetiger Funktionen 


n—0o 


fan :R— Ry. Dann gilt O< f(A) < fı(A) < C mit einer Konstanten C', also 
ist der Multiplikator 


5: (21,22,.-.-) FE (flaı)zı, f(a2)xa,...) 


beschränkt und positiv. 


Zu zeigen ist $=s-lim fn (Ma). Hierzu fixieren wir x = (21,22,...) € (?. Sei 
Nn—0Oo 


e>0 vorgegeben und 


ey Pte, 


k=N+1 


Nach 7.6 gilt fn(Ma)z = (fn(aı)zı, fn(a2)x2,...), und nach Voraussetzung gilt 
0< fn(ar) = F(ar) < Fılar) — Flar) < C. Es folgt 


In (Ma)z - Sa]? < & (In (ar) — Far)” ex]? +e*. 


Nach Definition von f(Ma) folgt wegen „im In(ar) = flar) 














|| f(Ma)z - Sz|| = „im ||fa(Ma)x® — Sz|| < e für jedes e>0. 


(b) BEISPIEL. Für 


a=(1,3,3,.. .) und f=e&=X_o,.] € F 
gilt o(Ma) = {0,1, 3, .} nach 5.2. Wegen f(0) = 1 und f(#) = 0 ist f 


nicht stetig auf o(Ma). Ans (a) ergibt sich f(Ma) = 0. Also gilt 


air 


0=|IF(Ma)|I < IIfllo =1 und o(f(Ma)) = {0} # F(o(Ma)) = {0,1}. 
In diesem Beispiel sind folgende Eigenschaften des Funktionalkalküls mit steti- 
gen Funktionen verletzt: 
— Injektivität der Einsetzungsabbildung f + f(T), 
- Normisomorphie ||F(T)]I = III, = maxtl fd A on}, 
— spektraler Abbildungssatz f(o(T)) = o(f(T)). 


9 Erweiterung des Funktionalkalküls 595 


(c) Für den Multiplikator M,:u>v-u auf L’(Q, u) mit ve LX(N, u) gilt 
J(M,) = Myou für alle FE F. 


BEWEIS. 


Sei f= lim fn mit einer absteigenden Folge beschränkter, stetiger Funktionen 
Nn—OO 


In: R- Ry. Wegen O< f< fı und der Beschränktheit von fı gilt dann 
feoveL”(D, u). Aus 7.6 (b) entnehmen wir fn(My) = Mfnov- Aus 


fjhoev> ffov>...>20 und fov= lim fn ov 
Nn—OO 





folgt die Behauptung mit 4.6 (b). 











(d) BEISPIEL. Sei v : [a,b > R stetig und nicht konstant. Für den Multipli- 
kator M, auf L? [a,b] ist o(M,) der essentielle Wertebereich von v, vgl. 5.3. 
Da v stetig ist und wir das Lebesgue-Maß zugrundegelegt haben, gilt 


o(M,) = v([a,b]), 

also ist o(M,) ein kompaktes Intervall mit nichtleerem Innern. Nach 9.1 gilt 
er = X. € F. 

Für Ex :=eyı(M,) erhalten wir aus (c) 
Ex = Mey: 


Für innere Punkte A von o(M,) gilt offenbar 0 # Ex #1, und wegen e? = ey 
ist Ex ein nichttrivialer orthogonaler Projektor mit o(Ex) = {0,1}, vgl. 7.7 (d). 
Damit haben wir einen beschränkten symmetrischen Operator 7, für den der 
erweiterte Funktionalkalkül aus der C*-Algebra C*(T)) hinausführt. Denn nach 
7.4 (c) besteht C*(M,) aus allen Operatoren g(M,) mit ge C(o(M,)), und nach 
7.6.(b) ist g(My) = Mgo» wieder ein Multiplikator mit einer stetigen Funktion. 
Dessen Spektrum ist aber nach den Ausführungen oben immer ein Intervall. 
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822 Der Spektralsatz für beschränkte symmetrische 
Operatoren 


1 Spektralzerlegung und Spektralsatz 
1.1 Die Spektralschar 


Im folgenden sei 7' ein beschränkter symmetrischer Operator auf einem separab- 
len Hilbertraum 4. Gemäß 8 21:9.1 definieren wir für A ER 


Ex := ex(T) mit ex = X_o,]- 
Die hierdurch gegebene Spektralschar {Ex |A € R} von T hat folgende Eigen- 
schaften: 
(a) Ex ist ein orthogonaler Projektor für jedes AE R. 
(b) Für A< u güt EN <E, und ExE„= E„Ex = Ex. 


(c) Die Spektralschar ist stark rechtsseitig stetig: Ex = s-Iim E,für AER. 
naA+ 

(d) EI=0 für A<mino(T), Eı=1 für A > maxo(T). 

BEMERKUNG. Für A< u ist Eu — Ex ein orthogonaler Projektor. 


BEWEIS. 

(a) Definitionsgemäß gilt Ex > 0 (821:9.2). Aus e$ = eyx folgt Ef = Ey 
(821:9.3 (b)). Also ist E, ein orthogonaler Projektor (89: 2.6). 

(b) Für A< u gilt exe„ = exund ey < e,„, somit ExE„, = E„Ex = Ex und 
Ex < E, nach $21:9.3 (b), (c). Es folgt: 

Für A< u ist E„ — Ex ein orthogonaler Projektor, denn Eu — Ex ist symme- 
trisch, und nach dem Vorangehenden gilt 


(Eu— Ex)(Eu- Ex) = EL - EiEu— EuEN+ ER 
= Ey 2E, + Eı = Eu Ex. 








(c) Die nebenstehend skizzierten ste- 
tigen Funktionen fn > O0 bilden eine 
absteigende Folge mit 


eı= lim fn- 
Nn— 00 Pin 


Nach 8 21:9.2 gilt daher 
Ey, = s-im f(T). 
Nn—OO 





> 
> 
+41 
Sm 
> 
+ 
Sm 


FürA<u<A++is :=Eu- Ei 
ein orthogonaler Projektor, 
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und wegen ex <eu< fr gilt EN<E„< fr(T), also 
0O<Pı< f(T)- Er: 
Es folgt 
Paul” = (Pau, Pau) = (u, Pau) < (u, (fn(T) - Ex)u). 


Daher gilt ||Ewu- Exul] < |ull || a(T)u-Erull für A<u<i+t. 


(d) Für A < mino(T) ergibt sich ||Ey|| < supfex(z) | x € o(T)}} = 0 aus 
$21:9.3 (d), und für A> maxo(T) gilt nach 821:9.3 (e) 





I1- El < sup{1-ex(z) | zeo(T)} = 0. 











(e) SATZ. An jeder Stelle AER existiert der linksseitige starke Limes 
Ex- := s-Iim Ey, 
HOA-— 


und dieser ist ein mit der Spektralschar vertauschender orthogonaler Projektor. 


BEweIs. 
Die Projektoren Pn = Ex — Ey_ı/n bilden nach (b) eine absteigende Folge 
positiver Operatoren. Nach dem Satz $21:4.5 von der monotonen Konvergenz 


existiert daher Pı := s-liım P,. Wir definieren 
Nn—0Oo 


Ey = Ex — Pı — s-iim Ey-1/n- 


n—&o 


Dass Pı und Ey\_ orthogonale Projektoren sind, die mit allen E, vertauschen, 
ergibt sich aus 8 21:4.7. Sei A— - < u <A. Es ist leicht zu sehen, dass Ex_ — Ey 
ein orthogonaler Projektor ist. Wegen EL- - Eu <Eri-- E,_ı = Pr - Pi 
folgt 


IEx- — Eu)ull® = (u, (Ex Eu)u) < (u, (Pr - Pı)u). 














Da die rechte Seite eine Nullfolge ist, ergibt sich die Behauptung (e). 


1.2 Spektralmaße 
Für jeden Vektor ue # mit ||u|| = 1 ist durch 
FA) = (u, Exu) = |IExul? 


eine Verteilungsfunktion gegeben. Nach 819:9.3 gibt es ein eindeutig bestimmtes 
Wahrscheinlichkeitsmaß wu auf R mit 


Hu(la,5]) = F(b)- F(a) = (u, (Ev - Ea)u) = |(E — Ea)ul?. 





Wir nennen ji. das zum Zustandsvektor u gehörige Spektralmaß für T. Es 
gilt supp tu C o(T), d.h. R\o(T) ist eine u -Nullmenge. 
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BEMERKUNG. Aus Satz 1.1(e) und 8$19:9.2 erhalten wir 


Hu (la, 6)) = Fb) — Fla-) = (u, (Er — Ea-)u) , 





Hu({A}) = FÜ) FO) = (u, (Ex = Ex-Ju). 








BEWEIS. 

(a) Aus 1.1 folgt, dass F monoton wächst und dass F(A) = 0 für A<o(T), 
F(X) = 1für A > o(T). Da aus starker Konvergenz von Operatoren die schwache 
folgt, ist F rechtsseitig stetig. Also ist F eine Verteilungsfunktion und bestimmt 
nach 819:9.3 ein Wahrscheinlichkeitsmaß 1. auf den Borelmengen in R. 


(b) @=R\co(T) ist offen, also Vereinigung abzählbar vieler kompakter Inter- 
valle [a,b] (Bd.1, 823:4.1). Für jedes solche Intervall gilt dist ([a,b] ,o(T)) > 0, 
also gibt es ein c < a mit [c,b] C N. Dann ist &u(x) — e.(x) = 0 für ze o(T), 
also E, — EP. =O und somit 


Hu (la, 6) < uu(le,bl) = Fb) Fe) = (u, (ER — Be)u) = 0. 


Daher ist ” als abzählbare Vereinigung von wu-Nullmengen eine uu-Null- 
menge. 














1.3 Spektralzerlegung beschränkter symmetrischer Operatoren 


(a) Für einen symmetrischen Operator TE £(5£) mit o(T) C [a,b], eine auf 
[a, b] stetige Funktion f und eine zu [a, b] passende Einteilung 


Z = Ixo,...,cn} mit zo <a<xı<...<aın=b 
definieren wir 
6(2Z) := max{z, - ı-'ı |k=1,...,N} 


und 
N 
S(,2) = D Far) (Er - Earı) 
k=1 
dabei ist {Ey | A € R} die Spektralschar von T'. 


(b) Spektralzerlegungssatz. Unter den Voraussetzungen und mit den Be- 
zeichnungen (a) gilt im Sinne der Normkonvergenz 


FT) = lim S(f, Zu) 


für jede Folge von Einteilungen Zn mit lim 6(Zn) = 0. Wir schreiben hierfür 


n—0o 


b 


FT) = [FM dErx. 


a 
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Insbesondere gilt 


b 
T= [ıXdE. 


BEWEIS. 


(i) Sei zunächst f > 0. Wir dürfen annehmen, dass f auf ganz R stetig und 
beschränkt ist. Für jede Einteilung Z gemäß (a) gilt im Sinne von 821:9.1,9.2 


S(f,2) = s(T) -k(T) 
mit 
N 
= uf (ar)em; € F, 
= 
= uf Sar)ex ı € F, 
I+theF. 
Aus 821:9.3 (e) folgt 
) IMS = IHR) - sl < If+h- Ile 
Dabei ist 
2) fla)+hl2)-gl2) = flr)- fr) für m-ı <e<ar (k=1,...,N). 


Seien Z„ Einteilungen mit d(Zn) > 0 und 0 := sup{ö(Z„) |n € N}. Da f auf 
a — 0,b] gleichmäßig stetig ist, gibt es nach (1), (2) zu vorgegebenem e > 0 ein 
ö>0mitö< o und || f(T) — S(f, Zun)|| < &, falls ö(Zn) < 6. 








ii) Für komplexwertige stetige Funktionen f = u+ iv wenden wir (i) auf ur 
u-, v+, v_ an und erhalten die Behauptung mit Hilfe der Dreiecksungleichung 














1.4 Der Spektralsatz 
(a) Satz. Sei TE _L(H) symmetrisch und f € C(o(T)). Dann gilt 


(u, f(T)u) = f Fayım 


o(T) 


für jeden Vektor ue 3 mit ||w|| = 1. Dabei ist u das in 1.2 definierte Spek- 
tralmaß. Insbesondere gilt für den Erwartungswert fu = E(tu) und die Varianz 


V (Hu) 


Eli) = Pr = (u, Tu), Vi) = IT -Bu)ul?. 
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BEWEIS. 


Wir setzen f stetig auf R. fort. Die Art der Fortsetzung spielt dabei für f(T) 
keine Rolle (821:7.3); ebensowenig beeinflußt sie f Fdyu, da tu nach 1.2 auf 
o(T) lebt. Sei o(T) C [a,b] und Z eine Einteilung der in 1.3 (a) beschriebenen 
Art. Dann gilt für ||w|| = 1 und F{X) = (u, Exu) 


(u, S(hZ)u) D Hal u, (Er - Era) 
(*) N 
zf far )(F( CR) — F(xx-ı))- 


Die rechte Seite ist eine Riemann-Stieltjes Summe für 
b 
J f din , 


vgl. 820:6.2. Wir setzen in (x) Zerlegungen Z„ ein mit ö(Z„) — 0 und erhalten 
aus 820:6.2 und 1.3 (aus Normkonvergenz folgt schwache) 


(u, FD) = lim (u, S(h,Z = [rd = = S Sc. 
o(T) 


Die Formeln für E(pu) und V(uu) ergeben sich für f(x) = x beziehungsweise 
für fa) = (8 - Bu)”. 














(b) Ein Grundpostulat der Quantenmechanik (vgl. 818:4). Für eine auf ein 
quantenmechanisches System mit Systemhilbertraum 7 bezogene Observable 
sei der Bereich der möglichen Messwerte beschränkt. Dann wird diese durch 
einen beschränkten symmetrischen Operator T auf . dargestellt. Für jeden 
Vektorzustand |w)(w| des Systems bilden die Beobachtungswerte der Obser- 
vablen eine Zufallsgröße X mit Verteilung u. und Erwartungswert X= ku = 
(u, Tu). 


Daraus ergibt sich folgende Deutung des Funktionalkalküls: Ist f:R-R 
stetig, so hat die transformierte Zufallsgröße f(X) nach $20:6.4 und nach (a) 
den Erwartungswert 


J Fa = (u, f(T)u), 


wobei f(T) symmetrisch ist. Nach 8 21:3.6 (c) ist ein symmetrischer Operator 
durch die zugehörige quadratische Form eindeutig bestimmt, d.h. eine quan- 
tenmechanische Observable ist durch ihre Erwartungswerte in allen denkbaren 
Vektorzuständen festgelegt. Somit beschreibt f(T) diejenige Observable, die aus 
der durch T beschriebenen Observablen durch die Messtransformation 2 > f(x) 
hervorgeht. 


Weitere Anmerkungen zur Quantenmechanik folgen in 1.6. 
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1.5 Spektrum und Wachstumsstellen der Spektralschar 

Wir erinnern an die Definition von Ey, und E,_ in 1.1. 

Satz. Für die Spektralschar {Ex | A € R} eines symmetrischen Operators 

TEZL(H) gilt: 

(a) AE0(T) => Eıte - Ei-e #0 für jedes e > OX heißt dann eine 
Wachstumsstelle der Spektralschar. 

(b) AE o,(T) Ex —- Eı- #0, d.h. X ist eine Sprungstelle der Spek- 


tralschar. Dann ist Qı := Exı — Ex- der orthogonale 
Projektor auf den Eigenraum Ken (T—A). 








(c) AE0.(T) > A ist eine Stelle kontinuierlichen Wachstums der 
Spektralschar, d.h. eine Wachstumsstelle, aber keine 
Sprungstelle. 


BEweISs. 
Grundlegend für das Folgende sind die Sachverhalte: 


VD) w(A-s,A+e) = (u, (Erre-Exc)u) für [ul =1, vgl. 12, 
(2) o(T) = oap(T), vgl. $21:6.5, und 


(3)  |Tu- Aull? = [(@- A)’ duu(a) für AER, |ul=1. 
R 


Letzteres folgt aus dem Spektralsatz 1.4, da T — A symmetrisch ist: 
(T-Nu,(T-A)u) = (u, (T-A)u) = (u, f(T)u) 
mit f(x) = (x - X)”. 


(a) Nach der Bemerkung 1.1 ist P- := Ex4.—Ex_. ein orthogonaler Projektor. 
Gibt esein e>0 mit R=(, so folgt aus (1) für |[u|| = 1 


HWu(lA-8,A+E) = (u, Pu) =0. 
Daher gilt (e - A)? > ©? uu-f.ü., und aus (3) folgt 
Tu - ul? > & 
für alle u € 57 mit ||u|| = 1. Daher kann A nicht zu oapp(T') = o(T)) gehören. 


Im Fall P£ #0 gibt esein ve 5 mit P-v £ 0. Für u := P:v/||P-v|| gilt dann 
|w|| =1, Pzu = u und somit nach (1) 


4) waste) = (u, Pu) = (u,u) =1. 
Daher gilt (x -A)’<e? uu-f.ü., und aus (3) folgt 


ITu- ul? < e. 
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Gilt daher P- #0 für alle e > 0, so finden wir zu e = 4 jeweils einen Vektor 
Un € X mit ||üun|| =1 und ||Tun — Aun|| < +. Ist also A eine Wachstumsstelle 
der Spektralschar, so gilt A € oapp(T'). 


(b) Sei Qıx := Ex - Ex-. Nach 1.1 (e) ist Qı ein mit allen E, vertauschender 
orthogonaler Projektor. Für ||u|| = 1 ergibt (1) wegen der Stetigkeitseigenschaft 
von Hu ($19:6.3) 


IQxull? = (u, Qxu) = lim (u, (Ex Ex-1/n)u) 


Nn—0o 


— lim mA 4A) = may): 


n->00 
Für |u|| =1 gilt also 
ueBildQı > u=0Qru 
(5) — mA} = Qrull? = 1 
— um: 
Aus fu = öx folgt mit (3) und 8$20:6.1 (a) 


Tu - Au]? = Stz - A)” du = Stz - A)” döı =, 
R R 


also T’u = Au. Umgekehrt folgt aus Tu = Au, |[u|| = 1 mit (3) 
0 = fa - N?” du, 
R 
also 2=A uu-f.ü. und damit iu = öx1, d.h. ueE Bild Qx: 














1.6 Spektrum und mögliche Messwerte 


Eine beschränkte Observable sei durch einen symmetrischen Operator 7 auf ei- 
nem Hilbertraum 7 dargestellt. Die Werteverteilung der Observablen im Vek- 
torzustand |u)(u| ist nach 1.4 (b) durch u gegeben. 


Satz. (a) Genau dann fällt ein Wert X als scharfer Messwert für T in einem 
geeigneten Zustand |u)(u| an (d.h. tu = Öx), wenn A ein Eigenwert von T 
und u ein zugehöriger Eigenvektor ist. 


(b) Alle übrigen Spektralwerte A lassen sich beliebig genau messen: Zu jedem 
e>0 gibt es einen Zustandsvektor u mit 


WÜA-8AH+E) =1, 
d.h. alle Beobachtungswerte für T im Zustand |u)(w| liegen in ]A—-e,A+ el. 
(c) Ist AZ o(T), so gibt es eine >0, so dass für jeden Zustand |u)(w| 
Ku(lA-&,A+E]) = 0 
gilt 


2 Beispiele 603 


BEWEIS. 
(a) folgt unmittelbar aus dem Beweisteil (b) von 1.5, Gleichung (5). 


(b) folgt aus 1.5 (a) und dem zugehörigen Beweis (Gleichung (4)). 


(c) Für AeE o(T) gibt es nach 1.5 (a) und dem zugehörigen Beweis ein e > 0, 
so dass uu(JA— &,A+E]) =0 für jeden Zustandsvektor u. 














(d) Die Aussage (b) lässt sich wie folgt verschärfen: 

Das Spektrum von T ist die Menge der möglichen Messwerte für T im Sinne 
von 819:9.1(b): Zu jedem A € o(T) gibt es einen Zustand mit zugehörigem 
Spektralmaß u, so dass 


u(lA-8,A+E)>0O für jedes e>0. 


Hierzu muss jedoch der allgemeine Zustandsbegriff zugrundegelegt werden, siehe 
6.4. Der Beweis wird in 825:4.4 gegeben. 


2 Beispiele 
2.1 Operatoren mit endlichem Spektrum 
Hat ein symmetrischer Operator T € £(5f) ein endliches Spektrum o(T) = 
IAı,..., Amt} mit Aı <... < Am, so gilt nach 8 21: 7.7 für jede auf o(T') definierte 
Funktion f 

fT) = fRı)Pı +... + fm) Pm; 
dabei ist P, für k = 1,...,m der orthogonale Projektor auf den Eigenraum 
Kern (T — Ar). Insbesondere ist die Spektralschar von T gegeben durch 

Ex = ex(Aı) Pı +... + eri(Am) Pr = >» Px. 

AR<A 

Aus 1.6 (b) folgt 

EB-= RP. 

Ap<A 

Für |w|| = 1 ist die Verteilungsfunktion des Spektralmaßes zu 

FÜ) — (u, Eyxu) — 2, (u, Pru), 

AR<A 

also gilt 

meB)= % (wPu)= » |Prul 

AneB AneB 

für jede Borelmenge B, d.h. ui. ist das diskrete Wahrscheinlichkeitsmaß 


Hu = » | Prull? 6, - 
k=1 
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2.2 Orthogonale Projektoren und Ja/Nein-Experimente 


Für einen orthogonalen Projektor P mit O#Z PZ1 silt o(P) = {0,1}. Der 
Eigenraum zum Eigenwert 0 ist Kern P = Bild (1 —- P); der Eigenraum zum 
Eigenwert 1 ist {u € # | Pu = u} = Bild P. Somit erhalten wir aus 2.1 für 
Iull = 1 


Yu = | - Pull?öo + |Pull?öi. 


Dies ist eine Bernoulli- Verteilung mit Erfolgswahrscheinlichkeit || Pu|]?; das zu- 
gehörige Ja/Nein-Experiment zielt auf die Frage „Pu = u?“. Als Beispiel be- 
trachten wir im Einteilchenhilbertraum 3 = L?(R?) den Orthogonalprojektor 
P:uH uXo; dabei ist 2 ein Raumgebiet. Die Frage „Teilchen in 2?“ wird 
mit Wahrscheinlichkeit 


Paul?” = [ ul? a’v 
) 
bejaht. 


2.3 Multiplikatoren in L?(Q, u) 


Die Spektralschar des Multiplikators M, mit v € LT (N, u) ist nach 8 21:9.4 (c) 
gegeben durch 


Ex = eı(M,) — Me, ov; 


dabei ist e, ov die charakteristische Funktion der Menge {v < A}, vgl. 820:3.1. 
Sei ||u|| = 1. Die Verteilungsfunktion F des Spektralmaßes z1. ergibt sich durch 


F(X) = (u, Exu) — (U, exovU) = J ul? du. 
{vi} 


Daher gilt für Intervalle / = Ja, b] 


VD) mNM= Sf lul’an. 
vun 


Auf den u-messbaren Mengen A C 92 ist durch v(A) := [ |ul? du ein Wahr- 
A 


scheinlichkeitsmaß gegeben; wir bezeichnen es mit v = |u|? 1. Aus (1) folgt nach 
dem Fortsetzungssatz von Carathöodory (819:7.2): 


u ist das Bildmaß von v = |ul?yu unter v, 


vgl. 820:6.4. Für f € C(o(M,)) gilt nach dem Spektralsatz unter Beachtung 
von f(M,) = Myov 


2) (u, f(MJu)ı= [Fovlul’du = [fovdv= S Sdm. 


Q2 9) co(M») 
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Da nach 821:5.3 angenommen werden darf, dass v(N) C o(M,) gilt, wobei 
o(M,)\v(Q) eine z-Nullmenge ist [UA], folgt aus (2) 
[ferw= [ Fam. 


19) v(N) 


Dies entspricht der Aussage des Transformationssatzes für Bildmaße 8 20: 6.4 (b). 
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3.1 Nichtentartete Spektren und zyklische Vektoren 


(a) Charakterisierung nichtentarteter Spektren in endlichdimensionalen Hil- 
berträumen. Für einen symmetrischen Operator 7 auf einem n-dimensionalen 
Hilbertraum 5 gilt nach 8 21:7.7 


(1) T=XıPı +... + AmPr; 


dabei sind Aı < ... < Am die verschiedenen Eigenwerte von T und P; die 
orthogonalen Projektoren auf die Eigenräume Kern (T— Ar) für k=1,...,m. 
Ferner gilt für Polynome p und für a& .# nach 821:7.7 


(2) p(T)a = p(Aı)Pıa +... + P(Am)Pma € Span {Pıa,...,Pma}. 


Das Spektrum von T heißt nichtentartet, wenn m = n gilt, d.h. wenn alle 
Eigenwerte von 7 einfach und die zugehörigen Eigenräume eindimensional sind. 
Aus (2) erhalten wir im Fall dim 57 < oo das folgende Kriterium: 


SATZ. Genau dann ist o(T) nichtentartet, wenn es ein a€ 3 gibt mit 
{p(T)a | p Polynom} = #. 


BEWEIS. 

Ist o(T) entartet, also m < n, so folgt aus (2) für jeden Vektor a € 5 die 
Ungleichung dim{p(T)a | p Polynom} <m<n. 

Ist o(T) nichtentartet, so gibt es eine Orthonormalbasis (vı,...,Un) für 3 
mit Tor = Arvr (k = 1,...,n), wobei Aı < ... < An. Wir setzen a := 
vı +... + Un. Wegen Pra = (vr, a)vr = vr folgt aus (2) 


p(T)a = p(Aı)vı + -.. + P(An) Un. 


Für einen beliebigen Vektor u = zıvı + + EnUn SH sei p das Inter- 
polationspolynom mit p(Aı) = 21, ..., P(An) = Zn. Dann gilt p(T)a = u. 

















(b) Multiplikatoren in €. Für eine beschränkte reelle Folge A = (Aı,Aa,...) 
betrachten wir den Multiplikator 


Mx 5 (z1,22,...) HH (Aıtı,Aaxa,...) 


in £?. Das Spektrum von My heißt nichtentartet, wenn Am # An für mn. 
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Satz. Genau dann ist o(Myx) nichtentartet, wenn es ein a € (? gibt mit 


Z(a) := [p(My)a| p Polynom} = . 


BEWEIS. 
Nach 8 21:7.6 (a) gilt für Polynome p und für a = (aı,a2,...) € (? 


(*)  p(My)a = (p(Aı)aı, p(A2)a2,...): 


(i) Sei Z(a) = €”. Dann kann keine Koordinate von a Null sein, denn im Fall 
An = 0 ist en L p(T)a für jedes Polynom p. Ferner muss Am # An fürn Zm 
gelten, denn andernfalls ist p(Am) = p(An) und somit anem — Amen ein zu Z(a) 
orthogonaler Vektor. Also ist o(Mı) nichtentartet. 


(i) Ist o(My) nichtentartet und a = (aı1,aa,...) € (? ein beliebiger Vektor 
mit nichtverschwindenden Koordinaten, so gilt Z(a) = £?. Denn zu gegebenem 
Einheitsvektor em gibt es für jedes n > m ein Interpolationspolynom p = Pn 
mit 


P(Am) = en p(Ar)=0 für k<n, k#£m. 


Am 
Aus (x) folgt mit ||p||. = sup{|p(Ar)| |k = 1,2,...} 
Ip(M)a-m|” = D IPA)” < lpl, %D al? — 0 
k=n+1 k=n+1 


für n — oo. Somit gilt em € Z(a) für m = 1,2,..... Es folgt (? = Z(a), da 
(3 = Span {eı,ea,...} dicht in £? ist. 














(c) DEFINITION. Es sei TE .£(5f) ein symmetrischer Operator. Ein Vektor 
a€ 5 heißt zyklischer Vektor für T, wenn {a, Ta, T?a,...} eine in / dichte 
Menge ist, d.h. wenn 


{p(T)a | p Polynom} = #. 


Das Spektrum von 7’ heißt nichtentartet, wenn es einen zyklischen Vektor für 
T gibt. 


(d) Beispiere. (i) Der Multiplikator M, := M, mit v(x) = x auf L?[-1,1] 
hat ein nichtentartetes Spektrum: Nach 8 21:3.6 (b) gilt 


p(Mz) = M, für Polynome p. 


Für die konstante Funktion a = 1 ist also M»a = p. Da die Polynome dicht in 
L?[-1,1] liegen, ist a ein zyklischer Vektor für M,. 
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(ii) Das Spektrum des Multiplikators M,> ist dagegen entartet. Zum Nachweis 
betrachten wir den durch (Su)(z) = u(-x) gegebenen unitären Operator S 
auf L?[-1,1]. Wegen SM,» = M,2S und S? = S gilt Sp(M,2)S = Sp(M,2) 
für jedes Polynom p. Angenommen, es gibt einen zyklischen Vektor a für M,a. 
Dann gilt für u € L?[-1,1] und jedes Polynom p 


Ip(M.2)a - ull = | Sp(M.2)Sa - Sull = |p(M.2)5a - ul). 


Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt, dass 3(a + Sa) ebenfalls ein zyklischer 
Vektor ist. Wir dürfen also gleich annehmen, dass a gerade ist: Sa = a. Wählen 
wir nun u(x) := za(x), so kann es keine Polynomfolge (pn) geben mit 


| pr (M,2)a - ul|? -/ |pn (2?) - x]? Ja(z) de — 0 für n > oo 


im Widerspruch dazu, dass a zyklisch sein sollte. 


3.2 Multiplikatordarstellung bei nichtentartetem Spektrum 


Der symmetrische Operator T € £(3f) besitze einen zyklischen Vektor a mit 
all = 1, und u = ua sei das zu a gehörige Spektralmaß. Dann gibt es eine 
unitäre Abbildung 

U:# > L’(o(T),u) 


mit SL 
T=U!M.U. 





Dabei ist M; der Multiplikator M, mit 
v(z)= x. 

Dieses Ergebnis ist eine Verallgemeine- L?(o, u) —— L2 (0, 11) 
rung der Diagonalisierbarkeit symme- Mz 

trischer Matrizen, vgl. die Bemerkung 

in 821:2.7. 








BEWEIS. 

(a) Konstruktion der umitären Abbildung U:# — 1? := L?(o(T),jı) mit 
{= Ma. Wir bezeichnen im Folgenden die Norm in L? mit || ||,. Für Polynome 
p gilt nach dem Spektralsatz und nach 821:7.1 (c) 


)  Ip(T)al” = (a,P(T)p(T)a) = (a, lpl’(T)a) = S Ipl’dn, 


o(T) 
d.h. || p(T) all = |plla- 
Sei u€.# vorgegeben. Da a ein zyklischer Vektor ist, gibt es Polynome p„ mit 


pr (T)a - ul| > 0 für u > 00. Insbesondere ist (pn (T)a) eine Cauchy-Folge 
in Z£. Nach (x) ist (pn) eine Cauchy-Folge in L?, also gibt es ein f € L? mit 
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||pn — ||. — 0. Für jede andere Polynomfolge (qn) mit ||an (T)a — u|| — 0 folgt 
aus (*) ||pn — Anl||a = ||pn (T)a — m(T)a|| > 0 für n — oo. Also ist f durch u 
eindeutig bestimmt. Wir definieren 


Uu := L?’-Iim pn, falls pn(T)a — u. 


N—0O 
Es gilt |Uul||, = lim ||pn||, = lim ||pn(T)al|| = ||u|| wegen der Stetigkeit der 
N—OO N— 00 
Normen. Offenbar ist Ua = 1. Die Linearität von U ist leicht einzusehen [üA]. 


(b) U ist surjektiv. Sei g € L?. Nach $20:8.5 (c) gibt es Polynome qn mit 


9 = L?-lim qn. Nach (*) existiert w := lim q(T)a, und nach Konstruktion 
no Nn—00 
von U ist dann Uw = g. 


(c) Darstellung von T. Für jedes Polynom p gilt Tp(T) = p(T)T = q(T) 
mit q(z) = zp(x). Seiu= lim pn(T)a mit Polynomen pn. Da T stetig ist, gilt 
Nn—OO 


Tu = lim Tp.(T)a = lim m(T)a mit Mm(z) = zm(e). 


Nn—Xo Nn—Xo 


Daher ist UTu = L?-lim Gn. Für f = L?-lim Pr gilt 


Nn—Xo n— 


SIms- mau S als) - ne) Aula) < ITS - Pallz 
o(T) o(T) 


wegen o(T) € [-ITI, IT]. Es folgt 


UTu = L?-im an = M»f = M»Uu, 


Nn—Xo 





also Tu = U"!M,Uu. 











3.3 Zyklische Teilräume und Teildarstellungen 
(a) Für einen symmetrischen Operator TE £(3) und für 0#aeE 5 heißt 


Z(a) := {a,Ta,T?a,...} = {p(T)a | p Polynom} 


der von a erzeugte zyklische Teilraum für 7. 
Z(a) und der Orthogonalraum Z(a)* sind T-invariant. 


Das Erste folgt aus der Stetigkeit von T [EA], das Zweite aus der Symmetrie 
von T', denn allgemein gilt: 


Ist TE £(3) symmetrisch und V ein T-invarianter Teilraum von A, so ist 
V* ein abgeschlossener T-invarianter Teilraum [üA]. 
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(b) Für die Einschränkung To von T' auf #6 := Z(a) mit ||a|| = 1 ist a ein 
zyklischer Vektor. Da To symmetrisch ist, gilt 


oT). 


I 
Daher gibt es nach 3.2 ein auf o(T') lebendes Wahrscheinlichkeitsmaß jo und 
eine unitäre Abbildung Uo : 0 — L?(R, io) mit 


o(To) = Capp(To) C Oapp(T 


od = Uy'M.Lo. 


(cl) Hat T ein entartetes Spektrum, so zerlegen wir 5 in mehrere zyklische 
Teilräume. Um die gemäß (b) zugehörigen Teildarstellungen voneinander zu 
trennen, führen wir Translationen im Argument nach folgendem Muster durch: 
Für ein auf o(T') lebendes Wahrscheinlichkeitsmaß jo und für 7 # 0 setzen wir 


w(B) := w(B-r) für BeB. 


Dann ist u ein auf $ := o(T) + r lebendes Wahrscheinlichkeitsmaß, deswei- 

teren ist L’(R,jı) ist unitär isomorph zu L?(R, jo): Ordnen wir der Funk- 

tion f € L’(R,po) die durch g(x) := f(x — r) gegebene Funktion g zu, 

so gilt g € L’(R,u) und fs’ du = [If duo. Dies gilt offenbar zunächst 
R 


R 
für g = XB [üA], damit für Elementarfunktionen und dann auch allgemein, 
da die Elementarfunktionen nach $20:8.2 dicht im L? liegen. Jeder Funktion 
M.„f € L’(R, jo) wird dabei die Funktion x > (x — r)g(x) zugeordnet. 
Somit vermittelt (Uf)(x) = f(x - r) für f € #0 = L?(o(T), jo) eine unitäre 
Abbildung 


U:3#% — 1?(S,u) mit M. = U"'M,U, wobei v(x) = x -r. 


3.4 Multiplikatordarstellung bei einfach entartetem Spektrum 


(a) Das Spektrum eines symmetrischen Operators T € Z£(5f) heißt einfach 
entartet, wenn es Vektoren aı,a2 € 5 gibt mit |laı || = ||a2|| = 1 und 


H = Z(aı) ® Z(a>) , Z(a2) L Z(aı). 


(b) Satz. Hat ein symmetrischer Ope- 
rator T € £(3f) ein einfach entar- 
tetes Spektrum, so gibt es ein Wahr- 
scheinlichkeitsmaß u auf R, eine Zick- 
zackfunktion v der nebenstehend skiz- 
zierten Art und eine unitäre Abbildung 
U:# > L’R, u) mit 





o(T) o(T)+r 


T=U’!MU. 
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BEWEIS. 


Im Fall T = 0 ist nach Voraussetzung dim £ = 2 [üA], also 5£ isomorph zu 
L’(R, u) mit u := 3(60 +61). Sei also TZ0, c:=||T|| > 0 und r :=4c. 


Nach 3.3 sind Zı := Z(aı) und a2 := Z(a2) abgeschlossene T-invariante 
Teilräume von 4. 


Für k = 1,2 bezeichnen wir mit 7, die Einschränkungen von T auf %,. Ferner 
seien $ı = o(T), S2 = o(T) + r. Dann gilt Sı N Sa = P. Nach 3.3 gibt es für 
k = 1,2 Wahrscheinlichkeitsmaße u, mit Träger in $, und unitäre Abbildungen 
Ur: > L’(R, ur), so dass 


T; =U,'M,Ur, 


wobei v die oben eingeführte Zackenfunktion ist. 


Das Wahrscheinlichkeitsmaß u := (mi +u12) lebt auf SıU Sa, und jede Funktion 
fe L’(R,yu) lässt sich in der Form 


f=fitf mit k=fXs, € L’(R,ur) = L’(Sr, ur) 


darstellen, dabei ist 


@) [IP dau=3fIhl’dam+%fIfoldu, STıfdu=d0. 
R sı S2 R 


Umgekehrt: Für fı € L’(R, iu), f2 € L’(R, pe) ist f = fı+ fr € L’(R, u), und 
es gelten die Gleichungen (x), denn fr = fr Xs, Hr f.ü. 


Für u € 5 gibt es nach dem Zerlegungssatz eindeutig bestimmte Vektoren 
uU1,Uua mit 


u=uıtu2, ue SH, ur © Hr. 
Dabei gilt ||u]]? = ||uı |]? + ||u2]||”. Setzen wir daher 
Uu := v2 U1uı + V2 aus 


so ist U: — L’(R, u) unitär: 
Für fı Pi Uun, fa Pi Uaua, f Fi fı + fa gilt also Uu = V2f und 


lu? = Iall? + Iusl? = [Ifıl?auı + [Ifel’duz 
R R 


®) 





2 [Ida = |Url?. 
R 


Ferner ist Tu = Tıuı + Taua, also 











UTu= v2(UıTıu + U2T>uz2) — v2 ®v (fi + f2) =VU V2f =vUu. 
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3.5 Direkte Summen in 5% und direkte Zerlegung von /# 


(a) Satz. Seien Hı, Ha, ... abgeschlossene, paarweise zueinander orthogo- 
nale Teilräume von Z# (dim#f = oo) und Pı,P2,... die zugehörigen orthogo- 
nalen Projektoren. Dann konvergiert für jeden Vektor u€ 5 die Reihe 


Pu := >> Pru 
k=1 


und liefert einen orthogonalen Projektor P. Für den abgeschlossenen Teilraum 
V=BildP gilt 





2 n 2 
veV vi" = % IIPrvll”. 
k=1 
Jeder Vektor v € V besitzt eine eindeutig bestimmte Zerlegung 
v=) u mtitwmeHr (k=1,2,...); 
k=1 


diese ist gegeben durch vr = Pv für k=1,2,.... 
V heißt die direkte Summe der .,, bezeichnet mit 
V=-84. 


k=1 

Gilt X% = {0} für k > N, so schreiben wir V = 8 :::®Hn. 

Im wichtigsten Fall V = 5 ergibt sich eine direkte Zerlegung von #: 
HK = ® Hr bzw. HF = HB :--:-B Hrn. 


k=1 


BEwEISs. 
Durch Ausmultiplizieren ergeben sich wegen (u, Pxu) = (Pu, u) = || Pul|” 
und wegen P,u 1 Pru für k # ( die Gleichungen 


D) || Pau]? = ul? - % 1Prul?, 
k=1 k=1 


z 2 au I = 3 I Prull? E 


k=n+1 
Aus (1) folgt ), || Prul]? < |||”, aus (2) dann die Konvergenz der Reihe 


k=1 


Pu := 2» Pu für alle ve KH. 
k=1 
P ist symmetrisch als starker Limes symmetrischer Operatoren; außerdem gilt 
P? = P wegen (DR) = ),P,. Also ist P der orthogonale Projektor auf 
k=1 k=1 


einen abgeschlossenen Teilraum V. Aus (1) folgt 
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oo 


oo 
veV v=Pv + v Pv > |v|? =) ||Prvull?, 
k=1 k=1 








insbesondere die Existenz von Vektoren vr € Kr, (k=1,2,...) mit 
3) v=- Vo. 
k=1 


Umgekehrt folgt für v € V aus dem Bestehen einer Zerlegung (3), dass 





P;v = > P;v; = P;v; = Vi (i = 1,2,:5) 
k=1 
(b) SATz. Zu jedem symmetrischen Operator T € £(5) gibt es eine direkte 
Zerlegung von # in höchstens abzählbar viele zyklische Teilräume für T. 











BEWEIS. 


Da 5 separabel ist, gibt es eine abzählbare Menge M = {u1,ua,...} mit 
M=%#, w#uj für öi#j und u #0. Wir setzen 


aı := ||| "uı und HA := Z(aı). 

Im Fall MC 54ı gilt # = Mc 5 = 5. Andernfalls existiert 
mı =min{keN|w 4}. 

Mit dem orthogonalen Projektor Pı auf 5ı definieren wir 
a2 := ||üm — Pıum, |" (Um — Pıium,) und #2 := Z(a2). 


Dann gilt aa L 5%, und daher Ha 1 41: 

Für hı € Xı ha € #2 gibt es es Polynome p„ mit ha = lim pn(T)a2. Da 
n—0oo 

Jı nach 3.3 T-invariant ist, gilt 


(hı, ha) = lim (hı,pn(T)a2) = lim (2, (T)hı, a2) =0 


wegen 9,(T)hı € Hı. 


Im Fall MC 3A 9 #% gilt # =M CC HB H2 = Hı® Hz. Andernfalls 
betrachten wir den orthogonalen Projektor @ = Pı +P3 auf Hı $® Fr und 
setzen m =min{keN | #1 8 Ha}, 


a3 != | ums _ Qumali (Ums = Qumz) H3 = Z(as). 
Wie oben folgt #3 L Hı 8 Ha, also Hz 1 Hı, Ha Al. 


So fahren wir fort. Bricht das Verfahren nicht ab, so betrachten wir V := 


&® %#r. Nach Konstruktion gilt un € & X, also M C V. Es folgt 
k=1 k=1 


#=MCV=V. 
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3.6 Die Multiplikatordarstellung im allgemeinen Fall 
SATZ. Zu jedem symmetrischen Operator TE L£(3f) gibt es 
eine stetige, periodische Funktion v:R— |[- |T||, ||T||], 
ein Wahrscheinlichkeitsmaß u auf R und 

eine unitäre Abbildung U: — L’(R, u) mit 


T=U’!MU. 


BEWEIS. 


Im Fall T = 0 wählen wir ein Wahrscheinlichkeitsmaß 1, für welches L’(R, u) 
isomorph zu 5 ist (z.B. eine diskrete Verteilung)und setzen v := 0. 


Sei also T#£0, c:= ||T|| und r := 4c. Wir setzen die durch 
v(x) = c-jece-z| für -ce<xz< Be 


definierte Funktion zu einer r-periodischen Funktion fort: 


N 











Nach 3.5 (b) gibt es eine direkte Zerlegung von 5 in zyklische Teilräume für 
7: 


N oo 
KH = & za) oder # = BD za). 
k=1 k=1 


Wir betrachten nur den zweiten Fall; bei endlich vielen direkten Summanden 
verläuft die Argumentation ähnlich, vgl. 3.4. 

Wir verschaffen uns abzählbar viele Kopien S, = o(T)+Tr(k—1) des Spektrums 
von T (in der Figur durch fette Striche bzw. Punkte angedeutet). Nach 3.3 gibt 
es für k = 1,2,... auf $% lebende Wahrscheinlichkeitsmaße u, und unitäre 
Abbildungen Ur : Z(ar) > L’(R, ur), so dass die Einschränkungen 77; von T 
auf Z(a,) dargestellt werden können durch 


Tk = U,'M,U;. 
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Nun setzen wir u. := )) 2 1x. Wie in 3.4 erhalten wir 
k=1 


oo 


FEL’R, u) > = fr mit re L’R, ur), 


k=1 


wobei jeweils f(x) = 0 außerhalb von 5% gilt, so dass die Reihe für jedes ze R 
höchstens ein von Null verschiedenes Glied besitzt. Es gilt dann 


Fr a = % 2’ [IA da: 
R k=1 R 


Für uv= = ur mit ur € Z(ar) definieren wir f:=Uu durch 
k=1 


fs hm et, a (BEN): 


k=1 


Nach dem oben Gesagten ist U: 4? > L?(R, u) surjektiv. Die Isometrie von 
U und die Behauptung T = U"!M,U ergeben sich wie in 3.4. 














3.7 Der Funktionalkalkül für beschränkte messbare Funktionen 


(a) Unitär äquivalente Operatoren. Zwei Operatoren T € £(#) und 
$ € £(3f') werden unitär äquivalent genannt, wenn es eine unitäre Abbildung 
U:H# — 5" gibt mit 


T=Uu!sv. 


Sei dies der Fall. Da unter unitären Abbildungen die lineare Struktur sowie 
Normen und Skalarprodukte unverändert bleiben, ergibt sich 


Im = Isi, 7*=U"s’V, T20 520, 
o(T)=0(5), oapp(T) = oapp(S), op(T)=0p(5), oclT) = 0c(S). 
Ferner gilt T? = U"!SUU-!SU = U”!S?U und entsprechend 
TreusU für ken: 
Falls S,T symmetrisch sind, folgt daraus 
FT) = U" FS)U 


zunächst für Polynome f und daher wegen der Konvergenztreue von U,U-! 
auch für f € F. Insbesondere gilt für die Spektralscharen {Ex (T) | A ER} von 
T, {Ex(S)|AER} von S, 


Ex(T) = UT'Ex(S)U. 
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Für ||u|| = 1 und w’ := Uu folgt die Gleichheit der Spektralmaße u bezüglich 
T und v,, bezüglich $. 


(b) Satz. Es sei TE £() ein symmetrischer Operator mit einer Multipli- 
katordarstellung 


T=U'MU, 


wobei U: — L?’(R,u) eine unitäre Abbildung, u ein Wahrscheinlichkeits- 
maß auf R und und v:R.— o(T) eine stetige Funktion ist. 
Dann ist für jede messbare, auf o(T) stetige Funktion f: R— C durch 


T) = U'ManU 


ein Operator f(T) € £(3f) definiert, d.h. für jede Multiplikatordarstellung der 
oben beschriebenen Art ergibt sich derselbe Operator. 
f(T) ist schwacher Limes von Operatoren aus der von T erzeugten C*-Algebra 


CT). 


BEWwEIS. 

() Für ue 3 mit |ul| = 1 sei w := Uu € L?(R, 1). Dann folgt aus 
dem Spektralsatz 1.4 und den Folgerungen 2.3 für Multiplikatoren nach den 
Überlegungen in (a) 


)  (u,g(T)u)e = Sg = [(gov) wl?du = (Un, g(M)Uu)r> 
R R 


für jede auf o(T‘) stetige Funktion g. 


(ii) Es genügt, reellwertige, auf o(T)) beschränkte Funktionen f zu betrachten. 
Für solche ist fo v beschränkt und reellwertig. Der Operator F := U"!M; U 
ist daher nach (a) ebenso wie Myo, beschränkt und symmetrisch. 


Da f tu-integrierbar ist, gibt es nach $20:8.5 (b) stetige Funktionen gn mit 
[fd = lim [ gn du. Aus (x) folgt, dass die Operatoren g„(T) € C*(T) 
R Nn—OO R 

schwach gegen einen Operator $ € £(5f) konvergieren, für welchen gilt 


(u, Su) = lim (u, n(T)u) = lim Sn du — [ram 


n—oo 


(fo v)lwl? du = (w, Myovw)r2- 
R 

Da ein symmetrische Operator F' nach $21:3.6(c) durch seine quadratische 
Form festgelegt ist, folgt S := U"!Mjo»U = F, wobei S nur von f und T, 
nicht aber von der Multiplikatordarstellung abhängt. 
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3.8 Vertauschbarkeit beschränkter symmetrischer Operatoren 


(a) SATz (v. NEUMANN). Sind zwei symmetrische Operatoren S,T € £(#) 
vertauschbar (ST = TS), so gibt es einen symmetrischen Operator Ae £Z(5) 
und beschränkte messbare Funktionen g,h:R—R mit 


S=g(A), T=h(A), 


HatT zusätzlich ein nichtentartetes Spektrum, so gibt es eine beschränkte messba- 
re Funktion f mit 


gen. 


Beachten Sie die Bemerkungen 1.4 (b) zur physikalischen Interpretation. 


Den komplizierten Beweis der ersten Aussage finden Sie in Rıssz-Nacy [131], 
Abschnitt 130. Auf dem verbandstheoretischen Zugang zur Quantenmechanik 
basiert ein kürzerer Beweis von VARADARAJAN, vgl. JAUCH [136] 6-7. 


Relativ einfach ist der BEWEIS der zweiten Behauptung: 


Nach 3.2 und den Bemerkungen 3.7 (a) dürfen wir annehmen, dass 
T=M, auf L’(R, u), 


wobei u das zur konstanten Funktion a = 1 gehörige Spektralmaß für M. ist, 
siehe Beweis zu 3.2 (a). Vertauscht S mit T und setzen wir 


v=1, f=Sa, 
so ergibt sich der Reihe nach 
Sv = STa = TSa = vf, 
Sv? = ST?a = T?Sa = v?f, 














allgemein Sv” = v”f unddaher Sp= pf für alle Polynome p. Da die Polynome 
gleichmäßig dicht in C(o(T)) liegen und C(o(T)) eine dichte Teilmenge von 
L’(R, u) ist, gibt es zu jedem u € L?(R,,ı) ein Folge von Polynomen p„ mit 


Pr > u und Spn = mf > Su fürn m. 


Nach 8 20: 7.2 gibt es eine wieder mit (pn) bezeichnete Teilfolge dieser Polynom- 
folge, die u-f.ü. konvergiert. Daher gilt 


(Su)(a) = lim Pula) Fa) = ua) Fe) u-kü. 
Es folgt 
Su = fu= My = Mau = f(T)u 














für alle u € L?(R, u) und nach 821:2.7 daher f € LX(R, u). 
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(b) Für symmetrische Operatoren 5,T € £(5f) heißt 
[S,7]) := ST-TS 

der Kommutator. Für einen Zustandsvektor u € 5 (||u|| = 1) seien 
Eu(5) = (u, Su), Eu(T) = (u, Tu) 

die Erwartungswerte bezüglich S,T'; die zugehörigen Varianzen seien 
V.(8) = IS - Eu(S))ull?, VulT) = IT - Eu(T))ul?. 

Dann gilt folgende Unschärferelation: 


Vu(S) Vu(T) 2 3 (u, [S,T]u) |”. 


Beweis als [ÜA]: Betrachten Sie zur Vereinfachung der Rechnung die Operato- 
ren 


A:=S-E,5), B=T-E,(T) 
und bestimmen Sie zunächst E,(A), Eu(B), Vu(A), Vu(B). 


BEMERKUNG. Aufden ersten Blick scheint hiermit die Heisenbergsche Unschärfe- 
relation bewiesen. Es zeigt sich aber, dass die kanonische Vertauschungsrelation 
[5,T] = -ih nicht durch beschränkte symmetrische Operatoren S,T erfüllt 
werden kann (823: 1.2). Die Rechnung war dennoch nicht umsonst; sie lässt sich 
ohne weiteres auf unbeschränkte selbstadjungierte Operatoren wie z.B. Orts- 
und Impulsoperator übertragen. 


4 Spektralzerlegung kompakter symmetrischer Operatoren 


4.1 Kompakte Operatoren 


(a) Ein linearer Operator T : 5 — 5 heißt kompakt (vollstetig), wenn 
es zu jeder beschränkten Folge (un) eine Teilfolge (un,)r gibt, für welche die 
Bildfolge (Tun,) konvergiert. Dies ist gleichbedeutend damit, dass es zu jeder 
beschränkten Menge B C 5 eine kompakte Menge KC # gibt mit T(B)CK 
[üAl. 


Kompakte Operatoren sind beschränkt Al. 


(b) Operatoren endlichen Rangs, d.h. Operatoren T € £(3£) mit end- 
lichdimensionalem Bildraum sind kompakt. 


Denn für ||un|| < C gilt Tun € {w € BildT | |[w]| < ||T|| C} =: K. Wegen 
dim Bild T < oo ist K kompakt, vgl. $21:2.8. Somit enthält die Bildfolge (Tun) 
eine konvergente Teilfolge. 
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LEMMA. Genau dann ist T von endlichem Rang, wenn es ein NEIN und Vek- 
toren u1,...,UN, V1,...,vn gibt mit 


N 
Tu = ), (ur,u)vr für alle ve. 


k=1 
In Bracket-Schreibweise lautet diese Gleichung 
N 


T=) |w)(ur| mit |vr)(ur|: u > (ur, u)Ur, 
k=1 
vgl. 89:2.8. 
BEWEIS. 


Jeder so dargestellte Operator ist offenbar stetig und von endlichem Rang. Ist 
umgekehrt (vı,...,vm) eine ONB für BildT und Te £(57), so gilt 
N N 
Tu = %, (vw, Tu)ur = ), (Tor, u) vr, also 


k=1 k=1 


N 
T=-% |Tu)o|. 
k=1 














(c) Die Identität 1 ist genau dann kompakt, wenn Z endlichdimensional ist. 


Denn im Fall dim 5° = N ist 1 nach (b) kompakt. Ist 5 unendlichdimensional 
und vı,va,... ein abzählbares ONS, so gilt ||um — vn || = 2 für m #.n, also 
kann (vn) keine konvergente Teilfolge enthalten. 


(d) Weitere Beispiele folgen in 4.3. 


4.2 Das C*-Ideal X() 
SATZ. Die kompakten Operatoren bilden eine C*-Unteralgebra KX(3f) von 


ZL(H#) mit der Eigenschaft TE KX(H#) — ST, TSE X(Z) für alle 
Se L(H). Das bedeutet im Einzelnen: 


(a) Die kompakten Operatoren bilden einen Vektorraum. 


(b) Der Limes einer normkonvergenten Folge kompakter Operatoren ist kom- 
pakt. 


(c) Für TE X(H) und Se L(5#) sind ST und TS kompakt. 
(d) Mit T ist auch T* kompakt. 


BEWEIS. 

(a) Seien $S,T € £(5f) kompakt und (un) eine beschränkte Folge. Dann gibt 
es eine Teilfolge (un, )x, für die (Sun,)r konvergiert und davon eine mit (Um) 
bezeichnete Teilfolge, für die auch (Tvm) und damit (aSum+PßTvm) für a,d € C 
konvergiert. 
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(b) Wir betrachten eine Folge von Operatoren T„ € X(5), die bezüglich der 
Operatornorm eine Cauchy-Folge bilden. Nach 8 21:1.4 gibt es einen Operator 
Te £(3) mit ||T - T|| 0. 


Sei (ur) eine beschränkte Folge, o.B.d.A. ||ur|| <1 für k=1,2,.... Dann gibt 
es eine mit (u1,r) bezeichnete Teilfolge, für die (Tiuı,r) konvergiert. Davon gibt 
es eine mit (uo,») bezeichnete Teilfolge, für die auch (Tau2,.) konvergiert. So 
fortfahrend erhalten wir ein Schema von zeilenweise notierten Teilfolgen 


ul U12 U1,3 
u2,ı U22 U23 


Un,ı Un,2 Un,3 


mit folgenden Eigenschaften: 
(i) Jede Zeile beschreibt eine Teilfolge aller vorausgehenden Zeilenfolgen, 
(ii) für jedes n € N konvergieren die Folgen (Tiun,k)k;- -- , (InUn,k)k- 


Wir bezeichnen die Diagonalfolge (un,n) mit %n. Da wm in jeder der vorange- 
henden Zeilen auftritt, ist (vn) eine Teilfolge der ursprünglichen Folge (u;) und 
(Un)n>m eine Teilfolge von (um,k)r. Daher konvergiert die Folge (TmUn)n für 
jedesmeN. 


Wir zeigen die Konvergenz der Folge (T’v„) durch ein 3e-Argument: Sei e > 0 
gegeben. Wir fixieren ein m € IN mit ||T — Tm|| < &. Wegen der Konvergenz der 
Folge (TmUn)n gibt es ein n. mit 


|Imtr — Tmin| <e für k>n>ne. 
Wegen ||un|| < 1 folgt fürk>n>n. 


Tor — Ton]| = IKT - Tm)or + (Imvr — Tmvn) + (Im — Tool 
< 2|T — Tm|| + |Imvr — Tmvn|| < 3e. 








(c) folgt direkt aus der Definition 4.1 (a) und der Stetigkeit von S [üa]. 


(d) Nach (c) ist TT* kompakt. Sei ||un|| < C für ne N. Dann gibt es eine 
wieder mit (un) bezeichneten Teilfolge, für die (T’T*u„) konvergiert. Die Folge 
(T*un) ist eine Cauchy-Folge wegen 


|T*um — Tun|? = (Um — Un, TT*(Um — Un)) 














IA 


sea]: 


620 822 Der Spektralsatz für beschränkte symmetrische Operatoren 


4.3 Beispiele 
(a) Der Multiplikator Ma : (z1,22,...) > (aızı,aazwa,...) in 0? ist genau 


dann kompakt, wenn (an) eine Nullfolge ist. 


BEWEIS. 


(i) Sei (an) keine Nullfolge. Dann gibt es ein e > 0 mit |an| > e für unendlich 
vielen € N, also gibt es eine Teilfolge (an, )r mit |an,| 2 e für alle ke N. Für 
die Einheitsvektoren ux := En, gilt ||ur|| = 1 und 


Mau — Maumll? = Jan, |? + lan]? 2 2°, 


also kann die Bildfolge (Mau;) keine Cauchy-Folge enthalten. 
(i) Sei (an) eine Nullfolge. Die Operatoren 


Tr : (21,22,...) > (aıtı,...,AnXn,0,0,...) 


sind von endlichem Rang, also nach 4.1 (b) kompakt. Sei e > 0 gegeben und n« 
so gewählt, dass |ax| <e für k > n.. Dann gilt 


oo 
IMez-Trel?= % ll el? <ellel? für n>ne, 
k=n+1 





also || Ma — Tn|| < e für n > n.. Nach 4.2 (b) ist M« kompakt. 











(b) Integraloperatoren vom Hilbert-Schmidt-Typ. Sei Q ein Gebiet des 
R” und G:NxN2—C eine messbare Funktion, für welche die Integrale 


ea) Ey) d”y und 5° := [Fo)d'x 
9 9 


konvergieren. Nach 8 21:2.5 ist durch 


(Tu)(&) = [ Ex, y)uly)d"y 
2 
ein beschränkter Operator T auf 3# =L?(0) mit ||T|| < S gegeben. 


Satz. T ist kompakt. 


BEWEIS. 


Nach dem Satz von Tonelli 88:1.8 gilt G € L?(Nx N). Nach 8 20:8.3 gibt es 
daher eine Folge von Treppenfunktionen pm auf 2x Q mit 


(*) SS \e&y) - em(x,y) |" d"xd"y 40 für mom. 
XD 
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Jede Treppenfunktion om auf N hat die Form 


N 
Ym(X,y) =D RX.) X, (y) Für, 
k=1 


wo Ir, Jk kompakte Intervalle in 2 sind. Wir betrachten den zugehörigen Inte- 
graloperator Tm, gegeben durch 


(Tmu)(&) = [ymX,y)uly)d”y- 
9 
Mit dem Skalarprodukt (., ..) auf L?(9) gilt 
N 
Be > (X, , U) CRX1, , 


k=1 


also ist jeder der Operatoren Tm von endlichem Rang und somit kompakt. Aus 
(*) folgt || 7 — Tm|| > 0 für m > 0, also ist auch 7’ kompakt nach 4.2 (b). 














4.4 Das Spektrum kompakter symmetrischer Operatoren 


SATZ. Für einen kompakten symmetrischen Operator T auf einem unendlichdi- 
mensionalen Hilbertraum Z# gilt: 

(a) DEo(T). 

(b) Jeder von O verschiedene Spektralwert A ist ein Eigenwert endlicher Viel- 
fachheit, d.h. dim Kern (T— A) <. 


(c) Ist T nicht von endlichem Rang, so bilden die von Null verschiedenen Ei- 
genwerte von T' eine Nullfolge und umgekehrt. 


BEwEIS. 

(a) Im Fall 0 € o(T) hätte T eine stetige Inverse. Nach 4.2 (c) wäre dann 
1 = T!T kompakt im Widerspruch zu 4.1 (c). Somit gilt 0 € o(T). 

(b) Si0#ZXAEo(T). Da T symmetrisch ist, gilt o(T) = oapp(T'), also gibt es 
Vektoren un € 3 mit ||un|| = 1 und Tun — Aun > 0 fürn — oo. Wir wählen 
diese Folge gleich so, dass die Bildfolge (Tun) konvergiert. Wegen A Z 0 und 
Tun — Aun — 0 existiert dann 


i 1 . 
v:= lim <- Tun = lim un, 
Nn—0Oo A Non 


und es gilt ||v|| = lim |un|| = 1. Da T stetig ist, folgt 
N—Oo 


Av = lim Tun = Tv, also AEoy(T). 


N—0o 
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Wäre Kern (T — A) unendlichdimensional, so gäbe es ein ONS vı,va,... mit 
Tun = Avn (n=1,2,...). Wegen 


|Tum — Tun||? = |Al?||um — vn? = 2]A|? für m£n 


könnte die Folge (Tv„) keine konvergente Teilfolge besitzen. 


(c) Besitzt T nur endlich viele von Null verschiedene Eigenwerte Aı,...,Am, 
so gilt nach 8 21:7.7 


T = XıPı + ... + AmPim; 


wobei die P; die orthogonalen Projektoren auf die (nach (b) endlichdimen- 
sionalen) Eigenräume Kern (7 — Ar) sind. Somit gilt dimBildT < oo. Ist al- 
so 7’ nicht von endlichem Rang, so gibt es eine Folge von Eigenwerten An 
mit |Aıl > |A2| > ... und ein ONS vı,v2,... zugehöriger Eigenvektoren: 
Tun = Ann fürn = 1,2,.... Wir können diese gleich so auswählen, dass die 
Folge (Tvn) konvergiert. Aus der Abschätzung 


Tom — Ton” = |Amtm — Antn||? = [Aml? + Anl? > 2]An]” 


für n > m entnehmen wir, dass (Tu) nur eine Cauchy-Folge sein kann, wenn 
An 0 für now. 


Bilden die Eigenwerte A # 0 von T eine Nullfolge, so müssen es abzählbar viele 
sein, und die zugehörigen Eigenvektoren liefern ein abzählbares ONS in Bild 7. 














4.5 Der Spektralsatz für kompakte symmetrische Operatoren 


SATZ (HILBERT 1904, SCHMIDT 1907) Sei TE £(5f) kompakt, symmetrisch 
und nicht von endlichem Rang. Dann gibt es ein abzählbares ONS vı,v2,... 
aus Eigenvektoren von T und zugehörige, von Null verschiedene Eigenwerte Ar, 
mit folgenden Eigenschaften: 


(a) |Aıl > IA2l >... , ‚lim An =: 

(b) Tu = 5 Ar(vr,u)vr gilt für jeden Vektor ue 4, d.h. vı,va,... ist ein 
vollständiges ONS für BldT. 

(c) Die Eigenwerte Ar, ergeben sich nach dem Rayleigh-Prinzip 


’ 


Aıl = max {|(u,Tu)| | |«| 1} = (v1, Tun) 





|An+ıl = max {|(u, Tu)| | |v|| = 1, la) 


— |(un+ı, Tun+ı)| für nm = 1,2; % 
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(d) Weiter gilt 
IAıl = max { |[Tull | Jul =1} = |IToll, 
Anrıl = max { [Tull | Ill = 1, uLon...sun} = ITonrıll 
für n=1, 2,5. 


BEMERKUNGEN. 


(i) Hierbei ergeben sich alle von Null verschiedenen Eigenwerte von T’ nach 
dem Rayleigh-Prinzip (c),(d). 


(i) Ist A=0 kein Eigenwert von T', so ist vı,va,... ein vollständiges ONS für 
HC. Denn es gilt BildT = Kern T" = %, und Span {vı,v2,...} liegt dicht in 
Bild T', also auch in 5. Beachten Sie, dass in diesem Fall BildT # £ ist, da 
0E o0.(T) nach 4.4 (a). 





Ist A =0 ein Eigenwert von 7, so kann der Eigenraum Kern 7 unendlichdi- 
mensional sein (Beispiel M, auf £? mit a = (1,0, 3, 0, 3, ...). Nehmen wir zu 
v1, va,... eine ONB bzw. ein vollständiges ONS uı,ua,... für Kern 7 hinzu, so 
erhalten wir nach geeigneter Durchnummerierung insgesamt ein vollständiges 


ONS für 5, Näheres in 4.6. 


(iii) Die Existenz der in (c), (d) angegebenen Maxima liegt nicht auf der Hand, 
denn nach Voraussetzung gilt dim 77 = oo, also ist {u € 5£ | ||w|| = 1} nicht 
kompakt. 


BEWEIS. 
(i) Nach Voraussetzung ist T #0. Aus 8$21:6.5 (b),(c) entnehmen wir: 


IT| =sup{ (u, Tu) | |ull=1} > 0, 


und ||7|| oder —||T|| gehören zum Spektrum von T. Nach 4.4 (b) gibt es also 
einen Eigenwert Aı von T’ und einen zugehörigen Eigenvektor vı mit ||vı|| = 1 
und 


Aıl = IT| = sup { |Tull | Null =1} = supf (u, Tu) | Jul=1}- 


Wegen |Aı| = | (vi, Tvı)| = ||Tvi|| kann sup jeweils durch max ersetzt werden. 
(ii) Die restlichen Behauptungen (c),(d) ergeben sich durch Induktion. Ist 
Uly...,%m ein ONS mit Tv, = Arvg für k=1,...,n, so setzen wir 


V„ := Span{vı,...,Un}, Am = v}. 


Offenbar ist V„ ein T-invarianter Teilraum, also ist #% ein T-invarianter, abge- 
schlossener Teilraum von /, vgl. 3.3 (a). Wir betrachten die Einschränkung 77 
von T auf 5%. Nach Voraussetzung gilt T„ # 0, denn sonst wäre % C Kern T, 
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also BldT = KemTt c Hr = V„. Mit T ist auch 7, kompakt und symme- 
trisch. Wie in (i) erhalten wir die Existenz eines Eigenwerts An+ı und eines 
zugehörigen Eigenvektors v„n+1 von T„ (und damit auch von 7’) mit 


lAnzıl = max{|(u, Tu)| | Jul=1, ven} 








max { |Tull | Ill =1, wesen} = |Tall- 


(ii) Daraus ergibt sich die Behauptung (a): Seiue # und 
Un := u-), (vr, u)ur = u— Pru, 
k=1 


wo P„ der orthogonale Projektor auf V„ ist. Dann gilt un € #n = (Bild P.)" 
und |u]]? = |[un ||? + || Paul]? > |un||?, also 


ITun|ı = ITrunl| < Tall url S IAntıl- ul > 0 für n 00, 


da (An) eine Nullfolge ist. Nach Definition der un folgt 


n 


Tu = lim %) (v,u)Tvor = lim YAr(vr, u) OR. 


n>oo 1-1 n>&© 1-1 


Zu Bemerkung (i). Sei Tu = Au, u#0,X #0. Dann gilt u= +Tu e BildTT. 


Da vı,va,... ein vollständiges ONS für BildT ist, folgt u = % (OR, U) Or. 
k=1 
Daher gilt aufgrund des Entwicklungssatzes (b) 


0=Tu-Au= (Ar -A)(vr, u) Ur. 


k=1 











Wegen u # 0 gibt es ein m mit (vum, u) #0, also A= Am. 





4.6 Darstellungen kompakter symmetrischer Operatoren 


(a) Satz. Ein linearer Operator T: #f — KH auf einem unendlichdimensio- 
nalen Hilbertraum Zf ist genau dann kompakt und symmetrisch, wenn es ein 
vollständiges ONS vı,va,... für Zf und eine reelle Nullfolge (An) gibt, so dass 


T= >» Ar | vr )( vr | 
k=1 
im Normsinn gilt. Dabei ist |vr)(vr| der Projektor u (vr, U) vr. 


Mit der unitären Abbildung U: — , ur ((v1, u), (v2, u),...) ist also 


T=U"MU; 
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dabei ist My der Multiplikator (x1,x2,...) > (Aızı,Aaza,...) auf ?. 
Für jede Funktion f:o(T)— C mit lim f(An) = f(0) ist daher 
n—oo 


oo 


= uf IOAr) |vur)(vr|. 


BEWEIS. 
(i) Für jedes ONS vı,va,... und jede reelle Nullfolge (An) sind 


n 
=2» x | vr) or | 


symmetrische Operatoren endlichen Rangs, insbesondere kompakt. Bilden diese 
eine Cauchy-Folge in der Operatornorm, so ist ihr Normlimes 7 kompakt und 
symmetrisch. 


(ii) Sei T kompakt und symmetrisch. Dann gilt # = Kern T ® Bild 7’, wobei 
KernT und BildT = Kern T* beide T-invariant sind, vgl. 3.3 (a). 


Ist T von endlichem Rang, so gibt es nach Bd. 1, 820:3 eine ONB (vı,..., um) 
für BildT', bestehend aus Eigenvektoren zu von Null verschiedenen Eigenwer- 
ten Aı,...,Am- Wir ergänzen diese durch ein vollständiges abzählbares ONS 
Um+1, Um+2,... für KernT zu einem vollständigen ONS vı,va2,... für Z und 
setzen Ar := 0 für k > m. 





Sei T nicht von endlichem Rang. Im Fall KernT = {0} folgt die Behauptung 
aus 4.5, Bemerkung (ii). Andernfalls gibt es ein (endliches oder abzählbares) 
vollständiges ONS u1,ua,... für KernT' und ein vollständiges ONS wı, wa,... 
für BildT aus Eigenvektoren, Twr = urwr (k € N), wobei |wı| > |u2| > ..... 
Im Fall dim Kern 7’ = m setzen wir 


u; A500 für kel,...,;M, 

Umt+k = Wk, Amtk = Ur für k>m. 
Im Fall dim Kern T = © setzen wir 

VaR-1'= Wk, A2k-1'= Ük, 

var :=Ur, Ar:=0 für k=1,2,.... 


In jedem Fall ist dann vı, va,... ein vollständiges ONS für 5 aus Eigenvektoren, 
und die zugehörigen Eigenwerte bilden eine reelle Nullfolge. Für u € 5£ gilt also 


© 
(vr, u ) Ur ’ 
k=1 
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und wegen der Stetigkeit von 7' 


(vr, u) Tor = % Ar (Ur, U) Ur & 


1 k=1 


GE 


DT 
k 


Definieren wir die Operatoren 7n wie oben, so folgt aus der Besselschen Unglei- 
chung 


IKT-T)ul? = D [ArlKor, u)? < maxtlArl? | k>n} ul”, 
k=n+1 


also 


IT- Tr|| 0 für no. 


Die letzte Behauptung des Satzes folgt aus $21:7.6 (a): Gilt im f(An) = f(0), 
N—0oO 


so ist f stetig auf o(T) = {(0,Aı1,A2,...)}, also ist nach den Bemerkungen 
3.7 (a) 


FT) =UT"MoaU 


mit 














Mpox = (zı,22,. 5 ) HH (f(Aı)zı, (Aa )xa, eine Js 


(b) Spektralzerlegung positiver kompakter Operatoren. Für einen posi- 
tiven kompakten Operator 7' ordnen wir die von Null verschiedenen Eigenwerte 
der Größe nach: 


Hı>wua>...>0, 


und bezeichnen die orthogonalen Projektoren auf die Eigenräume Kern (T - ur) 
mit Pe (k=1,2,...). Nach 4.5 ist dann 


T=-) ur 
k 


eine endliche Summe oder eine normkonvergente Reihe. Da die Funktionen 
ex = X|_o,x] für alle A # 0 stetig auf o(T) sind [UA], erhalten wir aus (a) 
die Spektralschar auf folgende Weise: Wir setzen io = 0 und bezeichnen den 
orthogonalen Projektor auf KernT' mit Po. Dann gilt wegen Eo = u: Ex 


Ex = 3 Pr füralle AER. 


HESA 


Für einen Vektor u € 3 mit ||u|| = 1 ist dann das Spektralmaß 


2 
Au =D |Peull? ou, 
k>0 


ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaß. 
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5 Anwendung auf Rand-Eigenwertprobleme 


5.1 Umkehrung des Hamilton Operators eines in ]0, 1| eingesperrten 
Teilchens 


(a) Für eine gegebene Funktion f € C [0,1] besitzt das Randwertproblem 
u" = f, u) = ul) =0 
eine eindeutig bestimmte Lösung u € C?[0,1], gegeben durch 


t1-2) für t<e, 


u(x) = je@9 10 dt mit G(x,t) = ns ir Sr. 


Diese Lösungsformel lässt sich wie folgt gewinnen: Für eine Lösung u von (x) 
gilt 


x t 
u(z) = [w(t)dt mit w’(t) = w(0) — [ f(s)ds. 
0 0 
Daraus ergibt sich durch partielle Integration wegen u(0) = u(l) = 0 


u(z) = w()e-f1 f(s) ds dt 
f) 


o—_. 


(1) R 
fe)dt+ [fa-1) fl) dt. 


0 


= uw(0)2- (2-1) 


oa 


1 

Wegen u(1) = 0 folgt w’(0) = [(1-t) f(t) dt. Setzen wir dies in (1) ein, so 
0 

erhalten wir nach passender Umstellung 


z 1 


(2) ua) = (1-2) ftfl)d+z[(l-t)fli)d = [Cla,t) fli)dt. 


0 z 0 


Erfüllt u umgekehrt die Gleichung (2) mit f € C/[0, 1], so folgt offenbar u(0) = 
u(1) =0. Differentiation ergibt zunächst 


(3)  w(z) = - Str@) dt + [(1-t) flt)dt, 
0 c 


woraus die C?-Differenzierbarkeit von u und w’” = —f folgt [GA]. 


(b) Im Hinblick auf die im nächsten Paragraphen behandelte Theorie unbe- 
schränkter Operatoren geben wir diesem Ergebnis eine andere Fassung. Sei 


[0,1] := {ue C?[0,1] | u(0) =u(l)=0}. 
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Da dieser Raum die Testfunktionen mit Träger in ]0,1| umfaßt, liegt er nach 
820:8.5 dicht in L? [0,1]. Für u € C2 [0,1] sei 
„ 


Hou := -u. 


Dann ist Ho: C3 [0,1] — C [0, 1] bijektiv, und für fe CO, 1] gilt 


Hou=f & u=Tf mit (Tf)(e) := [ Gla,t) fl) dt. 


Or 


(c) Der Operator T ist für alle f € L? [0,1] definiert. Bevor wir seine Eigen- 
schaften analysieren, setzen wir den Operator Ho auf einen größeren Definiti- 
onsbereich fort. Hierzu berufen wir uns auf den Begriff der Absolutstetigkeit 
(88:3.1) und auf den verallgemeinerten Hauptsatz $8:3.2. Sei 


D(H) := {u ec'[o,1] | u absolutstetig, u’ € L? [0,1], u(0) = u(1)} 


und Hu := —u” für u € D(H). Der hierdurch definierte Operator H (genauer 
12H ) dient als Hamilton-Operator eines in ]0, 1[ eingesperrten Teilchens. Dieser 
ist unbeschränkt, denn für 


Un (x) := 7 sin(mn«) 


gilt |en| = 1, |Hon|| = m’n?. 


(d) Satz. T ist ein kompakter symmetrischer Operator auf L? [0,1] mit folgen- 
den Eigenschaften: 

T ist injektiv, 

BildT=D(H), 
der Operator H besitzt also die kompakte Inverse T.. 


Ferner gilt 
a. L}r 
ITAle < zo" de für Fer?lo,1), 
0 


d.h. für jede in L? [0,1] konvergente Folge (fn) ist die Bildfolge (T fn) gleich- 
mäßig konvergent. 


BEWEIS. 


(i) Die Kompaktheit von T folgt aus 4.3 (b), da G auf [0,1] x [0,1] stetig ist. 
Wegen G(t,x) = G(z,t) für 0 <z,t<1 ist T symmetrisch (821:3.4 (e)). 
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(i) Seiu= Tf mit fe L? [0,1]. Dann folgt aus (2) nach dem Hauptsatz $8:3.2 
aufgrund derselben Rechnung wie oben u(0) = u(1l) =0 und 


£ 


1 

(3) wa) = - [tflt)dt + [(1-t)flt)dt fü. 
0 z 

Wiederum nach dem Hauptsatz folgen die Absolutstetigkeit von u’ und daher die 

C!-Differenzierbarkeit von u als unbestimmtem Integral von u’. Differentiation 

von (3) ergibt u” = —f füü., d.h. u” e 1? [0,1]. 

Aus Tf = 0 folgt insbesondere f=-(Tf)}" =0 fü. 

(ii) Für ue D(H) und f:=-w” € L? [0,1] ergibt sich die Formel (1), d.h. 

u = Tf, wie in (a) mittels des Hauptsatzes und partieller Integration (vgl. 

88:33). 

(iv) Für u=Tf gilt nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 


1 


1 1 
1 
2< 2 2 Binz 2 
u(z)|” < 100 zu] dt, dabei ist 1 0) di< 





für alle x € [0, 1]. Ferner gilt ||T|]? < 5 Hl. 











(e) BEMERKUNG. In 89:4.5 (b) wurde gezeigt, dass durch v„ (x) = V?2 sin(rnz) 
(n=1,2,...) ein vollständiges ONS für L? [0,1] gegeben ist. Aus dem Satz (d) 
ergibt sich ein weiterer Beweis dieses Sachverhalts. Da 0 nach (d) kein Eigenwert 
von T ist, gibt es nach 4.5, Bemerkung (ii) ein vollständiges ONS für L?[0, 1] 
aus Eigenvektoren v € L? [0,1] zu Eigenwerten A Z 0 von T. Für solche gilt 
v= T(v/A) € BildT = D(H), insbesondere v € C[0,1]. Nach (a) folgt dann 
sogar v € C} [0,1] und 


v’ +Av = 0, v(0)=v(1l)=0. 


Die einzigen Lösungen dieses Eigenwertproblems ergeben sich aber bekanntlich 
durch A= n?n?, v=cv„ mit geeignetem n € N und einer Konstanten c #0. 


5.2* Die inhomogene schwingende Saite 


(a) Separationsansatz und Eigenwertproblem. Eine elastische, an den 
Enden eingespannte Saite der Länge 1 mit der stetigen Massendichte o > 0 
unter der Spannung o möge kleine Transversalschwingungen in der x, u-Ebene 
ausführen. Für die Auslenkung u(z,t) aus der Ruhelage an der Stelle x € [0,1] 
zur Zeit t ergeben sich wie in 81:2 die Wellengleichung und die Einspannbedin- 
gungen 


Hulz,t) _ Oulz,t) 


DD = TE 0,1) = ul.) = 0, 
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dabei ist p(x) = o(x)/o stetig und strikt positiv. Gegeben seien ein Anfangs- 
profil f und eine Anfangsgeschwindigkeit g. Wir fragen nach der Existenz und 
Eindeutigkeit einer Lösung u von (1) mit den Anfangsbedingungen 


2) 12,0) = Sa), G4a,0) = ala). 


Die Separationsmethode zur Lösung dieses Problems besteht darin, wie in 86 
zunächst alle Produktlösungen u(x,t) = v(x)w(t) von (1) zu bestimmen (ste- 
hende Wellen) und dann zu zeigen, dass sich die Lösung von (1), (2) als Super- 


position u(z,t) = I, vr(x)wr(t) von Produktlösungen ergibt. 
k=1 


Für die Produktlösungen erhalten wir in gewohnter Weise die Bedingungen 


)  -vÜe@) = Apla)v(e), v(0) = vll) =0 
und w”(t) +Aw(t) = 0 mit un Banden Konstanten A. Durch partielle 


Integration ergibt sich aus ( 3] plul? = [ |v’]P, also A>0 für v#0. 
0 


(b) Das Eigenwertproblem (*) für OZ# ve C? [0,1] ist nach 5.1 äquivalent zur 
Integralgleichung 


v(z) = N G(z,t)p(t)v(t)d O<a<I1). 
0 


Wir schreiben diese in der Form 


(**) Su = uv mit u=3; (Sv)(x = [ Sta.) (t) v(t) dt. 


(c) SATz. S ist ein kompakter symmetrischer Operator auf dem Hilbertraum 
FH =1? [0,1] mit dem Skalarprodukt 


Es gibt ein vollständiges ONS vı,va,... für # aus Eigenfunktionen von S und 
zugehörige Eigenwerte uı > ua > ... > O0 mit folgenden Eigenschaften: 


Die vr sind reellwertige C? -Funktionen mit 
U = Ar p%r (A = = z), vr(0) = vr(1) = 


Für die Eigenwerte besteht die Identität 


GE 
= 


= [ S E(a,t)” p(x) p(t) dedt. 
00 


= 
Il 
nA 
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BEWEIS. 
(i) Nach Voraussetzung 0 <pe C[0,1] gibt es Zahlen 0 < po < pı mit 


1 


2 2 2 
po | lu(a)” dx = pollull” < lull, < villull 
0 


also sind die gewöhnliche L?-Norm und die Norm ||. |, äquivalent. Daraus folgt 
die Vollständigkeit von 5 und die Kompaktheit von S, denn es gilt Su = T(pu) 
mit dem kompakten Operator 7' von 5.1. Die Symmetrie von $ folgt aus 


(u, Sv), = (u, pTpv) = (pu, Tpv) = (Tpu, pv) = (Su, pv) = (Su, v),: 





(ii) O ist kein Eigenwert von S: Sv=T(pv) = 0 pv=0 v=0Lfü. 
nach 5.1 (d). Aus Sv = ww, 0O£vVE SH, u #0 folgt nach 5.1(b) zunächst, dass 
v = u!T(pv) stetig ist mit v(0) = v(1) = 0. Nach 5.1 (a) ist v dann sogar eine 
C?-Lösung des Rand-Eigenwertproblems (x) mit A=1/u > 0. 





(iii) Für zwei reellwertige Lösungen u, v von (x) ist die Wronski-Determinante 
We) = ulaz)v'(a) < u (w)v(e) 


konstant und verschwindet daher wegen der Randbedingungen identisch. Daher 
sind u,v linear abhängig, vgl. $4:2.2. Da für jede komplexwertige Lösung (x) 
auch Real- und Imaginärteil Lösungen von (x) liefern, sind die Eigenräume von 
S eindimensional und werden von reellwertigen Funktionen aufgespannt. 


(iv) Aus (ii) und (iii) und 4.5, Bemerkung (ii) ergibt sich die Existenz eines 
vollständigen ONS v1, va,... der oben angegebenen Art für 7. 

Für Ge(t) := G(z,t) gilt Gz € Z und damit Gz = 2 (v8, Ga)pvr im 
Hilbertraumsinn für jedes feste x € [0,1]. Dabei ist 


(vr, Gr) — 


p 


G(z,t) p(t) ve(t) dt = (Svr)(2) = urvr(2). 


Or 


Aus der Parsevalschen Gleichung folgt somit 
1 oo 
[ ec, t)dt = ||Gz I = Yırule)? für 0o<e<1. 
f) k=1 


Nach dem Satz von Beppo Levi ist die gliedweise Integration dieser Reihe erlaubt 
und ergibt 


JS CH? pi) at) pla)dr - Dr vle)oa)a=- Yu. qm 
{0} {0} k=1 0) k=1 


Als Folgerung erhalten wir den 
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(d) Entwicklungssatz. Jede Funktion u € C5 [0,1] besitzt die für 0o<x<1 
gleichmäßig konvergente Reihenentwicklung 


ie Don u),unle). 


BEWEIS. 
Nach 5.1 (a) gilt u = T(-u”) = Sf mit f := -u”/p e 5. Mit dem im Satz 
genannten ONS vı, va,... erhalten wir die Entwicklung 
f = ” (vr, ,% 
k=1 


in Z. Wegen der nach 5.1(b) bestehenden Abschätzung 


ISwl. = IT(pw)| 


2 2 2 
o < 3 pl Iwll, 


führt S jede in  konvergente Reihenentwicklung in eine gleichmäßig konver- 
gente Reihenentwicklung über, also konvergiert die Reihe 


oo 


u=Sf= )% (vr, f), Sur 


k=1 
gleichmäßig in [0,1]. Die Behauptung ergibt sich nun aus 
(vr, f), Svr = (Ur, F),uRUR = (firtR, F), Ur 
= (Sup, f), Ur = (Ur, Sf), Ur 


= (Ur, U), Ur: 














(e) AUFGABE. Zeigen Sie, dass jede Lösung u des Randwertproblems (1) der 
inhomogenen schwingenden Saite Superposition von Produktlösungen ist: 


u(z,t) = Y, wr(t)vr(z), wobei Ür + Ar wr = 0. 
k=1 


Anleitung: Wenden Sie auf w : x > u(z,t) den Entwicklungssatz (d) an und 
untersuchen Sie wr(t) = (vr, ur), in Analogie zu 86:3.1. 

(f) AUFGABE. Seien f = S?fo, g = S®go mit fo,go € L? [0,1]. Zeigen Sie, dass 
dann das Anfangs-Randwertproblem (1), (2) eine Lösung besitzt. 


Anleitung: Gehen Sie analog zu 8$6:3.2 vor: Reihenansatz gemäß (e) mit 


wr(t) = ar cos YArt+ Prsin YArt, ar = (Ur, f),, Br = VHr(VR, 9), > 


und Nachweis der zweimaligen gliedweisen Differenzierbarkeit der Reihe für u. 
Beachten Sie dabei, dass nach 5.1 (b) ||vr||, < Ar c mit einer Konstanten c gilt 


und dass die Reihe )) u2 konvergiert. 
k=1 
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6 Der allgemeine Zustandsbegriff 


6.1 Die Spurklasse 

(a) Sei T ein symmetrischer Operator auf einem n-dimensionalen Hilbertraum 
H,A= (pı,...,2n) eine ONB für 4 und A= (air) = Mı(T) die Koeffi- 
zientenmatrix von T'. Ferner sei B = (vı,...,Un) ein ONB aus Eigenvektoren 
von T zu den Eigenwerten Ak = (vr, Tur) (k=1,...,n). 

Dann gilt bekanntlich air = (pi, Tor) und 


n n n 


Spur A = Y)ark = D, (pr, Tor) = DD) Ar = ZU Y%, Tor). 


k=1 k=1 k=1 k=1 


Wir verallgemeinern dieses Ergebnis auf unendlichdimensionale Hilberträume, 
wobei geeignete Voraussetzungen über die Konvergenz der an die Stelle der 
Summen tretenden Reihen zu machen sind. 


(b) Ein Operator T € £(f) heißt Spurklasse-Operator, wenn es ein voll- 
ständiges ONS Yı,%a,... für Z gibt mit 


> (pr, |Tlpr) < wo. 
k 


Dabei ist |T| := (T*T)V?, vgl. $21:8.3 (a). Die Gesamtheit 7(F) der Spur- 
klasse-Operatoren auf 5 wird die Spurklasse (trace class) genannt. 


Hat 5 endliche Dimension, so gehört jeder Operator T: 3 — 5 zur Spur- 
klasse. Unser Interesse gilt im Folgenden den positiven Spurklasse-Operatoren 
auf unendlichdimensionalen Hilberträumen 4. 


BEISPIEL. Ist T € £(5f) kompakt und positiv, so gibt es ein vollständiges 


ONS vı,va2,... aus Eigenvektoren und zugehörige Eigenwerte Aı,Aa,.... We- 
gen (%%, Tur) = Ar > 0 gehört T sicher dann zur Spurklasse, wenn 

> Ar < 00. 

k=1 


Satz. Spurklasseoperatoren sind kompakt. Ist T ein ein positiver Spurklasse- 
operator, so hat die Spur 


oo 


tr(T) := %, (pr, Tor) 


k=1 


von T für jedes vollständige ONS yı,ypa,... denselben Wert. 
Ist insbesondere vı,va,... ein vollständiges ONS aus Eigenvektoren von T mit 
zugehörigen Eigenwerten Ar = (vr, Tur), ... , so gilt 


= ir 
k=1 


Die entsprechenden Aussagen für dim 5° < 00 wurden unter (a) aufgeführt. 
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BEWEIS. 


(i) Es genügt, die Kompaktheit positiver Spurklasseoperatoren zu zeigen, denn 
mit T ist definitionsgemäß auch |7T| ein Spurklasseoperator. Ist |T| kompakt, so 
auch 7 wegen der Polardarstellung T = U|T|, vgl. $21:8.3. Wir betrachten 
im Folgenden neben T > 0 die positive Quadratwurzel TY/? (821:8.2) und 
beachten, dass 


(v, Tu) = (v, TY/?TY?u) = (Tv, T/?u), 
insbesondere 
(u, Tu) = ||T'’?ul?. 
Sei dm #=&,0<TeT(3f) und pı1,%2,... ein vollständiges ONS für 37 


mit 


(er, Tor) =D IT pr? < oo. 
k=1 


n 


Tnau := %, (pr, Tu)pr 


k=1 
sind Operatoren endlichen Rangs gegeben. Mit der Parsevalschen Gleichung und 
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir für ||u|| < 1 


oo 





ITu-Trul? = % Kor, Tu)|? 
k=n+1 
= D KT, Tu)? 
k=n+1 
< |Tu? D IT? 
k=n+1 
< m? D (or, Tor)lkul?, 
k=n+1 


also gilt lim ||7 — 7,|| = 0, und 7 ist nach 4.2 (b) kompakt. 
Nn—0o 


(i) Somit gibt es ein vollständiges ONS vı, va,... aus Eigenvektoren von 7 mit 
zugehörigen Eigenwerten Aı >A2 > .... Aus den Darstellungen 
Pk = 2» (Un, Pr)Un; Typr — >> (un, Tpr)Un 
n=1 n=0 


folgt mit der allgemeinen Parsevalschen Gleichung 8 9: 4.4 (c) 


oo oo 


(Pr, Tor) = (Un; Pr)(Un, Tpr) — 3 (Un; Pr)(Tün, pr) 
) = zZ 


n 


An (un, Pr)”. 


l 
GE 


1 
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Da nach der Parsevalschen Gleichung die Reihe 


x 2 2 
2) % Kun, ar) = In = 1 
k=1 
konvergiert und wegen der vorausgesetzten Konvergenz der Reihe I) (pr, Tr) 
k=1 
erhalten wir aus dem großen Umordnungssatz Bd.1, 87:6.6 


oo 


(Er (un, Pr) ?) 
"(uk Un, Pk) 1?) == > An un? — > An; 
n=1 n=1 


2 18 


>> (Pr; Tr) = 
k=1 


3 
IR | 


(3) 


> 


insbesondere die Konvergenz der letzten Reihe. 
(iii) Ist d1,%a,... ein anderes vollständiges ONS für 5, so gelten die Glei- 
chungen (1), (2) mit x statt gr. Da I, An konvergiert, erhalten wir mit (2) 


n=1 
die Konvergenz der Reihen 
An =D (D Anton dr) ?) = (alt un, dr) |?) 
n=1l n=1l k=1 k=1 n=1 


nach dem großen Umordnungssatz. Aufgrund von (1) mit 4, statt pr folgt die 
Konvergenz der Reihe 


oo 


(dr, Tr) = I, An = = (pr, Tor): 


Im 














Im Fall dim 5? < oo sind die Reihen durch endliche Summen zu ersetzen. 


6.2 Der allgemeine Spurbegriff 


SATZ. Für einen positiven Spurklasseoperator T und einen Operator AE L() 
hat die Spur 

tr(AT) := 3, (Pn, ATpn) 
für jedes vollständige ONS pı,%a2,... denselben endlichen Wert. Insbesondere 
gilt 


tr(AT) = Y,Ar(vr, Avr) 
k 
für jede nach 4.6 (a) und 6.1 bestehende Darstellung T= ), Ar |vr)(vr |. Für 


k 
den Projektor T=|yp)(yp| auf Span {y} mit ||p|| = 1 ergibt sich insbesondere 
tr(AT) = (9, Ap) für Ae L(5). 
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BEWEIS. 
Da T nach 6.1 kompakt ist, gibt es nach 4.6 (a) ein vollständiges Orthonor- 
malsystem vu; (k = 1,2,...) aus Eigenvektoren von T zu den Eigenwerten 


Ar = (vr, Tour), wobei Y) Ar =tr(T) < oo. 
k 
Sei 91, %2,... ein beliebiges vollständiges ONS. Dann gilt fürn =1,2,... 


Ton = > (vr, Ton)ur = > (Tor, Pn)URr = > Ar( Ur, Pn)Ur. 
Da A stetig ist folgt 
ATyon = > Ar(UR, Pn)Avr , 
und wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts ergibt sich daraus 
1) Kom, ATon) = 2 Ar (Pr, Ur) pn, Ave). 
Die Parsevalsche Gleichung 8 9:4.4 liefert die absolute Konvergenz der Reihe 


(2) (w, Au) =), (Pn, UR)(Pn, Aur). 


n 


Wegen |Ar (vr, Aug) | < |Ar| || Avr || < |Ar| || A| konvergiert die Reihe 
5 := Y,Ar(vr, Avr) 
k 
absolut. Aus dem großen Umordnungssatz folgt mit (2) und (1) 


5 2) E Ar d (Pn, Ur) (YPn, Aur) — % (I Artonı vr)( pn, Aun)) 


k n n 


nn 
— 


— > (Pn, ATpn) im Sinne absoluter Konvergenz. 


Ist ||o|| = 1 und T = |p)(„|, so ergänzen wir pı := p zu einem vollständigen 
ONS Y1,%2,... für Z. Wegen Tyı = Tp = p und Tpn = 0 für n > 2 folgt 
nach dem Vorangehenden 

tr(AT) = (pn, ATon) = (91, ATpı) = (9, Ap). 


n 














BEMERKUNG. Die Spurklasse 7 (47) ist bezüglich der Spurnorm ||T||, =tr(|T|) 
ein Banachraum. Jedes stetige lineare Funktional Z auf (T(37),|| ||,) hat die 
Form 


L(T) = tr(AT) für Te T(5£) 


mit einem geeigneten Operator AE £Z(F). 


Für den BEWEIS verweisen wir auf REED-SIMoON [130] V1.6. 
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6.3 Zusammensetzen zweier Vektorzustände 


(a) Im folgenden seien p,ıb € 5 linear unabhängige Vektoren mit ||p|| = 
|x’]| = 1. Wir betrachten eine Linearkombination n = ap + Bıb mit ||n|| = 1. 
Der Zustand P} = |n)(n| wird kohärente Überlagerung der Zustände P,,P, 
genannt. 


(b) Eine Gesamtheit heißt echtes statistisches Gemisch der durch %, ı beschrie- 
benen Gesamtheiten, wenn ihre Teilchen mit einer Wahrscheinlichkeit p > 0 im 
Zustand P, und mit Wahrscheinlichkeit g = 1—-p > 0 im Zustand P,, präpariert 
sind. 


Eine illustrative Diskussion der physikalischen Bedeutung und der Abgrenzung 
dieser Begriffe gegeneinander finden Sie in COHEN-TANNouD\JI [157] Ch. III E. 


Wir betrachten eine beschränkte Observable, beschrieben durch einen symme- 
trischen Operator A € £(3£). Sind up, fi, die zugehörigen Spektralmaße und 
lg, fu, deren Erwartungswerte, so ist es naheliegend, die Verteilung u der Be- 
obachtungswerte der Observablen A im statistischen Gemisch in der Form 


BZ Php + IH 


anzusetzen mit Erwartungswert 


) BP + gain = P(P,Ap) +q(y, Ay). 


Aus der letzten Formel entnehmen wir: Echte statistische Gemische sind keine 
Vektorzustände, insbesondere keine kohärenten UÜberlagerungen. Denn es gibt 
keinen Vektor n mit ||n|| = 1, so dass fin = Pf + Qi, d.h. 


(n, An) = p(p, Ap) + a(v, Ay) 
für jede beschränkte Observable A gilt ([UA], betrachten Sie A = P,). 


(c) Dem Zustand des oben genannten statistischen Gemischs soll ein Operator 
W so zugeordnet werden, dass sich Vektorzustände P, = |p)(»| als Spezialfall 
unterordnen. Dies soll vor allem die Formel für die Erwartungswerte betreffen. 
Dazu beachten wir, dass P, = |p)(yp| ein positiver Spurklasseoperator mit 
Spurl ist und dass nach 6.2 


ügp = (9, Ap) = tr(AP,) 
für jede Observable A gilt. 
Der Ansatz 
w:=pleiel+talbıkvl 


zur Beschreibung des Zustands unseres statistischen Gemischs leistet das Ge- 
wünschte: 
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(d) Satz. W = plyp)(pl+qa|ub)(B| ist ein positiver Spurklasseoperator mit 
der Eigenschaft 


tr(AW) = p(p, Ap) +a(b, Ab) = Pig +4 Hy 

für alle symmetrischen Operatoren Ae £(5). Für A=1 gilt insbesondere 
ttrW =1. 

BEWEIS. 

Aus Wu=p(p,u)p+gq(b,u)®d folgt dimBildW =2 und 
(u, Wu) = pl(p,u)l’+al(b,u)]? > 0. 


Als positiver Operator endlichen Rangs gehört W also zur Spurklasse 7 und ist 
insbesondere kompakt. Also gibt es eine ONB vı,va für Bild W und zugehörige 
Eigenwerte Aı >A2>0 mit 


W = Aılvı)(vil + A2|vaY(v|. 


Wir ergänzen vı,v2 durch ein vollständiges ONS v3,va,... von KernW zu 
einem vollständigen ONS vı,va,... für 3. Nach 6.2 gilt für Ae £() 


tr(AW) = (v1, AWvı) + (v2, AWva) 





= (v1, Alp(p,vı)p+g(Y,vi)d)) + (v2, Alp(y, va)p+g(Y,v2)%)) 
p((yp, vı)(v1, Ap) + (Y, v2)(v2, Ap)) 
+a(ld,vı)(vı, Ab) + (Y,v2)(v2, Ay)) 

= p(p, Ap) +q(%b, Ab) 
nach der Parsevalschen Gleichung $9:4.4 (c). Für A=1 folgt 





uT=plp,eo)+takb,d)=p+tqg=1. 











6.4 Der allgemeine Zustandsbegriff 


(a) Der Zustand eines quantenmechanischen Systems mit Systemhilbertraum 
7 wird durch einen positiven Spurklasseoperator W mit trW = 1 (Dichte- 
operator) beschrieben. Nach 4.6 besitzt jeder Dichteoperator eine Darstellung 


dim 
W= ) m |u)(ur|, 
k=1 
wobei v1, va,... ein vollständiges ONS für 5 aus Eigenvektoren von W zu den 


Eigenwerten pı,p2,... € R+ ist sowie (nach 6.1) 


Ypr=1=trW. 
k 
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Ist eine Observable durch einen symmetrischen Operator A € £(5f) beschrie- 
ben und sind Av, ,Yva,--. die zugehörigen Spektralmaße, so deuten wir deren 
Konvexkombination 


BZ Hy = Pr log 
k 
als die Verteilung der Beobachtungswerte für A im Zustand W. Demgemäß ist 


m = > Pr Lv; = 3 pr (vr, Avp) = tr(AW). 
k 


k 


(b) SATZ. Seien ur, ua,... beliebige Vektoren der Norm 1 und cı,ca2,... nicht- 
negative Zahlen mit I) cn =1. Dann ist durch die normkonvergente Reihe 
=! 
W:=), in |Uun)(Un| 


n=l 


ein. Dichteoperator gegeben. 


BEWEIS. 
Für den Projektor Pn = |un )(un | vom Rang 1 gilt || Pa|| = 1. Für die Par- 
m m+k 
tialsummen Sm = I, Cn|Un)(Uun| ist daher |Sm+r — Sm|| < % n- 
n=1 n=m+1 


Somit ist W nach 4.2 (b) kompakt. 
Wegen Prp = (Un, P)Uün gilt W > 0, denn 


Cn Kun, p)? > 0. 


GE 


(2,Wp) - Don (2, Un) (Un,P) — 


n=1l n 


1 


Für jedes vollständige ONS gY1,%2,... folgt mit dem Umordnungssatz und der 
Parsevalschen Gleichung 


8 


oo 


& Pr; Wr) — = >20 Un, Pk) — > Cn|ün |? 


n=1 


T 
Il 


= ©=L. 


n=1 


sl 














(c) BEMERKUNGEN. (i) Durch die Überlegungen 6.3 wurde der allgemeine Zu- 
standsbegriff allenfalls plausibel gemacht. Dass der Ansatz 6.4 vom Grundla- 
genstandpunkt aus zwingend ist, wurde 1953 von GLEASON gezeigt, Näheres 
dazu in MAckEy [137] 2-2. 


(ii)Die Frage, ob alle Dichteoperatoren möglichen Zuständen eines konkreten 
quantenmechanischen Systems entsprechen, soll uns hier nicht beschäftigen. Wir 
kommen in 825:4.7,4.8 darauf zurück. 
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6.5 Ideale Messungen 


Gegeben sei ein symmetrischer Operator A mit nichtentartetem diskreten Spek- 
trum, den wir in der Form 


A= Ar Pr mit P, = |or)(or| 
k 


darstellen; dabei ist 91,%a,... ein vollständiges ONS, die A, sind paarweise 
verschieden und o(A) = {Ar | k € N}. Ob die Folge (Ar) beschränkt ist (wie 
bisher immer angenommen) oder unbeschränkt sein darf wie in den nächsten 
Paragraphen, ist dabei unerheblich. 

Führen wir für die durch A beschriebene Observable eine Messung durch, so 
bedeutet dies einen Eingriff ins System und bewirkt im allgemeinen eine Zu- 
standsänderung. Wir studieren dies zunächst für den einfachsten Fall eines Vek- 
torzustands W = | b)(b | mit ||aP|| = 1. Da die Spektralschar nur Sprungstellen 
besitzt und nach 1.5 an den Stellen A, um P, springt, erhalten wir für das 
Spektralmaß 


ie =, | 5, = K pr, Y) ri, 
k 


Dies bedeutet, dass Aı,Aa,... die einzigen möglichen Messwerte sind und dass 
im Zustand W = |%)(b| der Messwert A, mit Wahrscheinlichkeit I Publ]? 
anfällt. 


Das Reduktionsprinzip der Quantenmechanik besagt, dass sich das System 
nach Messung eines Eigenwerts Ar, in einem Eigenzustand befindet. Demnach 
muss das System dann im Zustand Pk sein, da die Eigenräume eindimensional 
sind, und der Zustand kann sich bei nochmaliger Messung nicht mehr ändern. 


Wir drücken die Wahrscheinlichkeit || Pxıb||?, im Zustand W = |) (| den Wert 
Ar zu beobachten, auf andere Weise aus. Nach 6.1 gilt 


IPrul? = (#, Pr) = tr(PrW). 
Sei nun das System vor der Messung im gemischten Zustand 


W= 2 Palundihn| 


mit p1,p2,... e€Ry, > pr = 1 und einem vollständigen ONS 1, %a,... . Für 


das zum Zustand W ud zur Observablen A gehörige Spektralmaß u gilt dann 
nach 6.4 und der Rechnung oben 


key nie =D Yale SEE | real?) &; 
n n k k n 
=D (rm (ün, Prün)) a, = DV tr(AW)ör, 
n k 


k 
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d.h. der Wert A, hat auch hier die Wahrscheinlichkeit tr(P.W). Daher haben 
wir den Zustand W’ nach der Messung anzusetzen als 


W' = Ytr(PW)P,. 
R 


Um diese Gleichung umzuformen, testen wir den Operator tr(P.W)P; mit dem 
ONS g1,%a,.... Wir erhalten tr (kW) Pr yi =0 für kZ£i und 


% Pn(tn, PR)(Pk 3 Un) Pk 
= (Pr; > Pn(n, Pr) Un) Pr 


(Pr, Wor) pr = P-Wypr = PKWPropk.: 


Wegen P«W Pıpi = 0 für iZ£ k gilt somit 


*) W'’=WPWP:. 
Rk 


Unabhängig von den oben gemachten Annahmen heißt eine Messung ideal, wenn 
für den Zustand W vor der Messung und den Zustand W’ nach der Messung 
eine Formel der Bauart (x) gilt, wobei die P; orthogonale Projektoren sind mit 
P;P; = 6;, P,. Für solche folgt aus (*) wegen der Stetigkeit der Projektoren und 
aus P;P, = 6; Pk : Der Zustand 


w" = VW BW'P 


nach einer nochmaligen Messung der Observablen A ist wieder W’. 


Zur Diskussion des Messprozesses bei entarteten oder kontinuierlichen Spektren 
aus physikalischer Sicht verweisen wir auf COHEN-TANNouDJI [157] Ch. III E. 
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Vorkenntnisse. Maß und Integral (8 19, $ 20), Spektraltheorie beschränkter sym- 
metrischer Operatoren (821, 822), Testfunktionen und Glättung von Funktio- 
nen (810), Fouriertransformation auf .Z/(R”) (812:3). Einige Beispiele und 
Sätze beziehen sich auf die Theorie des Laplace-Operators auf Gebieten des 
R” und erfordern zusätzliche, separat ausgewiesene Vorkenntnisse; diese können 
von nur an der Quantenmechanik interessierten Lesern übergangen werden. 


1 Definitionen und Beispiele 


1.1 Orts- und Impulsoperator auf dem Schwartzraum ./ 


Wir realisieren die Heisenbergsche Vertauschungsrelation AB- BA = -il 
(h = 1 gesetzt) durch das Operatorenpaar 


P,Q: />J, Pu := -iu, Qu:=x-u für ue/ 
auf dem Schwartz-Raum ./ = ./(R) der schnellfallenden Funktionen; dabei 
steht x- u für die Funktion > x: u(x). 
Diese Operatoren erfüllen in der Tat die Vertauschungsrelation 
PQ-QP=-il,, 
denn für ve ./ gilt 


(PQu)(x) = -i — (zu(a)) = -iu(x) -ixu (2) = -iu(x) + (QPu)(x). 


Dass Q als Ortsoperator und P als Impulsoperator eines spinlosen Teilchens mit 
einem Freiheitsgrad aufgefasst werden, wurde in $18:4.5* plausibel gemacht; 
was P anbetrifft, geben wir in 825 (4.1 (d) und 3.5 (a)) eine tiefergehende Be- 
gründung. 


Wir notieren einige typische Eigenschaften dieser Operatoren: 
(a) Der Definitionsbereich / ist ein dichter Teilraum von # =L’(R). 
(b) P und @ sind symmetrisch: 
(u, Pv)=(Pu,v), (u, Qv) = (Qu,v) für alle uve L. 
(c) P und @ sind unbeschränkt. 
(e) P und @ besitzen symmetrische Fortsetzungen. 


Nachweis der Eigenschaften (a)-(e): 
(a) folgt aus $20:8.5 (a) und CC (R)cC SL. 
(b) Es gilt 


ee | u(z)zv(r)de = [ zu) v(e) de = (Qu, ev), 
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und partielle Integration ergibt 


(u,Pv) = -i [uvVde = i[wWode = [-iWvde = (Pu,v). 
R R R 


() Für un(z) := (An/m)!/te” gilt ||| = 1, |Pun|]? = Il” =n BA, 

also |ün|| = 1, ||Q@n||? = n nach 8 12:3. 

(d) Eine Fortsetzung Q:D- 5 des Ortsoperators Q:./— 5 erhalten wir 
— +0 

durch Qu = x-u auf D={ue # | [ |e-u(z)|” de < oo }. Der Impulsoperator 


oo 


P lässt sich durch Pu = -iw auf den Teilraum 
WR)={ueL?(R)|u absolutstetig, u‘ € L’(R)} 


fortsetzen, vgl. 38:3.1, 3.2. Wir zeigen später, dass die so definierten Fortset- 
zungen maximal symmetrisch sind, d.h. ihrerseits keine echten symmetrischen 
Fortsetzungen besitzen. 


1.2 Vertauschungsrelation und unbeschränkte Operatoren 


Typisch für die Quantenmechanik ist das Auftreten von Observablenpaaren, 
welche die kanonische Vertauschungsrelation AB-—- BA = -il erfüllen. Die 
dieser Relation genügenden Operatoren P und @ erwiesen sich als unbeschränkt. 
Dass die Vertauschungsrelation prinzipiell nicht durch beschränkte Operatoren, 
insbesondere nicht durch n x n-Matrizen erfüllbar ist, besagt der 


Satz von Wintner (1929). Für beschränkte Operatoren A,B auf einem nor- 
mierten Raum kann die Gleichung AB—- BA=al nur für «= gelten. 


BEWEIS nach WIELANDT (1949). 
Aus AB-BA=.al folgt 


A?B- BA? = A(AB- BA) +(AB- BA)A = 2aA, 
A®?B- BA? = A(A?B- BA?) + (AB - BA)A? = 304? 








und entsprechend durch Induktion 

A"B- BA" = naA””! für alleneN. 
Daraus ergibt sich 

n ja] - AP] < AP ABI + IBAAMS 2 JA - IBAN: 
Im Fall A" £0 fürallen eN folgt n|a| < 2] Al| - ||B|| für alle ne N, also 
a=0. 


Andernfalls gibt es einm € N mit A” =0 und A”! #0. Daraus ergibt sich 
maAr—!= ATB- BA” = 0, also ebenfalls a = 0. 
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1.3 Lineare Operatoren 


(a) Ein linearer Operator auf einem Hilbertraum 5 ist ein Paar A = 
(D,L), bestehend aus einem dichten Teilraum D von 5 und einer linearen 
Abbildung 


L:D-#. 


Gleichheit zweier Operatoren Aı = (Dı,Lı) und Aa = (Da, La) bedeutet im 
Folgenden in erster Linie Gleichheit der Definitionsbereiche und dann natürlich 
auch der Operationsvorschriften: 


Dı =Dz und Liu = Lau für alle ve Di=Da. 


Dass der Definitionsbereich eine entscheidende Rolle spielen wird, hat folgenden 
Grund: Dieselbe Operationsvorschrift L (z.B. u — Au) kann je nach Defini- 
tionsbereich Operatoren mit ganz verschiedenen Eigenschaften liefern, wie wir 
in den folgenden Beispielen vorführen. 


Meist werden wir bequemlichkeitshalber dem in der Literatur üblichen, nicht 
ganz konsequenten Sprachgebrauch folgen: Ein linearer Operator A ist gegeben 
durch seinen Definitionsbereich D(A) und die Vorschrift 


A:D(A)>H#, ur Au. 


Von besonderem Interesse sind symmetrische Operatoren A, gekennzeichnet 
durch 


(u, Av) = (Au,v) für wveD(A). 
(b) BEISPIELE. Auf 37 = L? [a,b] betrachten wir die Operatoren Ao, Aı, Aa, Az 
mit der Operationsvorschrift 
L=-A:ur -u" 
und den Definitionsbereichen 
D(Ao) = C2lla,d)), 
D(Aı) = Ch la,b] := {u € C? [a,b] | u(a) = u(b) = o} ; 
D(A2) = CO. [a,b] := {u € C? [a,b] | u(a) = e’* u(b), u(a) = e'? u (b)} 
mit einer festen Zahl ge R, 





D(As) = C? [a,b]. 


Ao heißt der minimale Laplace-Operator auf [a,b], Aı ist im Wesentlichen 
der Hamilton-Operator eines in Ja,b| eingesperrten Teilchens mit einem Frei- 
heitsgrad und Aa tritt im Zusammenhang mit periodischen Bewegungen bzw. 
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Bewegungen eines Teilchens in einer Raumrichtung eines Kristallgitters auf. As 
hat keine physikalische Bedeutung. 


Wir machen uns zunächst klar, dass Ao, Aı, Aa, Az lineare Operatoren sind. 
Hierzu ist zu zeigen, dass sie dicht definiert, d.h. dass ihre Definitionsberei- 
che dicht in 5 sind. Dies folgt für Ao aus $20:8.5(a) und für die anderen 
Operatoren wegen D(Ao) C D(Ar) für k = 1,2,3. 


Die Operatoren Aı, Aa, Aa sind zwar Fortsetzungen von Ao, unterscheiden sich 
aber in folgenden Punkten: 


Ao und Aı sind injektiv, Kern Aa = {u € D(A2) | w” = 0} ist für = 0 
eindimensional, und Kern Asa ist zweidimensional. 

Ao, Aı und Aa sind symmetrisch ([UA], zweimalige partielle Integration). 

As ist nicht symmetrisch ([GA], betrachten Sie u(x) = 1, v(x) = 2°). 


Weitere wesentliche Unterschiede zwischen Aı und Aa werden in 3.6 (a) disku- 
tiert. 


(c) Wir betrachten im Folgenden mehrfach den Raum 
H X ={ (u,u2) | u,u2 €} 
mit der Vektorraumoperation 
a(u1,u2) + B(v1,v2) = (auı + Pvı, au + Bva). 
Ausgestattet mit dem Skalarprodukt 
((u1,u2), (v1,V2)) yo = (Ur, vı)+ (u2, v2) 
und der zugehörigen Norm 


1/2 
ur, u2)lIexe = (Ian? + Iual?)” 


ist #7 x 5 ein Hilbertraum Al. 
Der Graph G(A) eines Operators A, 
GA) := {(u, Au) |ueD(A)}, 
ist offenbar ein Teilraum von #AxFH. 
Zwei Operatoren A,B sind genau dann gleich, wenn ihre Graphen als Mengen 
gleich sind: G(A)= G(B). 
1.4 Fortsetzung von Operatoren 


(a) Ein Operator Aa = (Da,L2) heißt eine Fortsetzung des Operators Aı = 
(Dı,Lı), wenn Di C Da und Lau = Liu für u € Di gilt. Für die Graphen 
bedeutet dies G(Aı) C G(Aa). Wir schreiben hierfür kurz 


Aı C As. 
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Für die in 1.3 (b) beschriebenen Operatoren gilt Ao C Aı, Aa C As. Dagegen 
gilt weder Aı C Aa noch Aa C Aı üAl. 


(b) Ist ein Operator A = (D,L) beschränkt, so besitzt er eine eindeutig be- 
stimmte Fortsetzung zu einem beschränkten Operator A & £(3£), vgl.821:2.9. 
Unbeschränkte Operatoren lassen sich dagegen auf verschiedene Weise fortset- 
zen, vgl. 1.3 (b). 


(c) Von besonderem Interesse sind symmetrische Fortsetzungen symmetrischer 
Operatoren. Ohne Beweis sei mitgeteilt, dass jeder symmetrische Operator A 
mindestens eine maximal symmetrische Fortsetzung B besitzt, d.h. es gibt 
wenigstens einen symmetrischen Operator B, der seinerseits keine echte symme- 
trische Fortsetzung besitzt, siehe REED-SIMON [130, II] X.3, Riesz-NAcv [131] 
Nr. 123. 


Ein unbeschränkter Operator lässt sich nicht zu einem auf dem ganzen Raum 
7 definierten symmetrischen Operator fortsetzen. Das besagt der 


Satz von Hellinger und Toeplitz (1910). Ein symmetrischer Operator A mit 
D(A) = # ist beschränkt. 


BEWEIS. 


Angenommen, A: — 5% ist symmetrisch und unbeschränkt. Dann gibt es 
Vektoren vn € X mit ||un|| = 1 und ||Avn|| > ©. Wir betrachten die Folge 
von linearen Funktionalen 


In:u + (Awn,u) = (in, Au). 


Wegen |Znu| < |un|| - || Aul| = ||Aul|| sind diese punktweise beschränkt, also 
normbeschränkt (8 21:4.3). Mit ||Ln|| = ||Avn|| > © für n > oo ergibt sich 
ein Widerspruch. 














1.5 Unbeschränkte Multiplikatoren 


(a) Multiplikatoren im £?. Für jede komplexe Zahlenfolge a = (a1,a2,...) 
ist durch 


DM) = lee a,n..)e? | Ya ar, 
k=1 
Ma ı 7 = (z1,22,...) HH (aızı,a2Xa2,...) 


ein linearer Operator Ma definiert, denn D(Ma.) enthält offensichtlich den in 
#2 dichten Teilraum (2 = Span {eı,e2,...}. 


Dieser Operator ist nach 821:2.6 genau dann überall definiert und damit be- 
schränkt, wenn die Folge (an) beschränkt ist. 
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(b) Multiplikatoren in L?(Q, u). Sei (N, A, u) ein o-endlicher Maßraum 
und v:N2—C eine beliebige A-messbare Funktion. Dann ist durch 


D(M,) := {u e L’(Q, u) |v- we L?(Q,u)} 
und die Vorschrift u:> v- u ein linearer Operator M, auf L?(D, u) definiert. 
Nach 821:2.7 ist dieser genau dann unbeschränkt, wenn v  LX(Q, u). 
Dass D(M,) dicht in L?(D, u) liegt, ergibt sich wie folgt: Für n=1,2,... ist 
Bn = {l<n} = {wen |wWw)| <n} e A. 
Für eine gegebene Funktion u € L’(N, u) und un := u-Xp, gilt 
un? < ul? und |v-wm|” <n? |ul?, 
also Un, u: Un € L?(9, u) und somit un € D(M,). Nach Konstruktion besitzt 
die Funktionenfolge (|u — un|?) die Majorante |u|” und konvergiert punktweise 


gegen Null. Daher gilt |u— un]? — 0 nach dem Satz von der majorisierten 
Konvergenz 8 20:5.2. 














2 Abgeschlossene Operatoren 


2.1 Der Abschluss eines symmetrischen Operators 
(a) Im folgenden stellen wir lineare Operatoren in der vereinfachten Form 
A:D(A)>5#, ur Au 


dar, siehe 1.3(a). Für einen symmetrischen Operator A mit Definitionsbereich 
D(A) konstruieren wir eine Fortsetzung A durch Grenzübergang: 


Wir legen den Definitionsbereich D(A) fest durch 
Es gibt eine Folge (un) in D(A) mit u= lim Un, 


uEeD(A):— [ für welche die Folge (Au„) konvergiert. ” 


Für we D(A) und eine Folge (un) der genannten Art setzen wir 


Au ::= lim Aun. 


n—Xo 


SATZ. Durch diese Vorschrift ist eine symmetrische Fortsetzung A von A defi- 
niert. Der Graph von A ist der Abschluss des Graphen von Ain HxFH. 


Wir nennen A den Abschluss von A. Durch Abschließung entstandene Ope- 


ratoren haben ausgezeichnete Eigenschaften, die wir in 2.2 diskutieren. Weitere 
Anmerkungen folgen in 2.3, Beispiele werden in Abschnitt 3 gegeben. 


BEWEIS. 
(i) Wohldefiniertheit von A. Seien (un), (vn) Folgen in D(A), so dass 


u= lim w= lim m, g= lm Au, h= lm Aw 
Nn—OXO n—0oo n—oo n—0o 


existieren. 
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Zu zeigen ist g = h. Nach dem Fundamentallemma 89:3.2 genügt es nachzu- 
weisen, dass g— h orthogonal zu dem in 5 dichten Teilraum D(A) ist. 


Sei v € D(A). Wegen der Symmetrie von A, der Stetigkeit des Skalarprodukts 
und wegen lim (un — in) = 0 ergibt sich 
Nn—OO 
(v,g-h) = lim (v, Alun - in)) = lim (Av, un - in) =0. 
Nn—00 No 


(i) Die Linearität und die Symmetrie von A folgen direkt aus der Definition 
von A und der Stetigkeit des Skalarprodukts Al. 


(ii) A ist eine Fortsetzung von A und daher dicht definiert, denn für u € D(A) 
hat die konstante Folge un = u die Eigenschaften im un = u, lim Au„ = Au. 


— — no no 
Es folgt u €e D(A) und Au = Au. 


(iv) G(A) ist der Abschluss von G(A) in 3 x Sf. Dies liegt daran, dass eine 
Folge (un, Un) in Z x Z genau dann gegen (u,v) konvergiert, wenn Un > u 
und Un — v in A. Daher gilt (u,v) € G(A) genau dann, wenn es eine Folge 
(un) in D(A) gibt mit un — u, Aun — v für n — oo. Dies heißt aber gerade 


ue D(A) und v = Au, d.h. (u,v) € G(A). 














(b) Ein Operator A heißt abschließbar, wenn folgendes gilt: Sind (un), (Un) 
Folgen in D(A) mit demselben Limes u und konvergieren die Folgen (Aun), 


(Avn), so ist lim Aun = lim Avn. Wir können dann den Abschluss A wie 
Nn—0oo n—oo 


oben definieren: 
Es gibt eine Folge (un) in D(A) 


mit u= lim un, v= lim Aun. 
N—OoO n—oo 


ueD(A), Au=v : | 
Wie in (a) folgt: G(A) ist der Abschluss von G(A) in x. 
Nicht jeder Operator ist abschließbar. 


Das zeigt das folgende Beispiel: Sei #7 = L?[0,2] undOZhe #.Fürve 

D(A) := C[0,2] sei Av := v(0) h. Für die Funktion u := Xpo,ı) € FF \ D(A) 

gibt es stetige Funktionen un, vn mit lim un = u= lim m und (0) = 1, 
Nn—0Oo Nn—0o 


vn(0) = 0 (JüA], Skizze). Für diese gilt Aun = h, Am =0#£h. 


Der Beweis der folgenden Aussagen sei den Lesern zur Einübung der Begriffe 
nahegelegt. 
(c) Für abschließbare Operatoren gilt 

ACB= AcB. 


(d) Sei A abschließbar und T ein beschränkter Operator. Wir definieren A+T 
durch 


(A+T)u := Au+Tu für ve D(A+T):=D(A). 
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Dann ist A+T abschließbar, und es gilt 
A+T=A+T, D(A+T) = D(A). 


Insbesondere ist für jeden symmetrischen Operator A und für A € © der auf 
D(A) definierte Operator A— A: u Au — Au abschließbar mit 


A-X=A-N. 


2.2 Abgeschlossene Operatoren und Graphennorm 


(a) Ein Operator A heißt abgeschlossen, wenn der Graph von Am x 
abgeschlossen ist, d.h. wenn folgendes gilt: 


Existieren für eine Folge (un) in D(A) die Limites u= lim un, v= lim Aun, 
so folgt we D(A) und Au=v. = — 

(b) BEISPIELE. (i) Für einen abschließbaren Operator A ist A abgeschlossen, 
da G(A)=G(A) abgeschlossen in x 5 ist. 

(ii) Jeder Operator T € .£(5f) ist abgeschlossen. 

(iii) Die in 1.5 (b) definierten Multiplikatoren M, sind abgeschlossen. 


Denn sei (un) eine Folge in D(M,), für welche die Grenzwerte 


u= lim wm, w= lim MyUun = lim vun 
Rr—09 n—0oo Nn—0Oo 


existieren. Nach 8 20:7.2 gibt es eine Teilfolge (un, ), mit 


uw) = ‚am Un, (vw) u-fü., w(w) = ‚im vw) un,(w) fü. 


Es folgt v(w) uw) = „im v(w) ün,(w) = w(w) uf.ü., d.h. ue L’(Q, a), vu = 
—oo 
we L?(9, u) und damit ve D(M,), w= M,u. 


(iv) Zeigen Sie: Die in 1.5 (a) definierten Multiplikatoren auf £? sind ab- 
geschlossen. 


(c) Für einen Operator A: D(A) — 5 ist durch 
(u,v), := (u,v) + (Au, Av) 


offensichtlich ein Skalarprodukt auf D(A) gegeben. Die zugehörige Norm || - || , 
heißt die Graphennorm von A. 


Satz. Bezüglich dieser Norm ist A ein stetiger Operator, genauer: 
T: (DA), | I» @4; |||), un Au 


ist stetig mit ||T|| <1 und ||T|| = 1, falls A unbeschränkt ist [GA]. 
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(d) Sarz. Ein Operator A ist genau dann abgeschlossen, wenn D(A) bezüglich 
des zur Graphennorm gehörigen Skalarprodukts ein Hilbertraum ist. 


Ein abgeschlossener Operator vermittelt also eine beschränkte lineare Abbildung 
zwischen den Hilberträumen (D(A),||- ||,) und (3, ||- |)- 


BEWEIS. 


Wir bezeichnen das Skalarprodukt in x %# mit (-,-)yyx, und die zu- 
gehörige Norm mit || - || ,., ‚,. Offenbar ist die Abbildung 


U: DA) > GA, Iexse); u (u, Au) 





bijektiv und wegen der Linearität von A linear. Nach Definition der Graphen- 
norm ist sie ferner isometrisch, also insgesamt unitär. Somit ist (D(A),||- || ı) 
genau dann vollständig, wenn (G(A), || || 7,7) vollständig, d.h. abgeschlossen 
in KH x 5 ist, vel. 89:21. 














(e) FOLGERUNG. Ist ein abgeschlossener Operator 
A:D(A) > # 


bijektiv, so ist AT: 3# — D(A) beschränkt, d.h. AT! € £(3). 


Diese Folgerung bildet die Grundlage für die Übertragung der Sätze über Spek- 
trum und Resolvente auf abgeschlossene unbeschränkte Operatoren, Näheres in 
Abschnitt 5. 


BEWEIS. 


Nach dem Satz 821:3.1 (a) über stetige Inverse gibt es eine Konstante C > 0 
mit 


(Aal, s elel 
für alle u € 3£. (Beachten Sie, dass Bild A"! = D(A).) Es folgt 


1A" = |Ja"ull" + Il? = Aal, < Aal? 





für alle ue HZ. 











2.3 Gene abgeschlossener Operatoren 


(a) Sei A ein abgeschlossener Operator. Jeder Operator B mit B = A heißt 
ein Gen für A; sein Definitionsbereich D(B) heißt Genbereich (engl. core = 
Kern, Kernstück) für A. 


Zwei Operatoren B,C heißen wesentlich gleich, wenn sie abschließbar sind 
und wenn B=( gilt. 
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Folgende Aussagen über einen Operator B sind äquivalent: 

(i) Bist ein Gen für den abgeschlossenen Operator A, 

(i) G(A) ist der Abschluss von G(B) in HF x, 

(ii) BC A und D(B) liegt dicht in D(A) bezüglich der Graphennorm ||- || .- 


Dies ergibt sich aus dem Vorangehenden. 


(b) BEMERKUNGEN. Die Namensgebung ist in der Literatur nicht einheitlich. 
Die von uns getroffene Wortwahl soll ausdrücken, dass ein Gen eines abgeschlos- 
senen Operators bereits alle wesentlichen Informationen über diesen enthält. 


Im folgenden werden Kriterien entwickelt, die es gestatten, anhand geeigneter 
Gene auf Eigenschaften des Abschlusses zu schließen. 


Im Allgemeinen ist die explizite Bestimmung des Abschlusses eines konkret ge- 
gebenen Operators schwierig, wenn überhaupt möglich; denken Sie etwa an den 
Laplace-Operator —A auf einem Gebiet N des R” mit dem natürlichen Defi- 
nitionsbereich {u € CO) NCO®) | u = 0 auf 90}. Für die Anwendung von 
Hilbertraummethoden auf Differentialgleichungen und für die mathematischen 
Grundlagen der Quantenmechanik genügt zunächst allein die Fxistenz des Ab- 
schlusses, um die Lösbarkeit bestimmter Gleichungen zu garantieren. Erst wenn 
spezielle Eigenschaften dieser Lösungen gefragt sind, z.B. Differenzierbarkeits- 
eigenschaften im klassischen Sinn, muss der Definitionsbereich des Abschlusses 
genauer untersucht werden. Hierfür gibt es eine ganze Industrie (Theorie der 
Sobolew-Räume, Regularitätstheorie, siehe $ 14, Abschnitt 6). 


Für eine Reihe gewöhnlicher Differentialoperatoren lässt sich der Abschluss ex- 
plizit bestimmen. Wir führen dies im nächsten Abschnitt aus, um Beispielma- 
terial auch für die nachfolgenden Begriffe zur Verfügung zu haben. Wie schon 
oben bemerkt wurde, ist die Bestimmung solcher Abschlüsse für den Fortgang 
der Theorie nicht unbedingt erforderlich. 


3 Der Abschluss gewöhnlicher Differentialoperatoren 
3.1 Der Raum W'[a, b] 
Satz. Für jedes kompakte Intervall [a,b] ist der Raum 

W'fa,b] := fu € L? [a,b] | u ist absolutstetig, u’ € L? [a, b} ; 
versehen mit dem Skalarprodukt 

(u,v), = (u,v)+ (u, v') = [ uvd\ + N Wv'di, 
ein Hilbertraum. i . 


Die Konwergenz ||u — un||, > 0 impliziert die gleichmäßige Konvergenz un — U 
auf [a,b]. 


Der Raum C* [a,b] liegt bezüglich der Norm ||- ||, dicht in W'[a, b]. 
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FOLGERUNG. Die Räume C* [a,b] und C'[a,b] sind Genbereiche für den abge- 
schlossenen Operator 


A:ur-iu mit D(A) = W'[a,b]. 


BEWEIS. 
(a) Sei (un) eine Cauchy-Folge in W!fa,b]. Wegen 





Im — nl; = Iüm — un||? + Im — unll” 


sind (un), (u,) Cauchy-Folgen in L? [a,b], also gibt es Funktionen u,v € 
L? [a,b] mit 


Un>Uu, w,-—v im Quadratmittel. 


Nach dem Hauptsatz 8 8:3.2 gilt 


)  unle)- unla) = fuhr. 





Für 
fa(@) = un) -unla) = [uhdd, fa) = [var 
gilt " ö 
zZ b 
If) - Inta)| = | [w-w)ara| < f1-|v-wn|dA 
< vb=a-|v-uhl 


nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, also gilt fn — f gleichmäßig auf 
[a, b]. Es folgt fa > f im Quadratmittel, also 





Un(a)-Xja,] = Un — fn > u- f im Quadratmittel. 
Dies ist nur möglich, wenn a := lim un(a) existiert. 
Nn—0Oo 


Damit haben wir die gleichmäßige Konvergenz un (x) > «+ f(x) auf [a, b], also 
mit (x) 


ua) -a = lim fn(z) = Faäh, 


Nach dem Hauptsatz folgt die Absolutstetigkeit von u, a = u(a) undW =v. 
Damit gilt u € W!fa,b] und un (x) > u(a)+ f(x) = u(x) gleichmäßig auf [a,b]. 
Da daraus ||u — un|| — 0 folgt und wegen ||u, — v|| = ||un — wW|| — 0 ergibt 
sich 





lu -un||; > 0 fürn oo. 
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(b) Für ve W! [a,b] gilt u’ € L? [a, b], also gibt es nach 8 20:8.5 (a) Funktionen 
ın € C% (Ja, b[) mit ||w — Yn|| > 0. Wir setzen 


Pn(2) := ula) + Srmar. 





Dann gilt pn € C* [a,b] sowie pn (2) — u(a) + [ w dA = u(x) gleichmäßig auf 
[a,b] und somit ||u — An||; > 0 nach denselben Schlüssen wie oben. 

(c) Die Norm ||- ||, ist die Graphennorm von A : u > -iu’ auf W' [a,b], 
daher ist A abgeschlossen nach 2.2 (d). Da C” [a,b] und damit auch C! [a,b 


bezüglich dieser Norm dicht in D(A) liegen, folgen die übrigen Behauptungen 
aus 2.3 (a). 














3.2 Symmetrische Differentialoperatoren 1. Ordnung auf [a, b] 


Der durch D(A) = W![a,b], Au = -iu’ definierte Operator ist also abgeschlos- 
sen, aber nicht symmetrisch. Denn für u,v € D(A) ergibt sich durch partielle 
Integration gemäß 8 8:3.3 


(u, 40) - (Au, o) = i(ufb)o(b)- ula)v(a)) , 
und für u(z) =2—a, v(z) =1 ist die rechte Seite von Null verschieden. 


Um einen symmetrischen Operator B mit der Vorschrift u +> —iu’ zu erhalten, 
muss der Definitionsbereich von A eingeschränkt werden, z.B. durch Randbe- 
dingungen. Als notwendige Bedingung für die Symmetrie von B ergibt sich aus 
(*) u(b)v(b) = u(a)v(a) für u,v € D(B), insbesondere |u(a)| = |u(b)| für 
ue D(B). Existiert daher ein u € D(A) mit u(b) # 0, so gibt esein ge R.mit 
u(a) = e’?u(b) und damit auch v(a) = e'?v(b) für alle v € D(B). Andernfalls 
gilt u(a) = u(b) = 0 für alle ve D(B). 

Soll also der Operator A allein durch Randbedingungen zu einem symmetrischen 
Operator eingeschränkt werden, so müssen diese entweder von der Form u(a) = 
u(b) =0 oder von der periodischen Form u(a) = e’* u(b) sein. 





Satz. (a) Der Operator An: ur -iu' auf 
D(Ao) = Wo la,b] := {ue W'fa,b] | u(a) = u(b) = 0} 


ist symmetrisch und abgeschlossen. Ein Genbereich für Ao ist C2 (ja, b|). 


(b) Der Operator Ao besitzt unendlich viele symmetrische abgeschlossene Fort- 
setzungen: Für jede Zahl p € |-r, rm] ist der Operator Per : u > —iu’ mit 


D(Prer) = D, := {ue W'[a,b] | u(a) = e'*u(b)} 


symmetrisch und abgeschlossen mit Genbereich {u € C*[a, b] | u(a) = e'* u(b)}. 
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BEMERKUNGEN. Dies sind die einzigen abgeschlossenen symmetrischen, in A 
enthaltenen Fortsetzungen von Ao, denn eine Fortsetzung kann nur durch Ab- 
schwächung der an D(Ao) gestellten Bedingungen, also der Randbedingungen 
geschehen. Hierfür kommen nach den oben angestellten Überlegungen nur noch 
die periodischen in Frage. In 824 zeigen wir, dass jeder der Operatoren Pper 
maximal symmetrisch ist. Eine ausführliche Diskussion der Fortsetzungen von 
Ao finden Sie in REED-SIMoN [130, II] X.1, example 1. 


BEWEIS. 
(i) Symmetrie und Abgeschlossenheit. Die Symmetrie der Operatoren Ao, Pper 
folgt unmittelbar aus (x). Ist (un) eine Folge in D(Ao) (bzw. D(Pser)), für welche 


u= lim un, v = lim u), im L?-Sinn existieren, so folgt nach 3.1 erstens 
N—0o Nn—OO 


ue W![a,b], wW = v und zweitens u(a) = u(b) = 0 (bzw. u(a) = e'? u(b)), da 
die un gleichmäßig gegen u konvergieren. 

(i) Wegen C2(]Ja,b[) C D(Ao) ist der Abschluss von C2°(Ja,b[) bezüglich der 
Graphennorm von Ao in der diesbezüglich abgeschlossenen Menge D(Ao) ent- 


halten. Wir konstruieren zu gegebener Funktion u € D(Ao) Testfunktionen Yn 
mit | = ul? + | - E41? = I Fnlla, > 0 für n > oo. 


Da C% (ja, b[) in L? [a,b] dicht ist, gibt es Funktionen ı„ € C (ja, b[) mit 





I|v’ - un]? = fe=as = ;ß, 


Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt sich die gleichmäßige Kon- 
vergenz 


ua) - Fonda | - | Fu - un) ai | < vb-alw- yn|| > 0 


b 
für n — 00; für cn := I m dA folgt insbesondere lim nm = u(b) =0. 


Nn—0o 
a 


Durch 
V„(z) = Sn dA 


sind C”°-Funktionen gegeben, die in einer rechtsseitigen Umgebung von a ver- 
schwinden und in einer linksseitigen Umgebung von b konstant gleich cn sind. 
Sind alle W, Testfunktionen, so setzen wir pn := Y„ und erhalten ||u — pn || — 
0. Andernfalls wählen wir ein W„, mit W.(b) # 0, setzen 7 := Ym/Wm(b) und 
definieren 


An = Wm;-nneE Cala,b]). 
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Mit den W,, konvergieren auch die 9, gleichmäßig und damit im L?-Sinn gegen 
u, und es gilt ||w — gr|| < ||w — Ün|| + len|- ||| — 0 für n — oo. 

Der Rest des Beweises ergibt sich aus der Tatsache, dass Per als Genbereich 
die Klasse {u € C* [a,b] | u(a) = e'F u(b)} besitzt (Nachweis als nachfolgende 
Aufgabe). 














(c) AUFGABE. Zeigen Sie auf ähnliche Weise wie oben, dass 
{u € C%fa,b] | u(a) = e'? u(b) } ein Genbereich für Per ist. 


3.3 Die Sobolew-Räume W!(IR+) und W!(R) 
Satz. Für jedes der Intervalle I=Rı bzw. I=R ist 
WT) := {ueLl?(T) | u ist absolutstetig, u’ € L’(T)} 
ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt 
(u,v), = (u,0) + (W,vV)= [wudd+ [War 
I 1 
Für ue W“T) gilt | Is u(z) =0 und 
z|—00 
ul. < Iullı » 


also impliziert die Konvergenz ||u— un||; > 0 die gleichmäßige Konvergenz 
Un > uauf |. 


Der Raum CR) liegt bezüglich der Norm ||- ||, dicht in W(R.). 


BEWEIS. 
(a) Sei (un) eine Cauchy-Folge in (W'(T),||-||,)-. Dann sind (un), (ul) Cau- 
chy-Folgen in (L?(T),||- ||), also gibt es Funktionen u, v € L?(I) mit 

lu-w| 0, lvo-w|—0 für no. 


Für jedes kompakte Intervall J C I ist (un) auch eine Cauchy-Folge in W!(J). 
Aus 3.1 erhalten wir daher die Absolutstetigkeit von u und u’ = v auf jedem 
kompakten Intervall, somit u’ = v € L?(I) und 


lu-wn| 0, |IwW -w||— 0. 
(b) Es bleibt zu zeigen, dass u absolutstetig auf ganz I ist und im Unendli- 


chen verschwindet. Wir betrachten hierzu der Einfachheit halber /=R.,. Nach 
88:3.1 und dem Hauptsatz 88:3.2 gilt 


lu)? = |u(0)|? + fer-uyar = |u(0)|? + fe-u+T Wa 
0 0 


für alle x > 0. Somit existiert 


lim fu)? = [wo +, u)+ (uw). 
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Wegen u € L’(R+) muss dieser Limes Null sein. Zum Nachweis der Absolut- 
stetigkeit von u auf R} gemäß der Definition 88:3.1 wählen wir zu gegebenem 
e>0Oein R> 0 mit |u(z)| <e für x > R und nützen die Absolutstetigkeit von 


u auf [0, R] aus [üA]. 


Für /=R argumentieren wir entsprechend. 


(c) Wie in (b) erhalten wir für ue W!(T) 
lucz)? = Juw)l? + f® -u+aG-W)aA. 
Y 
Für y— ergibt sich nach (b) und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 
lu)? = | j® u+mw)a| < 2-|ull-Wll < lu’ + MW? 


für alle x € I, somit ||u|| . < ||u||;- 
(d) Seiue W!(R) und e> 0 vorgegeben. Wir wählen ein R > 0 mit 
lu(a)l<e für @|>R und f[ (ul? + I’? ) dA <e. 


Iz|2R 
Für 
u(x) für —R<x<R, 
uR)(R+1-x) für R<z<R+Hl, 
UMS -Rlc+R+1) für -R-1<o<-R, 
0 sonst 


gilt dann ve W!(R) und ||u- vll, < 3: 2: e. (Beachten Sie, dass 
u(z) -v(z)| <2e und |w(z)—-v(z)| < |w(z)|+e für R<|x| < R+1.) Nach 
3.2 (b) gibt es eine auf ]- R—1, R+1[ lebende Testfunktion p mit ||v — ol|, < e. 
Für diese gilt dann |u — p||, < 6e. 














3.4 Der Impulsoperator auf W'(R) 


(a) Der auf W'(R) definierte Operator P: u -—iu' ist abgeschlossen und 
symmetrisch. Genbereiche für P sind CI (R) und / (vgl. 1.1). 


P heißt der (maximal definierte) Impulsoperator auf R. Dieser dient zur 
Beschreibung des Impulses eines längs einer Geraden frei beweglichen Teilchens. 


(b) Der durch D(A) := Wi(R+) = {ue W!(R+) | u(0) = 0} und Au = - iu’ 
für u € D(A) gegebene Differentialoperator A ist ebenfalls abgeschlossen und 
symmetrisch; ein Genbereich ist O2 (R>o). 





Wie wir später sehen werden, entspricht diesem keine quantenmechanische Ob- 
servable. 
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BEwEIS. 

(a) Die Graphennorm von P ist gegeben durch ||u]]% = ||u||” + ||w/|]?. Nach 3.3 
liegt CX(R) bezüglich dieser Norm dicht in W(R)). 

Wegen CX(R) C./c W!(R) ist daher auch .Z ein Genbereich für P. Da der 
auf ./ definierte Impulsoperator nach 1.1 symmetrisch ist, gilt dies nach 2.1 
auch für den Abschluss. 


(b) Die Symmetrie von A ergibt sich durch partielle Integration wegen der 
Randbedingungen u(a) =0 und lim u(z) = 0 für ue D(A) [üAl. 
co 


Ist (un) eine Cauchy-Folge in (D(A),||- || 4), so gibt es nach 3.3 ein ue W'(R..) 

mit lim [u — un||, = 0. Da (un) auf R.+ gleichmäßig konvergiert, folgt u(0) = 
Nn—0o 

lim un(0) = 0, also u € D(A). Dass CP (R>o) ein Genbereich ist, ergibt sich 


Nn—o 


wie im Beweis 3.3 (c) [ÜA]. 














3.5 Der Hamilton-Operator eines in Ja, b[| eingesperrten Teilchens 


(a) Der Laplace-Operator 
-A:rur-u" 
mit Definitionsbereich 
D(-A) = {we Wi [a,b] | w € W![a,b] } 
= {ueCl[a,b] |w € W'[a,b], u(a) = u(b)=0} 
ist abgeschlossen und symmetrisch. 
(b) Ein Genbereich für — A ist C} [a,b] = {u € C? [a,b] | u(a) = u(b) = 0}. 


Der Operator H := — 3 A wird als Hamilton-Operator eines in ]a,b[ einge- 
sperrten Teilchens mit einem Freiheitsgrad aufgefasst (h=m=1). 


BEWEIS. 


(a) Wir lassen den Vorfaktor 3 außer Acht und bezeichnen den Operator — A 


mit H. Partielle Integration und die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ergeben 
b b 
J WI? ar = [uw], - [uu’dr = -(u, u”) < |ull- Ia”ll, 

also 


2 1 2 2 
RS lall- all < 5 (all’ + la” l?) - 


Ist daher (un) eine Cauchy-Folge in (D(H),||- ||;), so ist (un) eine Cauchy- 
Folge in (Wo [a,b] ‚||- ||) und (u) eine Cauchy-Folge in (W![a, b] ‚||- ||})- 
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Nach 3.1 und 3.2 (a) gibt es daher Funktionen u € W{ [a,b], v € W'[a,b] mit 
I - un || — 0, ||v - un ||ı — 0 für n — oo. Da dann insbesondere (||w — w.||), 
(lv - wi ||), (lv — w||) Nullfolgen sind, folgt v = u’ und ||uw — un||;r — 0 für 
n— 0. 





Die Symmetrie von H erhalten wir durch zweimalige partielle Integration [EA]. 


(b) Wir dürfen uns auf das Intervall [0,1] beziehen, der allgemeine Fall kann 
per Substitution auf diesen speziellen zurückgeführt werden [üA]. Für den in 
822:5.1 eingeführten Integraloperator 7’ gilt 


T:L?[0,1]> D(H), TH=1om, HT=1. 


Für u € D(H) gibt es Testfunktionen 7, mit ||Hu — YUn|| > 0 für n > oo. 
Nach 822:5.1 gilt pn := -Tıbn € CA [a,b] und o = d.. Da T stetig ist, folgt 








Pn = -Tin Tu" =u für n— 8, 
insgesamt 
lu — Pnllr = I Pal? + a” - on? = 0 für no. 














3.6 Weitere Energieoperatoren für einen Freiheitsgrad 


(a) Für eine feste Zahl PER betrachten wir den in 3.2 (c) eingeführten Ope- 
rator Pher auf dem Definitionsbereich D, := {u € W![a,b] | u(a) = e'* u(b)} 
und setzen 


Hoyer != P2.:ur-u’ auf 


per 
D(Hper) = u € Du | uw € D,}. 


Der Operator Hper ist symmetrisch und abgeschlossen. Ein Genbereich für Hper 
ist 


{we C*fa,b] | ua) =e ul), w(a)=eu(b)}. 


Für 2 = 0 beschreibt 3 Hper die kinetische Energie einer periodischen Bewe- 
gung (h = m = 1). Der Phasenfaktor e’?” wird eingeführt, um die kinetische 
Energie der Bewegung eines Teilchens in einer Raumrichtung eines Kristallgit- 


ters zu beschreiben. Der zugehörige Impulsoperator ist jeweils P»er- 


BEMERKUNG. Für den Hamilton-Operator H von 3.5 gibt es keinen symmetri- 
schen Operator P der Form u — iu auf einem passenden Definitionsbereich, 
so dass H = P? gilt ([üA] mit Hilfe von 3.2). Dies führt auf die Frage, wie 
der Impulsoperator eines (etwa in einer Ionenfalle) eingesperrten Teilchens zu 
definieren ist und weist auf die Grenzen der Modellannahme unendlich hoher 
Potentialwälle in a und b hin. 
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BEWEIS als 


Verfahren Sie analog zum Beweis 3.5 (a), verwenden Sie das Ergebnis von 3.2 (b). 


(b) Für den in 3.4 behandelten Impulsoperator P definieren wir 





A=P?:ur-u’ mit 
D(-A) = W’(R) := {ue W'(R) | Pu= -iu' e W'(R)}. 


Dieser Operator ist abgeschlossen und symmetrisch; Genbereiche sind der Raum 
CZ (R) und der Schwartzraum .Z. Dies ergibt sich wie oben [üA]. 


Der Operator Wo = ap? wird als Hamilton-Operator eines in einer Raum- 
richtung ohne Einfluß eines Potentials bewegten, spinlosen Teilchens aufgefasst 
(H=m=1). 


4 Der adjungierte Operator 


4.1 Definition und Anmerkungen 


(a) DEFINITION. Für einen linearen Operator A: D(A) — 5 definieren wir 
die Adjungierte A* durch 


venta). [Breiten wer (antun 
Wir setzen dann 

Arv:=w. 
Die Adjungierte ist also gekennzeichnet durch 


(v, Au) = (A’v,u) für veD(A), veD(A*). 


Dass w = A*v durch v eindeutig bestimmt ist, folgt aus dem Fundamentallemma 
89:3.2. Es ist leicht einzusehen [UA], dass D(A*) ein Teilraum von 5£ ist und 
A*: D(A*) > 5 linear, vgl. $21:3.2. 


(b) Genau dann gilt ve D(A*), wenn die Linearform 
D(A)>C, ur (v, Au) 


auf D(A) beschränkt ist und somit zu einem linearen Funktional u > (w, u) 
auf 7 fortgesetzt werden kann. 


(c) SATZ. Genau dann ist A* ein linearer Operator, d.h. dicht definiert, wenn 
A abschließbar ist, vgl. 2.1 (b). 


A* heißt dann der zu A adjungierte Operator. 
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Dass aus D(A*) = 5% die Abschließbarkeit von A folgt, ergibt sich wie im 
Beweisteil (i) von 2.1 mit der Abänderung (v, A(un — %n)) = (A*v, un — in) 
an Stelle von (v, A(un — un)) = (Av, un — un) [üA]- 


Die Umkehrung: A abschließbar — A* dicht definiert ergibt sich in 4.4 (c). 


Als BEISPIEL eines linearen Operators, für den A* nicht dicht definiert ist, 
wählen wir 


A:C[0,2] — L?[0,2], ur u(0)h mit 0ZheL?[0,2], 


vgl. 2.1 (b). Hier gilt (v, Au) = u(0)(v, h). Nach (b) gehört v genau dann zu 
D(A*), wenn u u(0)(v, h) beschränkt ist. Für un(x) = Yn+3:(1- 2)” 
gilt ||un|| = 1 und un(0) > © für n > oo, also v € D(A*) nur, falls v IL h. 
Es folgt D(A*) c {h}. 

(d) Ein linearer Operator A ist genau dann symmetrisch, wenn AC A*. 


Denn die Symmetriebedingung 
(v, Au) = (Av,u) für veD(A) undalle ve D(A) 
ist äquivalent zu D(A) C D(A*) und A*v = Av fürve D(A). 


(e) BEispieLe. (i) Für Multiplikatoren M, auf L?(Q, u) gilt M} = Mz [GA]. 
(i) Für Multiplikatoren Ma auf £? gilt entsprechend M}{ = Mz [EA]. 


4.2 Elementare Eigenschaften der Adjungierten 
(a) BCA — A’cB*. 
(b) A” ist abgeschlossen. 
(c) Ist A abschließbar, so gilt A* = A*, 
dabei steht A* für (A)*. 
Zur Bestimmung von A* ist also die Kenntnis von A unnötig. 
(d) (A+T)* = A*+T* für T € £(3f), insbesondere (A— X)* = A*— N. 
Dabei ist A+T für Te £(5) hier wie im Folgenden definiert durch 


A+T:D(A)>#, un Au+Tu. 


BEweIs. 
(a) folgt direkt aus der Definition [UA]. 
(b) Existieren für eine Folge (vn) in D(A*) die Grenzwerte v = lim vn und 


Nn—OO 
w= lim A*vn, so folgt für alle ue D(A) 


Nn—o 
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(v, Au) = lim (m, Au) = lim (A’%n,v) = (w, u). 


N—o Nn—0o 


Das bedeutet v € D(A*) und A'v = w. 
(c) Wegen Ac A folgt A* C A* nach (a). Zu zeigen bleibt A* C A*. Seien 


v € D(A*), u € D(A). Dann gibt es eine Folge (un) in D(A) mit u= lim un, 
Nn—OO 


Au= lim Au„. Daher erhalten wir 
n—0o 


(v, Au) = lim (v, Aun) = lim (Av, un) = (A*v,u). 


no n—00 
Das bedeutet v € D(A*) und A*v = A*v. 
(d) als einfache [üA]. 














4.3 Selbstadjungiertheit und Symmetrie 


(a) Ein linearer Operator A heißt selbstadjungiert, wenn A* = A gilt. Als 
Observable abgeschlossener quantenmechanischer Systeme kommen nur selbst- 
adjungierte Operatoren in Frage; Näheres hierzu in 825:4.1. 


Nach 4.1 (b) sind reelle Multiplikatoren selbstadjungiert. 


In der Physikliteratur wird statt selbstadjungiert häufig der Begriff hermitesch 
verwendet, wobei unklar bleibt, ob hiermit nicht symmetrisch gemeint ist. 


Hierzu notieren wir zunächst: 

Selbstadjungierte Operatoren sind symmetrisch und abgeschlossen. 

Das Erste folgt aus 4.1 (d), das Zweite aus 4.2 (b). 

Die Umkehrung gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt. 

(b) BEISPIEL. Nach 3.2 (a) ist der (hier anders bezeichnete) Operator 
A:Weila,b] — L?fa,b] , ur iu’ 

symmetrisch und abgeschlossen. Wir zeigen im Folgenden, dass A* der Operator 
B:W!f[a,b) = L?[a,b], u -iu’ 

mit B=B, Kern B£ Kern A ist. Somit ist A nicht selbstadjungiert. 

Für ve D(B) und u€ D(A) erhalten wir mittels partieller Integration 





b b 
(v, Au) = -i[ Wal =i[Vudı = [ (-iv)udX = (Bv,u), 


cs 


also v € D(A*) und A*v = Bv. Somit gilt BC A*. 
Sei umgekehrt v € D(A*) und h := A*v. Wir setzen 


w(x) := [ hit)dt. 


a 
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Wegen h € L? [a,b] C L! [a,b] ist w absolutstetig und w = h € L? [a,b], somit 
w € D(B). Für u € D(A) ergibt partielle Integration 


(h,u) = (w,u) = -(w,w) = (iw, -iwW) = (iw, Au). 


Es folgt (v, Au) = (A*’v,u) = (h,u) = (iw, Au) ‚d.h. v-iw ist orthogonal 
zu Bild A. Aufgrund des nachfolgenden Lemmas muss v— iw dann gleich einer 
Konstanten c sein, also v=c+iw € D(B) und 


A'v=h=w =i(c-v) =-iv' = Bv. 


Somit ist auch A"C B. 





Hilbertsches Lemma. Eine Funktion f € L? [a,b] ist genau dann orthogonal 
zu Bild A = {w’ |u € Wfa,b]}, wenn sie konstant ist. 


BEWEIS. 
(i) Ist f=c konstant, so gilt 


(f,w) = E(u(b)- u(a)) =0 für alle ve D(A). 





RA 


(ii) Sei umgekehrt f 1 Bild A, d:= (1, f) und u(z) := [ FAX -d3=. 


a 





Dann gilt u e D(A) und w‘(z) = f(x) —c mit c := d/(b- a). Nach (i) ist 
f-e=w orthogonal zur konstanten Funktion c, und nach Voraussetzung gilt 
(FF) = (FW) =0. Es folgt 


If-d’ = if-sf-y=(hf-y-laf-)=0. 

















4.4 Der Graph des adjungierten Operators 


(a) In diesem Unterabschnitt betrachten wir Teilräume V des Hilbertraums 
KH x X mit dem Skalarprodukt ((u1,u2), (v1, v2)) yx,p = (ul, vı) + (u2, v2). 
Unter V ist der Abschluss von V in der Norm ||: || px, und unter V ist das 
orthogonale Komplement von V in # x 5 zu verstehen. Die Abbildung 


U:HAHAHXK, 








A 
(u1, u2) au 2 (ua, —uı) (u1,u2) 
ist unitär [üA]. Daher gilt 
u(v}) = vv)" 
und 
uU(V) = U(V)= UV) > 
(V) (V)=UWV) 7 
= U(vI)+ 
für jeden Teilraum V von AxSH, vgl. (ua, —un) 


89:2.5. 
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(b) Satz. Zwischen dem Graphen G(A) eines linearen Operators A und dem 
Graphen G(A*) seiner Adjungierten besteht die Beziehung 


G(A*) = U(G(A))" = U(G(A)"). 
Denn es gilt 
(v,w) EG(A*) — (v, Au) = (w,u) für alle u D(A) 
— 0 = (v,Au)+(w,-u) = ((vw), (Au, u) exe 


= ((v,w), U(u, Au))yyxy für alle ue D(A) 





— (v,w) L U(G(A)). 











(c) FOLGERUNG. Für abschließbare Operatoren A ist A* ein linearer Operator 
(d.h. dicht definiert), und es gilt 


Area, 
BEweIs. 
(i) Nach (a) und 2.1(b) gilt 


(*)  9(A*)" = (U(G(A)"))" = U(G(A)"") = U(G(A)) = UIG(A)). 


Angenommen, D(A*) ist nicht dicht in 5. Dann gibt esein we X mit w# 0 
und (w,v)=0 für alle ve D(A*). Es folgt 


((w,0), (v, A'v))yur = (w,v) = 0 


für alle v € D(A*) und somit nach (x) (w,0) € G(A*)" = U(G(A)). Daher gilt 
(0,w) = U”!(w,0) € G(A) im Widerspruch zu AO = 0. 


(i) Offenbar ist U? = —1yx.,r, also U?(V) = V für Teilräume % von FA x SH. 
Somit ergibt sich aus (b) und aus (x*) 


9(A"*) = U(G(A*)") = U(U(G(A))) = 9A). 














4.5 Kerne und Bildräume von A und A* 
Für lineare Operatoren A: D(A) — 5 seien wie immer 
Kern A := {ueD(A)| Au=0} und BildA := {Au|ue D(A)}, 
entsprechend Kern A* und Bild A*. 
Sarz. (a) Kern A* = (Bild A)*. 
(b) (Kern A*)" = Bild. 


(c) Für abgeschlossene Operatoren A ist Kern A = (Bild A*)" ein abgeschlos- 
sener Teilraum von FH. 
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BEWEIS. 
(a) Kern A* < (Bild A)*: Für v € Kern A* und ue D(A) gilt 


(v, Au) = (A’v,u) = (0,u) =0. 
Ist umgekehrt v € (Bild A)", so gilt für alle u € D(A) 
(v,Au) =0 = (0,u), 


somit v € D(A*) und A'v = 0, d.h. v € Kern A* nach Definition von A*. 
(b) Daraus folgt mit 8$9:2.5 


(Kern A*)" = (Bild A)"" = Bild A. 


(c) Für abgeschlossene Operatoren A gilt A** = A nach 4.4 (c), also mit (a) 














(Bild A*)" = Kern A** = Kern A. 


5 Spektrum und Resolvente 


5.1 Definition und Anmerkungen 


(a) Für einen abgeschlossenen Operator A definieren wir die Resolventen- 
menge o(A) und die Resolvente R(X, A) durch 


AE0(A) > A-A:D(A) > 5 besitzt eine stetige Inverse R(A,A). 
Aus 2.2 (e) entnehmen wir 


AEo(A) (A-A):D(A) > # ist bijektiv. 





Das Spektrum o(A) von A ist definiert als 
o(A) := C\o(A) = {[AEC|A-A:D(A) > % ist nicht bijektiv}. 
(b) BEMERKUNGEN. (i) Gibt es für einen linearen Operator ein \ € Ö, so 


das A— A: D(A) — 5# eine Inverse R(\,A) € £(5f) besitzt, so ist A 
abgeschlossen. 


Denn sei (un) eine Folge in D(A), für die u = lim un und v = lim Aun 
Nn—00 Nn—00 
existieren. Dann gilt Au—v = lim (A — A)un, und wegen der Stetigkeit von 


Nn—o 


R(A, A) folgt 
u= lim ın = lim R(A,A)(A—- A)un = R({X,A)(Au-v)E D(A), 


Nn—0o Nn—Xo 


(A-A)u = lim (A-A)un = Au-v, 


N.—09 





somit Au=v. 
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Daher macht der Begriff des Spektrums nur für abgeschlossene Operatoren Sinn; 
gleichwohl schreiben wir für abschließbare (z.B. symmetrische) Operatoren A 


manchmal o(A) statt o(A). 


(ii) Das Spektrum eines unbeschränkten abgeschlossenen Operators kann leer 
sein. 


Als Beispiel betrachten wir A: ur - iu auf 
D(A) = [ueW'fa,b] | u(a)=0}. 


Die Abgeschlossenheit von A ergibt sich wie im Beweis 3.2 (a) [UA]. Für beliebige 
AEC ist A— A injektiv, denn aus Au — Au = 0 mit u € D(A) folgt, dass 
u = iAu € Cla,b], also u(z) = u(a)eX?"® und somit u= 0 wegen u(a) = 0. 


A-X:D(A) — L? [a,b] ist surjektiv, denn für f € L? [a,b] ist die Gleichung 
Au-Au= f äquivalent zu W—-iAu=if, u(a) = 0. Es ist leicht nachzurechnen, 
dass die Variation-der-Konstanten-Formel 


u(z) = ie” (ft) et dt 
eine Lösung u € D(A) liefert. Somit gilt o(A) = C. 


5.2 Einteilung des Spektrums 


(a) Jeder Spektralwert eines abgeschlossenen Operators A gehört zu genau 
einer der folgenden Mengen, dem Punktspektrum (Eigenwertspektrum) 


op(A) := {A€EC|A—X ist nicht injektiv},, 
dem kontinuierlichen Spektrum 

0c(A) := {AE 0o(A)| A—A ist injektiv, Bild (A—A) ist dicht in Z£}, 
oder dem Restspektrum 

or(A) := {AEC|A-A ist injektiv, Bild (A-X) #3}. 
Für A € 0.(A) ist 

(A-A)"':Bild(A-AX) — D(A) 


ein unbeschränkter und abgeschlossener linearer Operator (Kal, beachten Sie 
dass A— A nach 2.1 (d) abgeschlossen ist). 


Unbeschränkte symmetrische Operatoren können, anders als beschränkte sym- 
metrische, ein nichtleeres Restspektrum haben, vgl. 6.3 (b). 
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(b) Eine Zahl A € C heißt approximativer Eigenwert, wenn es eine Folge 
(un) in D(A) gibt mit 


un || = is Aun — Aun —0 fürn mw. 
Die approximativen Eigenwerte bilden das approximative Punktspektrum 
Fapp(A). 


Satz. Das approximative Punktspektrum ist eine Teilmenge des Spektrums. Es 
umfasst das Punktspektrum und das kontinuierliche Spektrum. 


BEWEIS. 

(i) Für die Folge (un) in D(A) mit |[un|| = 1 sei lim (A — A)un = 0. Hätte 
Nn—0o 

A — A eine stetige Inverse R(A, A), so würde ein Widerspruch folgen: 


Un = R(A,A)(A —- A)un > 0 für n— oo. 


(ii) Es ist einfach zu sehen, dass o,(A) C 0app(A) [UA]. 
(ii) SeiAE 0.(A) und w € Bild (A— A). Da Bild (A— A) dicht in 47 ist, gibt es 
eine Folge (vn) in D(A) mit wn := (A — A)uUn > w für n — oo. Die Folge (vn) 
kann nicht konvergieren, denn aus 

mv, (A-AMm -w 
würde wegen der Abgeschlossenheit von A— X folgen, dass v in D(A) liegt und 
(A-A)v = w gilt. 
Da (vn) keine Cauchy-Folge ist, gibt es ein e > 0, zu dem kein NE N existiert 
mit ||um — Un|| <e fürm > n> N. Daher gibt es Teilfolgen (ar), (bz) von (vn) 


mit ||ar — b.|| 2 e für k = 1,2,... sowie 
lim (A—-A)ar = w = lim (A- A)br. 
ko ko 


Für ur := (ar — br) /||ar — br|| gilt dann ur € D(A), ||ur|| = 1 und 

















IK A- Null < &' ||(A- Mar - (A-Abr|| > 0 für ko. 


5.3 Das Spektrum des adjungierten Operators 


(a) Sarz. Ist A: D(A) > 5 abgeschlossen und bijektiv, so ist mit A auch A* 
stetig invertierbar, und es gilt 


(Ar) a (Ary* . 
Denn nach 4.5 ist dann A* injektiv. Für T:= Arte £(5f), he Sf gilt ferner 
(h,u) = (h, TAu) = (T*h, Au) für ueD(A), 


somit T*h € D(A*) und A*T*h = h für alle h € 5. Somit ist A* auch surjektiv, 
und es gilt (A*)"'h= T*h= (A!)*h für allehe #. 
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(b) FOLGERUNGEN. Für abgeschlossene Operatoren A gilt 
AE0(A) ==> AEol(A*), 
AE0.lA) > AcEo.(A*), 
1Em(A) = XEn(A*), 
1Em(A) = AER(A). 
BEweEIS als mit Hilfe von (a), A-A=A-AX, A*=A und 45. 


5.4 Beispiele und Aufgaben 


(a) Wir betrachten die in 4.3 (b) untersuchten abgeschlossenen Operatoren 
A:D(A) := Wi la,b] > L? [a,b] , u iu’, 
B:D(B) := W![a,b) = L?[a,b), u iu, 

Nach 4.3 (b) ist B= A* und aus 4.4 (c) folgt B* = A** = A. Es gilt 


(x) weKem(B-A) u =ilueC[a,b] => ule) = ce” 





mit einer geeigneten Konstanten c. Somit haben wir 
op(B) =C, Kern(B-A) = Span{fi} mit f(x) = e””. 
Aus 4.5 folgt Bild (A—\) = {fi} für alle A€ C und damit 
o(A) = o,(A) = C, 
denn in (x) wird c=0, falls u(a) = 0 gilt, woraus o,(A) = ® folgt. 
(b) AUFGABE. Zeigen Sie für den auf D, = {u € W![a,b] | u(a) = e'Fu(b)} 


definierten Impulsoperator P := Pper 


ea [ZZ |nez). 


indem Sie zunächst o,(P) bestimmen und dann zeigen, dass für A o,(P) und 
beliebiges f € L? [a,b] die Gleichung Pu — Au = f immer eine Lösung u € D, 
der Form 


u(z) = e”” (e +i ' ft)e* dt) 


mit einer passenden Konstanten c besitzt. 


(c) Der Operator H: u — u” auf D(H) = {u € C4 [0,1] | w € W! [0, 1]} ist 
symmetrisch und abgeschlossen, vgl. 3.5. Sein Spektrum ist gegeben durch 


o(H) = o,(H) = {r’n’ |nen}. 
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Denn aus 8 22:5.1 entnehmen wir, dass H eine kompakte, symmetrische Inverse 
T=H"!:1?[0,1]+ D(H) 

besitzt mit 
0,(7) = {1/mn | nen}, o(T) = 0,(T)Uf{0}, 


und dass op(H) = {n”’n? |n € N}. Insbesondere ist 0 € o(H), und zu zeigen 
bleibt A € o(H) für alle AZ 0 mit AZ o,(H). Für diese X ist die Gleichung 
Hu-— Au = f äquivalent zu uu— Tu= uTf mit u = 1/A, und diese besitzt 
wegen ıı £ o(T) für jede Funktion f € L?[0,1] eine eindeutig bestimmte 
Lösung ve BilldT=D(H). 


5.5 Das Spektrum von Multiplikatoren 


(a) Für eine Folge a= (aı,aa2,...) setzen wir 

D(M,) - ale, 22,...)e 0? | I lau? <ooh 
und 

Max = (aızı,a2X22,...) für x = (xı,22,...) € 2. 


Dann gilt wie für beschränkte Multiplikatoren 
0,(Ma) = {an |meN}, o(Ma) = 55(Ma), rlMa) = 0. 
Dies ergibt sich wörtlich wie in 8$21:5.2; der dort gegebene Beweis macht an 


keiner Stelle von der Beschränktheit von M. Gebrauch. 
[öüA]: Prüfen Sie das nach. 


(b) Für einen unbeschränkten Multiplikator My : u > v- u mit Definitionsbe- 
reich {u € L’(Q, u) |v- we L?’(9,u)} gilt wie für beschränkte Multiplikatoren 


\E0o(M) — ullvo-Al<e})>0 fürall e>0, 
AE0p(M) — ulv=A)>0, 

o(M,) = oapp(Mv), 

or(M,) = ®. 


Ferner ist u({v Zo(M,)}) = 0, so dass wir annehmen dürfen 
v(w) € o(M,) für alle w € N, insbesondere ist o(M,) #9. 


Das ergibt sich wörtlich wie in 821:5.3 Al. 
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(c) Demnach gilt für den Ortsoperator Q = M. auf L?(R) 


o(Q) = 0.lQ) =R. 
Genbereiche für Q sind C(R) bzw. der Schwartzraum /(R.). 


(d) Für den Multiplikator M, : v ++ vu mit der Funktion v(x) := ||x||? und 
dem Definitionsbereich D(M,) = {u € L’(R*) | vu € L’(R”)} gilt 


o(M,) = 0.(M,) = Rı. 
Genbereiche für M, sind CP (IR”) und der Schwartzraum /(R”). 


BEWEIS. 

Die Behauptungen über die Genbereiche für M, (v(x) = x bzw. v(x) = ||x||”) 
ergeben sich wie folgt: Für u € D(M,) gilt (i+v)u € L? (= L?(R) bzw. 
L?(R”)). Nach 820:8.5 gibt es Testfunktionen ı„ mit (+ v)u = L?-lim dm. 


Nn—OoO 
Dann sind auch pn := Yn/(i + v) Testfunktionen mit (ki +v)pn > (i+v)u 
und (da v reellwertig ist) 


on = + v)ul 


< li 5 
a < Im (to) 


Ion - ul = 


also u = L?-lim on, und wegen (i+v)u = L?-lim (i + v)on ergibt sich auch 


n—oo Nn—o 


vu = L?-lim VUpn 
Nn—0o 


Die Behauptung (d) folgt aus (b): Die Mengen {v = A} sind entweder leer oder 
einpunktig oder Sphären, also Lebesgue-Nullmengen. Daher ist o,(M,) leer. 


Für AE R; und e > O ist {v— A| < e} nichtleer und offen, somit von 
positivem Lebesgue-Maß. Für A@ R. besitzt die Gleichung vu — Au = w für 
jedes w € L?(R”) die eindeutige Lösung 
w 
= D(M,), 
u:= ——. € D(M,) 
denn wegen |u| < dist (A,R+)! |w| gilt u € L?(IR”) und daher auch (v-A)u = 
we L?’(R”), also ue D(M, — A) = D(M,). 














5.6 Die Analytizität der Resolvente 


(a) Die Resolventenmenge eines abgeschlossenen Operators A ist offen: Für 
Ao € o(A) und alle AE C mit |X— Ao| < || R(Ao, A)||”" gilt A € 0(A) und 


(Ao — A)" R(Ao, A)"T" im Normsinn. 


GE 


R(A, A) = 
k 


0 


Das Spektrum o(A) ist also abgeschlossen. 
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(b) Für A,u € o(A) besteht die Resolventengleichung 


BEweIs. 
(a) Sei Ro := R(X0, A) und |A-Ao|-|| Ro|| < 1. Dann konvergiert nach 8 21: 6.1 
die Neumannsche Reihe 


-%( (Ao-A)"Rit! = Jim 5, mit Sn := % (Ao A)" Rg"" 


n—0o k=0 
im Normsinn. Zu zeigen ist, dass $ die Inverse von A — A ist, d.h. 
Gi) S:HF-D(A, A-AS=1, (i) SA-A)=1pa)- 


Den Beweis in $21:6.2 müssen wir dahingehend modifizieren, dass an die Stelle 
der dort vorausgesetzten Stetigkeit die Abgeschlossenheit tritt. 


Zu (i): Sei ve # und un := Snu. Es gilt Bild R& C D(A) für k= 1,2,... 
wegen Bild Ro = D(A), also 


(1) wmeD(A), „im vn = Su. 
Aus (Ao— A)Ro =1 erhalten wir 

(A-A)in = (A- Ao)Un + (Ao — A)un 
(A — Ao)Snu + (Ao — A)Inu 


a arrIRrtu + > (Ao -A)"Rp u 





—I 
= u- (Ao-A)"FIRgt u 
Mit der Abschätzung rn Ay" RSrtull < (do — Al: ||Ro||)"*" Ill folgt 


(2) Um (A-A)ın = u. 


Nn—0Oo 
Aus (1) und (2) folgt Su € D(A) und (A — A)Su = u, da A abgeschlossen ist. 
Zu (ii): Für ve D(A) ergibt sich wie oben 

5. Held At Ri) Feirtrtn, 





d.h. 
Sn(A-A)u > u fürnom. 
Wegen der Normkonvergenz Sn — 5 gilt also 


u= lim M(A-A)u = S(A-A)u für veD(A). 
N—OO 
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(b) Die Resolventengleichung folgt aus der Identität 





R(X,A) = R(X,A)(n — AJR(u, A) für Aue 0o(A) [üAl. 
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6.1 Ein Kriterium für die Invertierbarkeit des Abschlusses 


Für viele symmetrische, nicht abgeschlossene Operatoren A können Aussagen 
über das Spektrum von A gemacht werden, ohne dass der Abschluss A bestimmt 
werden muss. Grundlage dafür sind die folgenden Sätze. 


(a) LEMMA. Für abschließbare Operatoren A und für A€ © gilt 
Bild (A-A) c Bild (A— A). 
Hiernach gehört A zum Punktspektrum oder zum Restspektrum von A, wenn 
Bild (A — A) nicht dicht in 5 liegt. 
(b) Satz. Ist A abschließbar und gibt es eine Konstante o>0 mit 
) Au Aull 2 ollull für ve D(A), 
so gilt 
Bild (A-A) = Bild (A— A). 


Daher gehört X genau dann zur Resolventenmenge von A, wenn Bild (A — A) 
dicht in Z ist und die Bedingung (x) erfüllt ist. 


In diesem Fall ergibt sich die Resolvente R(X, A) durch stetige Fortsetzung des 

beschränkten, dicht definierten und bijektiven Operators 
(A-A)"':Bild(A-AX) > D(A) 

mit Normschranke 1/o, und es gilt || Au — Aul| > o||u|| für we D(A). 


BEwEIS. 

(i) Wir zeigen zunächst Bild (A-AX) c Bild (AA). 

Ist h= lim (Aun — Aun) mit Un € D(A) für ne N, so folgt aus (*), dass (un) 
Nn—Oo 


eine Cauchy-Folge ist. Für v= lim un gilt dann 
Nn—0o 


lim Aun = h+Au, 


Nn—&o 


also u € D(A) und Au = h+ Au, somit h = (A - A)u € Bild (A — A). Mit 
Lemma (a) ergibt sich die erste Behauptung. 
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(ii) Für Ae o(A) gilt daher 3£ = Bild (A- A) =Bild(A—- A) und 
Iul = |RADO-Dul| < [ROAD |Au- Au 


für ue D(A), d.h. (x) ist erfüllt mit 0. := ||R(A,A)| "> 0. 


(ii) Ist (*) mit 0 > 0 erfüllt, so folgt Au — Aul| > o- ||u|] für ve D(A) [OA], 
somit ist A — A injektiv. Ist zusätzlich Bild (A— A) dicht in 5, so folgt aus 


(b), dass A — A surjektiv ist und daher A € o(A). 


(iv) Ferner ist dann T= (A— A)"!: Bild (A- X) — D(A) dicht definiert und 
beschränkt mit Normschranke 1/0. Nach dem Fortsetzungssatz $21:2.9 lässt 
sich T zu einem Operator T € £(5f) mit Normschranke 1/o fortsetzen. 


Für u € D(A) gibt es eine Folge (un) in D(A) mitu= lim un, Au= lim Aun, 
N—OO 


Nn—o 





somit (A— A)u = lim (A— A)un. Wegen der Stetigkeit von T folgt 
Nn—0Oo 


T(A- A)u = lim T(A- A)un = lim T(A- A)un = lim m =u, 


Nn—Xo n—0o Nn—Xo 


somit T(A— A) = 15.7); Andererseits gilt R(X, A)(A - A) = 1pa 














Wegen der Surjektivität von A— A folgt T= R(A, A). 


6.2 Das Spektrum symmetrischer Operatoren 


(a) Für symmetrische Operatoren A gilt Gapp(A) C R, insbesondere sind alle 
Eigenwerte reell. Nichtreelle Spektralwerte gehören somit immer zum Restspek- 
trum. 


Dies folgt unmittelbar aus der Abschätzung 
| Au - Aul| > |ImA]- Jul für u € D(A), 
die sich wie in 821:6.5 (a) ergibt. 


(b) Ein unbeschränkter symmetrischer Operator kann ein nichtleeres Restspek- 
trum besitzen, wie das Beispiel 6.3 (b) zeigt. 


Für beschränkte symmetrische Operatoren T' ist das Restspektrum leer. Das 
ergibt sich unter Verwendung von 7* =T wie folgt: 


AEn(T) — AXE0o,(T*) = 0,(T) XER A=XE,(T). 





Hiervon lässt sich für unbeschränkte symmetrische Operatoren A der Schluss 
AEm(A) = AEm(A*) 


übernehmen, denn aus 4.5 folgt Kern (A* — X) = Bild (A— A)". Doch nur im 
Fall A* = A kommt wie oben ein Widerspruch zustande. 


6 Zur praktischen Bestimmung des Spektrums 673 


(c) FOLGERUNG. Für selbstadjungierte Operatoren A gilt o(A) = Oapp(A) CR. 


(d) Aus 6.1 und der Abschätzung (a) ergibt sich der 


Satz. Für einen symmetrischen Operator A gehört A genau dann zur Resolven- 


tenmenge von A, wenn Bild (A -— A) dicht in Sf ist und wenn es ein o >0 
gibt mit 


IAu-Aull > ollull für u e D(A). 


Für nichtreelle X ist die letzte Bedingung automatisch erfüllt (o = |Im A|), somit 
gehört AE C\R genau dann zum Spektrum (und zwar zum Restspektrum) von 


A, wenn Bild (A— A) nicht dicht in ist. 


6.3 Beispiele 
(a) Der Laplace-Operator auf dem IR” 


Wir bezeichnen den Schwartzraum ./(R”) im Folgenden kurz mit ./ und be- 
trachten den Laplace-Operator 


L:SJ JS, ur -Au. 
Satz. L ist symmetrisch mit o(L) = Oapp(L) = R+. 
BEwEIS. 
Nach 812:3.3 ist die Fouriertransformation F: /- ./, ur unitär, und 
es gilt 
— Au(y) = |yl?%y) für ve./ und yeR", 
d.h. 
(1) L=FTAF, 
wobei A die Einschränkung des Multiplikators Mjyj2 auf ./ ist. Es folgt 
2) Lu-Au=w Au—- Mı = w für vwe./ und 











(3) ||Lu- ul? = ||Au- Müll? für ve. 


Wir zeigen zunächst, dass o(L) C Ry. Sei A @R., also o := dist (A, R+) > 0. 
Für u € ./ folgt aus (3) wegen | ||y|”?-A|>o 
(4) |ILu- Aull = Au All > ollall = ollull. 


Für eine gegebene Funktion w € ./ ist die Gleichung Lu — Au = w für ve / 
nach (2) äquivalent zur Gleichung 


a) = iv - ME) VER"). 


Es ist leicht zu sehen, dass im Fall A & Rı hierdurch eine Funktion u € ./ 
definiert ist. Für u:= F’'o gilt somit ve .Z/ und Lu- Au=w. 
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Daher umfasst Bild (L—A) den in #° = L?(R”) dichten Teilraum .Z. Aus (4) 
und 6.2 (d) folgt A € o(L). Somit haben wir gezeigt: AER+ — Ace ol(L), 
d.h. o(L) CR. 
Wir zeigen nun 

R+ C 0c(L) = Oapp(L) = 0app(A) = 0e(A). 
Seien A € R+ und e > 0 vorgegeben. Wir wählen eine Funktion p € CP (R)) 
mit suppp C]JA-8,A-+ | und setzen 


vu) = cp”), 


wobei wir die Konstante c > 0 so wählen, dass ||v|| = 1. Dann gilt v e OL (R”) 
und v(x) = 0 für | ||x]|? — A | > &, somit |Av — Av| < e|v|, also 


|Av—Av|| <e. 


Für e= 1/n erhalten wir auf diese Weise Funktionen %n € ./ mit ||vun|| = 1, 
| Avn - Avn|| < 1/n. Für un := Fo, gilt dann un € .Z, ||un|| = 1 und 
|Lun — Aun|| < 1/n wegen (4). Somit gilt A € oapp(A) und A € oapp(L). Nach 
5.5 (b) ist o(A) = Oapp(A) = 0.(A). 














Bei diesem und den folgenden Beispielen geht es vor allem darum, zu Demon- 
strationszwecken das Spektrum eines abgeschlossenen symmetrischen Operators 
allein mit Hilfe eines Gens zu bestimmen. 


(b) Der Operator u > — iu’ auf der Halbgeraden 
Für den durch 
D(A) := {u € CR+)NIZRy+) | u(0) = 0, u € LR+)}, 





Au = iu’ 
definierten, symmetrischen Operator A gilt 


o(A) = {AEC|ImA<0}, AEor(A) für ImA<0. 


BEWEIS. 


Wegen CX (R>0) C D(A) ist A dicht definiert. Die Symmetrie von A ergibt sich 
durch partielle Integration [üA]. 


Wir betrachten die Gleichung Au — Au = v für v € C!(R+)NL?(R.+). Nach 
Wahl von D(A) ist diese äquivalent zum inhomogenen linearen AWP 


1) wW-iu=iw, u0)=0, vec'(R,) 


mit der Zusatzbedingung u € L’(R+). Für jede Lösung u € L’(R.+) von (1) 
gilt dann auch u’ = iAu + iv € L’(R+), also u € D(A). 


Die Gleichung (1) ist für u € D(A) äquivalent zu 
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(2) uflz) = ie“ f v(t) et dt 
f) 


(Variation der Konstanten). 

Wir setzen g(x) := e*”, h(x) := e""*. 

Für ImA=w>0 silt |g(z)| = e”**, |h(x)| = e“”, insbesondere g € L’(R+). 
Wählen wir ve CP (R>o) mit supp v C ]O, RI, so folgt aus (2) 


R 
lu(z)| < e”“* [loti)le”" dt für > R, 
0 


somit liefert (2) eine Lösung u € D(A) von Au—- Au = v. In diesem Fall umfasst 
Bild (A—A) die in L?(R) dichte Menge C2 (R>0). Aus 6.2 (d) folgt A € o(A). 
Im Fall Im\ = -w < 0 gilt |g(z)| = e®” > 1, somit g & L’(R), aber h € 
L’(R+). 

Aus (2) folgt 


also v _ h. Daher ist in diesem Fall Bild (A — A) nicht dicht in 1? (R}+). Es 


folgt A € 0,(A) aus 6.2 (d). Im Fall w = 0 ergibt sich A € o(A) wegen der 
Abgeschlossenheit des Spektrums. 














(c) Das Spektrum des Impulsoperators auf R 


Die Fouriertransformation u > % liefert eine unitäre Abbildung des Schwartz- 
raums .7 der schnellfallenden Funktionen auf sich (812: 3.1,3.4). Für u € D(A) 
= 7 sei Au := — iu. Dann gilt Au(y) =y-ü(y) ($12:3.3), d.h. der Operator 
A ist unitär äquivalent zum Multiplikator M, mit Definitionsbereich ./. Nach 
5.5 (c) ist dessen Abschluss der Ortsoperator Q, und es ist o(Q) = 0app(Q) =R. 


Also gilt für den Impulsoperator P= A ebenfalls 
o(P) = oap(P) =R. 


Für dieses Ergebnis war die Kenntnis des genauen Definitionsbereichs von P = 
A nicht erforderlich (D(P) = W'(R nach 3.4 (a)). 
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824 Selbstadjungierte und wesentlich selbstadjungier- 
te Operatoren 


1 Charakterisierung selbstadjungierter Operatoren 


1.1 Selbstadjungiertheit und maximale Symmetrie 


(a) Ein Operator A heißt selbstadjungiert, wenn A = A* gilt. Die Bedeutung 
selbstadjungierter Operatoren für die Quantenmechanik wurde in 818:3.1(b) 
schon kurz angesprochen; mehr hierzu folgt in 8 25:4. Ihre Rolle in der Analysis, 
insbesondere der Differentialgleichungstheorie ergibt sich aus der Existenz einer 
Spektralzerlegung (Abschnitt 3 und 825:1.4), dem Spektralsatz und dem Satz 
von Stone (8 25:3.2, 3.4). 


In diesem Paragraphen sollen Kriterien aufgestellt werden, die es gestatten, aus 
Eigenschaften eines symmetrischen Operators A auf die Selbstadjungiertheit 
von A zu schließen, ohne A explizit bestimmen zu müssen. Hierzu stellen wir 
zunächst Bedingungen für die Selbstadjungiertheit eines Operators auf. 


In 823:4.3 wurde festgestellt, dass selbstadjungierte Operatoren symmetrisch 
und abgeschlossen sind. Darüberhinaus gilt der folgende 
(b) Satz. Selbstadjungierte Operatoren sind maximal symmetrisch: Ist A selbst- 


adjungiert und B eine symmetrische Fortsetzung von A, so gilt B= A. 


Mit Hilfe dieses Satzes kann die Gleichheit zweier selbstadjungierter Operatoren 
nachgewiesen werden. 


BEWEIS. 
Nach Voraussetzung gilt A= A* und AC Bc B*. Mit $23:4.2 (a) folgt 
BCB"CA*=ACB, also A=B. 














Nicht jeder maximal symmetrische Operator ist selbstadjungiert. 


Nach 823:6.3 (b) ist der auf WA(R.+) definierte Operator A:u- —iu’ abge- 
schlossen und symmetrisch, und es gilt ö € o(A), also ist A-i: D(A) — L’(R.+) 
bijektiv. Für eine echte symmetrische Fortsetzung B von A wäre B-i zwar 
surjektiv, aber nicht mehr injektiv und somit i € o,(B), was nicht sein kann 
(823:6.2 (a)). A ist nicht selbstadjungiert, denn D(A*) umfaßt W!(R), wie sich 
leicht durch partielle Integration ergibt. 


1.2 Das Spektrum selbstadjungierter Operatoren 


Satz. Ein abgeschlossener symmetrischer Operator A ist genau dann selbstad- 
jJungiert, wenn sein Spektrum reell ist. Es ist dann o(A) = Oapp(A). 
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BEWEIS. 


a) Sei A= A*. Dann ist A abgeschlossen und symmetrisch, ferner o(A) CR 
nach 823:6.2 (c). 


b) Sei A symmetrisch und abgeschlossen mit o(A) C R. Wegen A C A* bleibt 
zu zeigen, dass A* C A. Wir fixieren ein A € C\R. Dann ist nach Voraussetzung 
A,AE o(A), also ist 


1) A-X:D(A) > 3 surjektiv, 

2) Bild(A-AX) = # (sogar Bild (A- A) = #). 
Sei ve D(A*). Dann gibt es nach (1) ein ve D(A) mit 
3) (A-A)u = (A* Av. 





Wegen AC A* folgt (A* - A)u = (A* — A)v, also mit 823:4.5 
u-veKerm(A*—-X) = Ken(A-X)* = Bild(A- X)" = {0} 


aufgrund von (2). Somit gilt v= u e D(A), und aus (3) folgt Av = Au = Av. 
Dies zeigt A" CA. 














FOLGERUNG. Gibt es für einen symmetrischen Operator A eine Zahl A € C mit 
Bild (A*—A) cC Bild (A-X) und Bild (A-X) = #, 
so ist A selbstadjungiert und damit auch abgeschlossen. 


Ist insbesondere A symmetrisch und Bild (A-A) = X für ein AER, so ist A 
selbstadjungiert. 


Dies ergibt eine nochmalige Durchsicht des Beweises (b); andere als die genann- 
ten Voraussetzungen werden nicht benötigt. 


1.3 Die Hauptkriterien für Selbstadjungiertheit 

Für einen symmetrischen Operator A sind folgende Aussagen äquivalent: 
a) A ist selbstadjungiert. 

b) A ist abgeschlossen und o(A) CR. 

c) A+i und A-i sind surjektiv. 

d) A-X und A-X sind surjektiv für mindestens ein A€ C. 

BEwEIS. 

a) => (b) nach 1.2. 

(b) => (c) — (d) nach der Definition von o(A) und p(A). 

(d) —> (a) nach der Folgerung von 1.2, denn im Fall Bild (A - X) = #4 
gilt natürlich Bild (A* A) C Bild (AA). 
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(e) FOLGERUNG. Ein symmetrischer Operator A ist genau dann selbstadjun- 
giert, wenn er abgeschlossen ist und 


Kern (A"— A) =Kern (A —-X)={0} fürein AEC\R 
gilt. 
Ist A selbstadjungiert, so besteht diese Beziehung für alle AEC\R. 
BEWEIS. 


(i) Ist A selbstadjungiert, so ist A abgeschlossen und o(A) C R. Für alle 
AEC\R gilt dann A, A € o(A), somit wegen A = A" 


Kern (A*— X) = Kern (A- X) = {0} = Kern (A- X) = Kern (A"— A). 


(i) Sei A symmetrisch und abgeschlossen, und es existiere ein A€E C\R mit 
Kern (A* — A) = Kern (A* — A) = {0}. Nach 823:4.5 (b) und 6.1 (b) folgt 





Bild (A-A) = Bild (A-X) = {0} = = Bild (AA) 
Bild (AA). 
Somit ist A selbstadjungiert nach dem Kriterium 1.3 (d). 














1.4 Beispiele selbstadjungierter Operatoren 
(a) Reelle Multiplikatoren. Für eine a-messbare Funktion v: —R ist 
der Multiplikator 

M,:u>v-u mit D(M,) = {ueL?(9, u) |v-ueL’(N, u)} 


selbstadjungiert. Das folgt aus M} = Mz = M,, vgl. 823:4.1(e). 
Entsprechend folgt die Selbstadjungiertheit des Multiplikators M. auf £? mit 
einer reellen Zahlenfolge a = (aı,aa,...). 

Ein anderer, die Kenntnis von M{£ nicht voraussetzender Nachweis der Selbst- 
adjungiertheit stützt sich auf 1.3 (c): Ma ist offenbar symmetrisch. Für y = 
(yı,y2,...) € E und x = (a1,22,...) mit 2x = yr/(axr +1) eilt |ar| < |yel, 
somit z€ (? und (M. +i)2 = y. 








(b) Impulsoperatoren. 

(i) Der auf W'(R) definierte Impulsoperator P: u —iu' eines geradlinig 
bewegten Teilchens ist nach 1.2 und 823:6.3 (c) selbstadjungiert. 

(ii) Der auf D, := {u € W! [a,b] | u(a) = e’?u(b)} definierte Impulsoperator 
Per := ur -iu ist selbstadjungiert. Wir können dies aus 1.3(b) folgern, 


indem wir die in $23:3.2 bewiesene Abgeschlossenheit heranziehen und das 
Ergebnis der Aufgabe 823:5.4(b) verwenden: o(Pper) = Op(Pper) CR. 


Direkter führt das Kriterium 1.3 (c) zum Ziel: Für f € L? [a, b] liefert 
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ul) := e"”(c + if se) er! dt ) 





eine absolutstetige Lösung der DG W =+u-+if, d.h. der Gleichung 





Peutiu=f. 








@ _ el?e#b für a#£b von Null verschieden 





Es ist leicht zu sehen, dass & := e” 








b 
ist. Legen wir c durch @- c = ie'fe*” [ f(t)e?' dt fest, so erfüllt u die Rand- 
bedingung u(a) = e'* u(b) [ÜA]. 

(c) Der Hamilton-Operator H eines in ]a,b| eingesperrten Teilchens mit 
D(H) = [ueC5 [0,1] | We W'[0,1]}, Hu=-3u” für ve D(H) 
ist aufgrund des Kriteriums 1.3 (b) selbstadjungiert, denn nach 823:5.4 (c) ist 

u -—u” auf D(H) symmetrisch mit reellem Spektrum. 
1.5 Die Selbstadjungiertheit von A*A 
Satz. Für jeden abgeschlossenen Operator A ist A*A mit 
D(A’A) := {ue D(A) | Aue D(A*)} 
selbstadjungiert. 
Für jeden selbstadjungierten Operator A ist somit A? selbstadjungiert. 
BEMERKUNG. Für einen linearen Operator A ist {u € D(A) | Au € D(A*)} i.A. 


kein dichter Teilraum von 5, also A*A nicht notwendig ein linearer Operator. 


BEWEIS. 
(a) Für u,v € D(A"A) gilt (A'Au, v) = (Au, Av) = (u, A"Av), also ist A*A 
ein symmetrischer Operator, falls D(A*A) dicht in 4 ist. 


(b) Wir zeigen, dass sich jeder Vektor h € # in der Form h= u+ A"Au mit 
u € D(A*A) darstellen lässt. Nach $ 23:2.2 (a) ist G(A) = {(u, Au) | u € D(A)} 
und damit auch U(G(A)) := {(Au,—u) | u € D(A)} abgeschlossen in x. 
Nach 8 23:4.4 ist 


G(A*) = U(G(A))" (Orthogonalität in x 5) 


ebenfalls abgeschlossen in 7 x 5. Nach dem Zerlegungssatz 39: 2.4 lässt sich 
daher jedes Paar (0,—h) € 4 x 5X in der Form 


(0,—h) = (v, A*v) + (Au, —u) mit veD(A), veD(A*) 
darstellen. Dann gelten die Gleichungen 


0=v+Au, h=u-A’. 
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Aus diesen folgt Au = —-v € D(A*) und h= u+ A"Au. 


(c) D(A*A) ist dicht in 5£: Sei h L D(A*A) und u € D(A’A) C D(A) so 
gewählt, dass h = u+ A*Au. Dann folgt mit (a) 


0 = (h,u) = |jul|? + ||Au||”, also u = O0 und somit h = 0. 





(d) Nun folgt die Selbstadjungiertheit von A'A aus dem Kriterium 1.3 (d) mit 
A=X=-1l,da A*A+1 nach (b) surjektiv ist. 











2 Wesentlich selbstadjungierte Operatoren 


2.1 Definition und Beispiele 


(a) Die Zielsetzung dieses Abschnitts wird am besten durch ein Beispiel ver- 
deutlicht. Die Energie eines freien, spinlosen Teilchens im Raum soll, wie je- 
de Observable der Quantenmechanik, durch einen selbstadjungierten Operator 
H beschrieben werden. Unter Vernachlässigung physikalischer Konstanten wird 
H=- 3A gesetzt, wobei —A der auf ..Z(R”) definierte Laplace-Operator ist. 


Die direkte Anwendung eines der Kriterien 1.3 wäre für n > 1 relativ schwierig, 
dies würde Kenntnisse über den Sobolew-Raum D(A) = W?(R”) vorausset- 
zen. Wir nützen daher das Kriterium 1.3 (b) indirekt aus, indem wir uns nur auf 
die Eigenschaften des Gens — A auf .Z/(R”) stützen. Die entsprechenden Rech- 
nungen wurden in $23:6.3 (a) durchgeführt mit dem Ergebnis o(-A) =Ry. 
Offenbar gilt auch o(H) = 30(-A)=Ry. 

(b) Ein symmetrischer Operator A heißt wesentlich selbstadjungiert, wenn 
sein Abschluss A selbstadjungiert ist, d.h. wenn A=A* = A*, vgl. $23:4.2 (c). 


Ein Operator A ist genau dann wesentlich selbstadjungier, wenn ACA*CA. 
Denn A C A* bedeutet Symmetrie, und aus dieser folgt nach der Folgerung 


—+* 


823:4.4(c) A=A* C A*. Aus A"CA ergibt sich dann A =A =A. 


(c) BEISPIELE. 


(i) Der auf .Z/(IR”) definierte Laplace-Operator u > — Au ist nach (a) we- 
sentlich selbstadjungiert. 

(ii) Der Operator P, : u -iw mit D(P,) = {u € C* [a,b] | u(a) = 
e'”u(b)} ist wesentlich selbstadjungiert. Denn nach $23:3.2 (b) ist sein Ab- 
schluss der auf D, = {u € W! [a,b] | u(a) = e’Pu(b)} definierte Impulsoperator 
u -iu’, und dieser ist nach 1.4 (b) selbstadjungiert. 

(iii) Der auf C5 [a,b] = {u € C? [a,b] | u(a) = u(b) = 0} definierte Laplace- 
Operator u +> —u” ist wesentlich selbstadjungiert, vgl. 823:3.5 und 823:5.4 (c). 
(iv) Der auf dem Schwartzraum ./(R”) eingeschränkte Multiplikator M, mit 
v(x) = ||x||” ist nach $23:5.5 (d) ein Gen für den maximal definierten Multipli- 
kator M,, dessen Selbstadjungiertheit in 1.4 (a) festgestellt wurde. 
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2.2 Kriterien für wesentliche Selbstadjungiertheit 
Für einen symmetrischen Operator A sind die folgenden Aussagen äquivalent: 
(a) A ist wesentlich selbstadjungiert. 
(b) Bild (A-i) und Bild (A+i) sind dicht in 3. 
(c) Es gibt eine Zahl \E C und ein 0>0, so das A-A, A-X dichtes Bild 
haben und dass 
IAu-Aull > ollul, Au-Aul > ellull für ve D(A). 
(d) Kern (A* +i) = Kern (A* -i) = {0}. 


BEMERKUNGEN. (i) Nach 823:6.1(b) ist die Bedingung (c) äquivalent zu 
A,A € o(A). Für nichtreelle A gilt || Au — Aul| > |ImA| - ||ul| für u € D(A), 
vgl. $23:6.2, also ist für nichtreelle A die Bedingung (c) schon dann erfüllt, 
wenn Bild (A—A) und Bild (A— X) dicht in 9 sind. 

(ii) Ist A wesentlich selbstadjungiert, so ist die Bedingung (c) für alle nichtre- 
ellen X erfüllt, denn nach 1.3 (b) gilt o(A) CR. 


BEWEIS. 
a) — (b). Ist A selbstadjungiert, so gilt o(A) CR, also Bild (A - X) = 
A für alle nichtreellen A. Nach 823:6.1(a) folgt Bild (A—-AX) = 5 für alle 
AEUC\R, insbesondere für A = #i. 


b) —> (c) mit A=i nach Bemerkung (i). 





c) => (a). Nach Bemerkung (i) folgt aus_(c) die Existenz einer Zahl A 
mit A, € o(A), woraus Bild (A— X) = Bild (A- X) = # folgt. Somit ist A 
selbstadjungiert aufgrund von 1.3 (d). 


a) > (d) nach dem Kriterium 1.3 (e), denn nach 823:2.1(d), 823:4.2 (c) 


gilt (A +3 i)* = (Ati =E i) = (A + £)": 


























2.3 Halbbeschränkte Operatoren 
Ein linearer Operator A heißt positiv (A > 0), wenn 
(u, Au) >0 für ve D(A) 


und halbbeschränkt mit unterer Schranke 0, wenn A-— o positiv ist, d.h. 
wenn 


(u, Au) > o|ju|” für ve D(A). 


Wegen (u, Au) ER für ve D(A) sind halbbeschränkte Operatoren symme- 
trisch (Polarisierungsgleichung $21:3.6 (b)). Aus A-o>0 folgt A-e>0 
[A]. 
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SATZ. (a) Ist A halbbeschränkt mit unterer Schranke o, so gilt 
[Au- Au > (o-Mllul für A<e. 
(b) Gibt es daher ein Ao < 0, so dass Bild (A — Ao) dicht in Sf ist, so ist A 


wesentlich selbstadjungiert und o(A) C |o,&|. 

Für alle A< o ist dann R(X, A) die Fortsetzung des beschränkten, dicht defi- 
nierten Operators (A\— A)! : Bild (A—-AX)— D(A). 

(c) Andernfalls gilt A € o,(A) für alle A < 0, und A besitzt unendlich viele 
selbstadjungierte Fortsetzungen. 


BEWEIS. 
(a) B:= A- o ist symmetrisch mit B> 0. Für ue D(A), A < p gilt somit 


Au —- Au]? = (Bu+(o-A)u, Bu+ (o-X)u) 
| Bull? +2(0- A)(u, Bu) + (e- A) Jul]? 
(e- A) Jul”. 


(b) Die wesentlich Selbstadjungiertheit von A folgt unmittelbar aus dem Krite- 
rium 2.2 (c). Die Aussage über die Resolvente folgt aus 8 23:6.1. Aufgrund von 
(a) schließen wir: A<o — A ospp(A) = (A), vgl. 1.2. 


(c) Tritt der Fall (b) nicht ein, so gilt A € 0,(A) für alle A < 9, denn für A<o 
ist A £ op(A) nach (a). Für den Beweis der Fortsetzbarkeit und Einzelheiten 
hierzu verweisen wir auf RiEsz-NAcYy [131] Nr. 122-125 und REED-SIMmoNn [130, 
II] Ch.X (Stichworte „Defektindizes“, „Friedrichs-Erweiterung“). 





IV 














BeispieL. Der Operator B : Wi [a,b] — L? [a,b], u > -iw’ ist symmetrisch 
und abgeschlossen, aber nicht selbstadjungiert (8 23:4.3). Setzen wir B auf den 
Definitionsbereich D, := {u € W! [a,b] | u(a) = e’*u(b)} fort, so entsteht nach 
1.4 (b) jeweils ein selbstadjungierter Operator B, : u -iu'. Somit besitzt 
der Operator A= B?>0 die nach 1.5 selbstadjungierten Fortsetzungen BB. 


3 Symmetrische Operatoren mit diskretem Spektrum 


3.1 Wesentliche Selbstadjungiertheit und Spektralzerlegung 

In einer Reihe von Anwendungen sind folgende Bedingungen erfüllt: 

(a) A ist ein symmetrischer Operator auf einem unendlichdimensionalen Hil- 
bertraum. 

(b) Es gibt ein vollständiges ONS vı,va,... für 4, bestehend aus Eigenvek- 
toren von A. 


(c) Die zugehörigen Eigenwerte Ak = (vr, Aur) bilden eine monoton wach- 


sende Folge reeller Zahlen mit „im Ar = 00. 
00 
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SATZ. Unter diesen Voraussetzungen ist A wesentlich selbstadjungiert und halb- 
beschränkt mit unterer Schranke Aı. 


Der Abschluss A und sein Spektrum sind gegeben durch 
— I Artur, u)? <o, 


) 
= Sr (vr, U ) Ur = D2, Uk,Ü ) Avr für ue D(A), 


Die Eigenräume Kern (A — Ar) = Kern (A— Ar) haben endliche Dimension. 


Ein Operator A mit den Eigenschaften (a), (b), (c) heißt ein symmetrischer 
Operator mit diskretem Spektrum. 


BEweIs. 
Seiue D(A). Da v1, v2,... ein vollständiges ONS ist mit Av, = Av = Art 
und wegen der Symmetrie von A ergibt sich mit der Parsevalschen Gleichung 


Au = & (x, Au)vr = % (Av, u)vr = YAr(vR, u) Ur, 
fr k=1 k=1 
lau)? = Auf? < @. 


Konvergiert umgekehrt )) AR | (vr, u) |?, so gibt es wegen der Isomorphie von 
k=1 


AH und P ein ve 5 mit 


n 
= lim; 8%, YAr(vr, u) Ur. 


n 


Für un := > (vr, u)vr gilt dann un € D(A), u= lim un und 5 = Aun — v. 


k=1 _ en N—0O 
Es folgt ue D(A) und Au=v. 
Mit der unitären Abbildung 
U:#->0, ur ((u,u),(v,u),...) 
drückt sich dies wie folgt aus: 
A=U’'MU; 
dabei ist Mı der maximal definierte, nach 1.4 (a) selbstadjungierte Multiplikator 


Mx : (2i,82,«:.) HH (Aıtı,Aaza,...) 
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auf £?. Da U die Hilbertraumstruktur überträgt, ist A ebenfalls selbstadjun- 

giert, und es gilt o(A) = o(My), op(A) = 0» (My1). Aus 8 23:5.5 (a) entnehmen 

wir o(Mı) = o»(Myı) = {Ar | k € N}, denn wegen ‚im Ar = 00 ist die Menge 
—0o 

{Ar |k € N} abgeschlossen, und jedes An kommt in der Folge (Ax) nur endlich 

oft vor. Insbesondere ist dim Kern (A — An) = dim Kern (Mx — An) endlich. 


Aus der Reihendarstellung für Au folgt schließlich 














(u, Au) > Aıllul? für ve D(A). 


FOLGERUNGEN. 


(a) Unter den obengenannten Vorausetzungen ist (A- A)! für A< Aı kom- 
pakt und positiv definit. 


(b) Ist umgekehrt T kompakt und positiv definit, so it A= T"!':BildT > # 
ein positiver, abgeschlossener Operator mit diskretem Spektrum und 0 & op(A). 


BEWEIS. 

(a) Wegen o(A) C [A1,o0[ gilt für A< Aı: A e€ 0(A), also 7 := (A- A) eE 
Z£(5). Daher ist jeder Vektor u € 5 von der Form u = (A-A)vmitv € D(A). 
Für u#0 gilt v £ 0, somit 


(u, Tu) = ((A-A)w,v) = (v, (A-A)v) > (Aı -A) vl? > 0. 


Wegen u, = T(A-A)vr = (Ak-A)Tvr für k = 1,2,... gibt es ein vollständiges 
ONS aus Eigenvektoren von T, und die zugehörigen Eigenwerte (Ax — A)! 
bilden eine Nullfolge. Daher ist 7’ kompakt nach 8 22: 4.6. 





(b) Nach 822:4.6 gibt es ein vollständiges ONS vı,va,... für Z und eine 
monoton fallende Nullfolge (un) mit Tvr = urvr (k=1,2,...). Aus AT=1 
folgt d%% = ur Avr, also Avg& = Arvr mit Ar := 1/ur für k=1,2,.... 


Zu jedem u € D(A) gibt es ein ve # mit u= Tv. Für u #0 folgt v £ 0, 
also Au= ATv = v#£ 0 sowie 


(u, Au) = (Tv,v) >00. 


Sei u= lim un mit un € D(A) für n=1,2,..., und v= lim Au, existiere. 
n—0oo 


n—0o 
Da es Vektoren ın gibt mit un = Ton für ne N, gilt 


Un = An > v fürn und Tm = Wu fürn om. 














Da T stetig ist, folgt Tv = u, also u€ D(A) und Au=v. 
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3.2 Operatoren mit diskretem Spektrum und unitäre Gruppen 


Satz. Sei A ein selbstadjungierter Operator mit diskretem Spektrum, d.h. A 
genüge den Bedingungen 3.1 und sei abgeschlossen. Dann besitzt das Cauchy- 
Problem 


(*) Pr = -iApı, 20 € D(A) vorgegeben 


eine eindeutig bestimmte Lösung t > pı im Hilbertraumsinn, d.h. im Sinne 
von 


Kim | r (Pr+n — yı) + iApı || = 0. 


Diese existiert für alle tER und ist gegeben durch 


(*) pı = Der Hlon,Yo)ur = Ult)po, wobei 


k=1 


oo 


me ARE (5, U) dp. 


Die Ult): ## — HK sind unitäre Operatoren mit der Gruppeneigenschaft 
U(s+t) = U(s)U(t) = U(t)U(s) für steR, U(0) =1, 
U(t)* = U(-t) = Ult)”" fürteR. 


Ferner gilt im U(s)u=U(t)u für alleue H,tER. 


st 


BEweIs. 
(a) Eindeutigkeit. Für jede Lösung %: der Gleichung d: = -iAy: gilt 


oo 


=r( YUr,pt)ur € D(A). 


Die Differenzierbarkeit im Hilbertraumsinn hat zur Folge, dass die Fourierkoef- 
fizienten cx(t) := (vr, pr) im gewöhnlichen Sinn differenzierbar sind mit 


ert) = (vr, de) — —i (vr, Age) _ —i( Av, pr) — —iArcr(t), 
also cr(t) = cr(0) er! = (vr, yo)e "kt für kE N. Es folgt (**). 


(b) Die Operatoren U(t). Wegen der Isomorphie von 3 und £? folgt 
00 = 2 00 

ML rw =D Io, u)? = |ull? 
k=1 


k=1 


und somit die Konvergenz der folgenden Reihe 
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(2) =>, Art, u) or 


sowie die Isometriebedingung ||U(t)ul|| = ||u|| für alle u € 5. Aus der Darstel- 
lung (2) folgt ferner 


(vr, Uls+t)u) = er ert(y,, u) = er (9, U(t)u) 
= (vr, U(s)UÜ)u) 


für k=1,2,... und somit U(s+t)u = U(s)U(t)u für s,t € R. Offenbar gilt 
U(0) = 1. Es folgt U(-t)U(t) = U(t)U(-t) = U(0) = 1, und damit existiert 
)T=U(-t) für alle tER. Da U(t) unitär ist, folgt U(t)* = U(t)"" [EAl. 








ut 
(c) Existenz einer Lösung. Für gegebenes po € D(A) sei p: := U(t)ypo gemäß 
(2) bzw. (**) definiert. Nach (1) und 3.1 konvergiert die Reihe 


(3) Ar | (vr, po)”, 


GE 


GE 


A Kon, 2)? = D Alert (or, yo)? 


k=1 k=1 k 


1 


also gilt pı € D(A) für alle tER. Aus (**) erhalten wir 


(vr, Pt+n = pe +ihApr)| = |(vr, Yı+n — pe) + (Avr,ihpe)| 
= |(vr, Pr+n — pe + ihArpe)| = [er (e%r® 14h) (or, po)| 
= |e”’’**-1+iArh| -|(vr, Yo)| = |f(Arh)]| - |(vr, po) 


mit f(x) = e””®—1-+irx. Wir setzen g(x) := f(x)/z für x #0 und g(0) :=0. 
Dann ist 9: R — Rı+ stetig und beschränkt [EA], es gilt also |g(z)| < C 
für ze R mit eine Konstanten C'. Nach der Parsevalschen Gleichung folgt für 
hz#0 


2 oo 


1 ; 1 
| En - 0 +iAn|| = 5 D 17m Ieor, vo)? 
4) k=1 


ae h)l? Kur, Po)? < 0? % ı Kor, pol”. 
k1 k=1 








Die letzte Reihe liefert eine von h unabhängige Majorante für die vorletzte, 
die somit aufgrund gleichmäßiger Konvergenz eine für alle h stetige, für h = 0 
verschwindende Funktion darstellt. Die Behauptung d: = -iAgt folgt aus (4) 
für h 0. 


(d) Stetigkeit von t> U(t)u. Sei ue /. Wegen 
IUG+A)-UE))ull = IUE)UCR) - Null = |UlR)u- ul 


ist nur zu zeigen, dass 
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IO(r)u- ul? = Der 1] Kongo) +0 für 0. 


k=1 














Das folgt wie oben aus |e”‘* _ 1| = |f(&) -iz| <(1+C)|e| BA]. 


3.3 Die Schrödinger-Gleichung für ein in ]O, 1| eingesperrtes Teilchen 


Wir betrachten den durch Hu=-%u” auf D(H) = C5 [0,1] definierten Ope- 
rator H. Durch vr(x) := v2 sin(rkx) für k=1,2,... ist nach $22:5.1(e) ein 
vollständiges ONS für 3£ := L? [0,1] gegeben mit 


Dee Ih kei) 
somit ist H ein positiv definiter Operator mit diskretem Spektrum. 


Das Schrödingersche Anfangswertproblem auf ]0,1[x R, 


n Be u .n (2,0) = yola), 


schreiben wir in der Form 
(!) dr = -iHp mit Ale) := pla,t). 


Die Hilbertraumlösung mit 90 € D(H) ist nach 3.2 gegeben durch 


Setzen wir zusätzlich 90 € D(H?) voraus, so gilt 
(vr, H?yo) = (H’ur, po) = Am’k (vr, po), 


also |(vr, go)| <crk”" mit cp := Am *l(vg, H?po)| < An || H?%oll. Daher 
konvergiert die Reihe 
(2) lat) = De? (ur, po) onla) 

k=1 


gleichmäßig auf R, und die gliedweise einmal nach t bzw. zweimal nach x dif- 
ferenzierte Reihe besitzen die Majorante 


oo 
IE mie Def 
— — kl <@0. 
v2 — ® 


> 1 


Somit liefern (2) bzw. (2’) eine Lösung von (1) im klassischen Sinn. 
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3.4 Der quantenmechanische harmonische Oszillator 


(a) In der klassischen Mechanik ist die Hamilton-Funktion eines Teilchens mit 
einem Freiheitsgrad, das sich unter dem Einfluss einer linear von der Ortskoordi- 
nate abhängigen Rückstellkraft (Hookesches Gesetz) bewegt, nach Umskalierung 
gegeben durch 


h(q,p) = sp +3qQ. 


(b) In der Quantenmechanik beschreiben wir die Zeitentwicklung der Wellen- 
funktion eines Teilchens mit einem Freiheitsgrad unter dem Einfluss des Poten- 
tials v(g) = $ q° durch die Schrödinger-Gleichung 
&) dr = -iHpı 
mit dem Hamilton-Operator 
1p2 , 1n2. 

H=5;P’+5Q@; 
dabei ist P: u+> -iu’ der Impulsoperator und Q = M. der Ortsoperator, 
vgl. 823:1.1. Es gilt also 

(Hu)(z) = - 3u”() + 32’ u(e). 


Als Definitionsbereich für H wählen wir einfachheitshalber den Schwartzraum 


SF. 


() H:7 — 5 ist ein symmetrischer Operator mit diskretem Spektrum. 
Denn für die Hermite-Funktionen kn gilt nach 812:5.2 


(1) ha) +@’hn(x) = (2n+1)hn(x), also Hhn = (n + 3) An 


für n=0,1,2,..., und die h„ bilden ein vollständiges ONS für 3/ = L?(R). 


Nach 3.2 ist die Hilbertraumlösung von (x) mit vorgegebenem Anfangszustand 
po € ./ gegeben durch 


pr = ” et m, Yo) An. 
n=0 
Ähnlich wie in 3.3 ergibt sich, dass wegen yo € ./ die Reihe 
pl) = Dettdthn, ohne) 
n=0 
gliedweise einmal nach t und zweimal nach x differenzierbar ist und damit die 
klassische Lösung der Schrödinger-Gleichung 


. 2 2 zT 
+ zarplat), Pl2,0) = Pole) 


0x2 


liefert: 
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BEWEISSKIZZE. 
Wegen po € D(H*) für k EN gilt 


(An, H*go) = (H'hn, go) = (n+4)" (An, 10). 


Daher gibt es für jedes k € IN eine Konstante cx mit |(hn, Yo)| < cn" für 
n=1,2,.... Es lässt sich zeigen, dass |hn (x)| < 2/n und |h},(z)| < $(n +1) 
für neN. 

Daher ist die Gleichung (2) einmal gliedweise nach x differenzierbar, und die 


einmal nach x abgeleitete Reihe konvergiert gleichmäßig auf ganz R. Aus der 
Differentialgleichung der hr folgt für || < R 


Iha(a)| < (R’+2n+1) |hn(a)| < 2 Yn (R’+2n+1), 
2’|hn(x)| < 2R? Yn. 


Daher lässt sich die Gleichung (2) zweimal gliedweise nach x differenzieren, 
denn die zweimal gliedweise abgeleitete Reihe konvergiert gleichmäßig in jedem 
kompakten Intervall. Die gliedweise Differenzierbarkeit der Reihe (2) nach t ist 
unproblematisch. 














3.5* Formen und selbstadjungierte Operatoren 
(a) Sei V ein dichter Teilraum des Hilbertraums 5 und Q eine auf V definierte 
quadratische Form, vgl. $21:3.6. Diese heißt positiv, wenn Q(u,u) > 0 für 
alle u € V. Für positive Formen Q ist durch 

(u,v)o = Qlu,v) + (u,v) 
ein Skalarprodukt auf V gegeben. Die Form Q heißt abgeschlossen, wenn 
(V,(*,*)o) ein Hilbertraum ist. 


(b) Beispier. Sei 0 C R” ein beschränktes Gebiet, 4 = L?(0) und V = 
WA(9), vgl. 814:6.2 (b). Für u € V liefert 


Q(u,v) = f (Vu, Vv)dV” 
9 


eine abgeschlossene, positiv definite quadratische Form (814:6.2(c)), und die 
Normen 


lullo = (u, 00)? und July = Qlu,u)"? 


sind zueinander äquivalent ($14:6.2 (d)). 
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(c) SAarz. Für jede positive abgeschlossene Form Q auf V ist durch 
D(A) = {ueV | vH Q(u,v) ist stetig auf V} 
= {[ueV | Qluv) = (f,v) gilt für ein fe KH undalleveV}, 
Au := f 
ein selbstadjungierter Operator A mit 
(Au,v) = Qu,v) für veD(A), veV 
definiert. 


Im Fall des Laplace-Operators für auf 9 verschwindende Funktionen ist A die 
in 815:1.2 (c) eingeführte Fortsetzung. Nach $15:1.2 (a) hat diese ein diskretes 
Spektrum. 


BEwEIS. 

(i) Fürue D(A) lässt sich v > Q(u,v) zu einem linearen Funktional auf 3 
fortsetzen; daher gibt es ein eindeutig bestimmtes f € Z mit Q(u,v) = (f,v) 
für alle ve V. Wir definieren A durch die Vorschrift Au := f. Dann gilt 


(Au,u) = (f,u) = Q(u,u) > 0 für alle ue D(A), 


also ist A positiv, insbesondere symmetrisch, vgl. 821:3.6. 


(i) Wir zeigen, dass A-+ 1 surjektiv ist. Für ein gegebenes h € # silt 
Kh,v)| < |IAll- Iloll < IAll lol, , also ist v > (h,v) stetig auf (V;]|-|Io)- 
Somit gibt esein ve V mit 


(h,v) = (u,v)o = (u,v) + Qu,v) füralle veV. 
Da vn Q(uv)=(h-u,v) stetig auf 4 ist, folgt ue D(A) und Au=h-u, 
d.h. (A+l)u=h. 
(ii) Wir zeigen, dass A ein linearer Operator, d.h. dicht definiert ist. Dann ist 
A selbstadjungiert nach 1.3 (d). 
Erster Schritt: D(A) ist dicht in V bezüglich || - ||o. Angenommen, es gibt ein 
ve V mit (u,v)o = 0 für alle u € D(A). Da es ein u € D(A) gibt mit 
(A+1)u=v, folgt nach Definition von A 


(v,v) = (Au+u,v) = Quo) + (u,v) = (UV) =, 


also v = 0. 
Zweiter Schritt: Ist also w € V gegeben, so gibt eine Folge (un) in D(A) mit 
Iw —- un||o > 0. Dann gilt auch ||w - un|| < ||w — un||o — 0. Somit liegt D(A) 
bezüglich der Norm ||- || dicht in V und damit auch in 5. 
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4 Störung wesentlich selbstadjungierter Operatoren 
4.1 Problemstellung, Schrödinger-Operatoren 

(a) Für ein Gebiet N des RR” betrachten wir das Problem 

#) = -iHp, YoeD(H), 

wobei der Operator H auf D(H) c L?(N) gegeben ist durch 


Hu = -3 Au + v-u mit einer messbaren Funktion v:2—>R. 


Dieses Problem hat genau dann für alle po € D(H) eine eindeutig bestimmte, 
für alle t€ R definierte Lösung y:, wenn H selbstadjungiert ist. Das ergibt 
sich aus dem Satz von Stone 8 25:3.4. In diesem Fall heißt 7 ein Schrödinger— 
Operator und (x) die zugehörige Schrödinger-Gleichung. 


Wir lassen im folgenden bequemlichkeitshalber den Vorfaktor 3 weg und schrei- 
ben 


H=A+B mit A=-A, B=M,. 


Dabei soll A eine selbstadjungierte Fortsetzung des Laplace-Operators sein, also 
der Abschluss des auf .Z/(R") definierten Laplace-Operators für = R” (vgl. 
2.1(c) (i)) oder der Abschluss des auf C3(D) definierten Laplace-Operators, 
vgl. 3.5*. Da reelle Multiplikatoren nach 1.4 (a) selbstadjungiert sind, werden 
wir auf folgende Frage geführt: 


Seien A,B selbstadjungiert. Unter welchen Voraussetzungen ist die Summe 
A+B:D(AA)ND(B) > 5#, ur Au+ Bu 
selbstadjungiert? 


(b) Als erstes erhebt sich die Frage, ob A+B ein linearer Operator, d.h. dicht 
definiert ist. Ist z.B. A der Operator 


ur -u” auf D(A) = W’(R) := {ve W!(R)|uw €e W(R)} 


und die Funktion v € L!(R) über kein offenes Intervall ]a,b[ quadratinte- 
grierbar, so ist D(A)ND(M,) = {0}, denn dann ist |vu|? für keine Funktion 
0#ue W”(R) integrierbar [ÜA]. Eine solche Funktion v erhalten wir durch 


1 
Viel 


wenn die rx alle rationalen Zahlen durchlaufen (Al, Satz von Beppo Levi). 





© 1 n 
=), 589 (2er) mit p(0)=0, plz) = e®! für #0, 
k=1 
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(c) Der Definitionsbereich von A+B ist sicher dann dicht in 5f, wenn D(A) C 
D(B) gilt. Auch dann folgt aus der Selbstadjungiertheit von A,B nicht die 
Selbstadjungiertheit von A+ B. Ein Gegenbeispiel wird in 4.3, Bemerkung (iii) 
gegeben. 


(d) Da wir in der Regel die Bestimmung des Abschlusses wesentlich selbst- 
adjungierter Operatoren vermeiden wollen, ist folgendes Problem von großer 
praktischer Bedeutung: 


Seien A, B wesentlich selbstadjungiert mit D(A) C D(B). Gesucht sind hinrei- 
chende Kriterien für die wesentliche Selbstadjungiertheit von A+B. 


4.2 Kleine Störungen 


(a) Seien A, B symmetrische Operatoren mit D(A) C D(B). Der Operator B 
heißt A-beschränkt, wenn es Zahlen a,b € R.; gibt mit 


(&)  ||Bull < a|]Au|| + b]lul| für alle ve D(A). 


Lässt sich dabei a < 1 wählen, so heißt B eine kleine Störung von A. 


Gibt es zu jedem a € ]0,1] ein b > O mit (x), so heißt B eine unendlich kleine 
Störung von A. 


(b) Genau dann ist ein symmetrischer Operator B eine kleine Störung des 
symmetrischen Operators A mit D(A) C D(B), wenn es Konstanten a, ß gibt 
mit 


(*) 0<a<1,B>0, |Bul < a||Aul? + Bu]? für alle ue D(A). 


Aus (x) folgt (**) mit @ = ß und geeignetem ß > b. Aus (**) folgt (x) mit 


a= Ya und geeignetem b [üA]. 


(c) BEISPIELE. (i) Ist A symmetrisch und B beschränkt und symmetrisch, so 
ist B eine unendlich kleine Störung von A (a =0 bzw. a =0). 

(i) Für u e D(A) = {u € Wi [a,b] | w e W! [a, 5] } sei Au = —u”, und für 
ue D(B) = Wi[a,b] sei Bu = -iu’. Dann ist B eine unendlich kleine Störung 
von A: Denn A ist selbstadjungiert, B ist symmetrisch mit D(A) < D(B), und 
für ue D(A) gilt 

b b 
(u, Au) = - [ Tw” dX = [ |W]? di = ||Bull?, 


a 


also 


1 2 
Bu]? = (u, Au) < |lAull- Ill < (allAull + zZ1lul) 


für beliebige a € ]0, 1[. 
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4.3 Der Satz von Kato-Rellich 

Für jede kleine symmetrische Störung B eines selbstadjungierten Operators A 
ist die Summe A+B:D(A) > X selbstadjungiert. 

BEMERKUNGEN. (i) B muß weder selbstadjungiert noch abgeschlossen sein. 


(ii) Der Satz geht auf RELLICH (1939) zurück. Eine Reihe von Verallgemei- 
nerungen und Anwendungen wurden von KATo [128] 1966 angegeben; Anwen- 
dungsbeispiele folgen in 4.5, 4.6. 


(iii) Für die in 4.2 zuletzt angegebenen Operatoren A, B ist demnach 
C:=-A+B:D(AA- Lab], ur u’ - iv 
selbstadjungiert, denn nach 1.4 (a) sind A und damit auch — A selbstadjungiert. 


Dies Beispiel zeigt auch, dass die Summe zweier selbstadjungierter Operatoren 
i.A. nicht selbstadjungiert ist: B= A+C: D(A) — L? [a,b], u -iu’ ist nach 
$23:3.2(a), 4.3 (a) weder abgeschlossen noch wesentlich selbstadjungiert. 


BEwEIS. 

(a) Da A+ B symmetrisch ist, genügt es nach 1.3 (d) zu zeigen, dass es ein 
t>0 gibt, so dass A+ B-+it, A+B-it surjektiv sind. Wir betrachten zunächst 
A+B+Hit für t>0. Da A selbstadjungiert ist, ist A + it stetig invertierbar. 
Aus der Gleichung 


IKA+ it)ull? = Aull? + tal” für ve D(A) 
folgt 


 |A+W"| <ı ver: 


(2) ]Aull < |(A+it)ull für ve D(A). 


Zu gegebenem v € 5 gibt es genau ein u € D(A) mit v = (A + it)u. Aus (2) 
folgt 


(3) ||AA+i)"o|| = |Aull < IKA+it)ull = Il. 
Daher ist A(A + it)"" beschränkt mit Normschranke 1. 


(b) Für den symmetrischen Operator B gibt es nach Voraussetzung Zahlen a, b 
mit 0O<a<1l, b> 0 und ||Bul| < a || Au|| + b||u|| für ve D(A). Für ve 5# 
gilt (A+it) "ve D(A) C D(B). Daher folgt mit (3) und (1) 





(4) |B(A+ it) "v|| < a]| AA +) "v|| +B||(A+ it) "v|| < (a+5) Ilv|l. 


Somit ist 1+ B(A+it)"! für a+b/t <1 stetig invertierbar (821:6.1). 
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(c) Ist also v € Z£ vorgegeben, so gibt esein we / mit 
v = w+B(A+it) 'w. 

Da A+it surjektiv ist, gibt es ein ve D(A) mit w= (A +it)u, also 
v = (1+B(A+it)"")(A+it)u = (A+it+B)u. 








(d) Die Surjektivität von A-it+B folgt wie oben, indem überall A+it durch 
A- it ersetzt wird. 














4.4 Kriterien für die wesentliche Selbstadjungiertheit 


Satz. (a) Für jede kleine symmetrische Störung B eines wesentlich selbstad- 
jungierten Operators A ist A+ B wesentlich selbstadjungiert. 


(b) Es gilt dann 
D(A+B)=D(A) CD(B) und AHB=A+B. 


Im Fall D(A) C D(B) gilt darüberhinaus At B=A+B. 


BEMERKUNG. Die Aussage (b) gilt für jede kleine symmetrische Störung B eines 
beliebigen symmetrischen Operators A, wie der folgende Beweis zeigt. 


(c) Sarz von Wüst (1971). Sei A selbstadjungiert und B ein symmetrischer 
Operator mit D(A) C D(B). Gibt es eine Zahl b> 0 mit 


|Bul| < ||Aul|| + d|lu|| für alle ve D(A), 
so ist A+ B wesentlich selbstadjungiert auf jedem Genbereich für A. 
Den Beweis von (c) finden Sie in REED-SIMoN [130, I] Thm.X.14. 


BEWEIS. 


(b) Nach Voraussetzung ist D(A) C D(B), und es gibt Zahlen a,b mita<1, 
beR,+ und 


(1) ||Bull < a||Aull + dllul| für ve D(A). 
Für ve D(A+ B) := D(A) folgt 


IAull = |(A+ Bu — Bull < |(A+ Bull + a ||Aul| + dlull, also 





2) Au 


IA 


—— IKA+ Bull + —— Ill: 


b 
1l-a 
Mit A, B ist auch A+ B symmetrisch, also abschließbar. Wir zeigen zunächst 

| D(A) CD(B), D(A)CD(A+B) und 
i 


(A+ B)u = Au+ Bu für ue D(A). 
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Sei ue D(A), also u= lim un und Au = lim Au„ mit einer Folge (un) in 
n—0o No 
D(A). Nach (1), angewandt auf um — Un, ist (Bun) eine Cauchy-Folge, somit 
gilt u € D(B), Bu = lim Bun. Da lim (Aun + Bun) = Au + Bu existiert, 
Nn—Ooo Nn—Oo 
folgt u & D(A+ B) und (A+ B)u = Au + Bu. 


Im Fall D(A) < D(B) gilt zusätzlich u € D(B), also Bu = Bu und somit 
(A+ B)u = Au+ Bu. 








(ii) Die Inklusion D(A+B) c D(A) ergibt sich analog mit Hilfe von (2): Für 
u € D(A+B) gibt es eine Folge (un) in D[/A+B) = D(A) mit un — u 
und Aun + Bün > (A+ B)u. Aus (2) folgt, dass die Folge (Au„) konvergiert, 
somit u € D(A). Dann konvergiert auch die Folge (Bun), und wir erhalten 
(A+B)u = lim (Aun + Bun) = Au + Bu; im Fall D(A) C D(B) wieder 


Bu = Bu. 





(a) Ist A wesentlich selbstadjungiert und B eine symmetrische Störung mit (1), 
so gilt also D[OA+ B)=D(A) C D(B), AtB=AH+HB. 


Für ue D(A), u = „im Un, Au = lim Aun mit un € D(A) folgt aus den 


Nn—o 


Überlegungen (i), ders u € D(B) und Bu= lim Bun. Aus (1) erhalten wir 
Nn—OO 








Bull < allAull + dllull- 


Somit ist B eine kleine symmetrische Störung von A, und die Behauptung folgt 
aus 4.3. 














(d) FOLGERUNG. Ist A abgeschlossen und B eine kleine Störung von A, so ist 
A+ B mit dem Definitionsbereich D(A) abgeschlossen. 


Denn im Beweisteil (b) wurde von der Symmetrie kein Gebrauch gemacht, und 
wegen der Voraussetzung D(A) = D(A) < D(B) folgt AHtB=A+B=AHB. 





4.5 Anwendung auf Hu=—u”+v-u 


Sei ve LHR)+L(R), dh.v= f+g mit fEL?’(R) und ge L*(R). Dann 
ist der Operator 


-A+M,:ur-u” +v-u mit Definitionsbereich / 
wesentlich selbstadjungiert, und sein Abschluss 

H: ur -u” +v-u mit Definitionsbereich W”’(R.) 
ist ein Schrödinger-Operator. 


Hierbei ist W?(R) = {ue W'(R) | wW € W!(R)} = D(P?). 
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BEisPpieL. Durch v(z) = |e]""/* für x 40 ist ein Potential gegeben, das über 


[-1,1] quadratintegrierbar und für |xz| > 1 beschränkt ist. Daher erfüllt v die 
Voraussetzung des Satzes mit f:=vX[L_ı1, 9=U-Ff. 


BEWEIS. 


(a) Es gilt -A+M, =A+B mit A=-A+ M; und dem beschränkten 
Operator B = M,. Falls A wesentlich selbstadjungiert ist, gilt dies auch für 
A+B, denn B ist eine (nach 4.2 (c) unendlich) kleine Störung von A mit D(A) C 
D(B) = L?(R), somit folgen die wesentliche Selbstadjungiertheit von A+ B und 
die Beziehung A+ B= A+B aus 4.4. Wir dürfen daher g ignorieren und von 


vornherein v= fE L?:=L?(R) annehmen. 





(b) Nach 2.1 (c) (i) ist der auf ./ definierte Operator — A wesentlich selbstad- 
Jungiert. 


(c) Wir zeigen zunächst, dass D(-A) C D(M,). Hierzu genügt es wegen vu € 
L? zu zeigen, dass alle Funktionen u € D(-A) beschränkt sind. 
Für ve ./ gilt 


1) Ina) = wu) = f RW +Tu)ar < 2]ul-|wi. 

Ferner folgt für u € .7 durch partielle Integration (u, —u”) = (u, u), also 
2 W? < llell- el 

Aus (1) und (2) ergibt sich 

© < 21 | A 


2 ||ul| - ||w”|| sonst. 
In jedem Fall gilt 
ul < 2 (Ill? + a” ?) = 21ula für ve/. 


Für u € D(-A) gibt es schnellfallende Funktionen u„ mit ||u — un||ı — 0. Es 
folgt ||u — un||, — 0, also 


ul = lim |unllo < v2 lim |unlla = V2llulla- 
Nn—o no 


(d) M, ist eine unendlich kleine Störung von —A. Denn für u € ./ und jede 
Zahl a € ]O,1[ folgt aus (3) durch Fallunterscheidung 














2 2 2 7 2 2 2 
Iwul? < Ill, el? < (SW + Sl) Tel: 
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4.6 Beispiele für Schrödinger-Operatoren auf L?’(IR?) 
Sarz (Kato 1951). Der auf /(MR?) definierte Operator 
-A+M:ur-Au+v-u 
ist für jedes Potential v € L?(R?) +LX(MR?) wesentlich selbstadjungiert. 
Das wichtigste Beispiel ist das durch 
v(x) :=1/||x|| für x 0, v(0) =0 


gegebene Coulomb-Potential: Mit der charakteristischen Funktion p der Ein- 
heitskugel K1(0) und mit f:=v-p, g:=v:(1-p) gilt 


v= f+g, wobei geL”(R?) und fEL’(R?), |||? = 
vgl. Bd.1, 823:8.3. 


BEWEIS. 


(a) Es genügt, den Operator — A+ M, mit v € L?(R?) zu betrachten, wie am 
Beginn des Beweises 4.5 dargelegt wurde. 


(b) Nach 2.1 (c) (i) ist der auf ./(R}?) definierte Laplace-Operator wesentlich 
selbstadjungiert. Ferner gilt .Z/(R?) C D(M,), denn für ue ./ gilt 


u-v| < |u||, lvl, somit u-ve L?:=L?’(R°). 
(ec) Für r(x) := ||x|| gehört (1+r?)”! zu L? (820:7.3). Wir setzen 
M) K:= @m?, L2:= JH) = AH) en. 
(d) Sei pe /:= . Nach 8 12:3.4 gilt 
= K je RI Ay. 





Es folgt 
2) Iello < Klielı = K S laldv®. 
R3 
Wegen (1+r?)8e./cL? folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 
3) Ialı = Sat) aH+r)lölav? <zl|a+rr) 2]. 
R3 
Nach dem Multiplikations- und Ableitungssatz 8 12:3.3 gilt 
(I+r?)5 = 8 - Ap = (p-Ap)” 
Wegen der Isometrie der Fouriertransformation ist also 


4) ||Aa+r)öl|| = Ip -Apli< lol + |IApl. 
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Aus (2), (3), (4) erhalten wir somit für 2 € ./ mit der Graphennorm ||. || 


ı 
5) elle < KL (Ilell + 1lApll) < V2KLÄPI? + 1lApll?)? = V2KL]pla:- 


Für u € D(-A) gibt es Funktionen pn aus ./ mit ||u— fn||ı — 0. Es folgt 
u - Yal|., — 0, also mit C := (V2KL)”? 


5) Malle s lim Ipnllo s © lim Iionlla = Ollulla- 
Nn—OoO Nn—0Oo 


Also gilt D(-A) C D(M,), denn uveL? für ve D(-A). 

(e) Wir zeigen abschließend, dass M, eine unendlich kleine Störung von — A 
ist. Sei u€ ./= D(-A) und gı(y) :=t?ü(ty) mit t>0. Wegen yı € L{(R?) 
folgt aus dem Transformationssatz für Integrale 


3/2, 3/2 
alt 


Irellı = Iallı, Ieell = «ll 
und 

Ir’gell = t?|r*üll = 1°? ]]Aull 
wegen Au=-rü. 


Aus (3) ergibt sich also, da a: eine Fouriertransformierte ist, 

en 2 -1/2 3/2 
(6) Illı = Ieellı < ZÜlleell + IIr?pell) = LE Au + 2 Io) - 
Aus (2) mit u statt p erhalten wir schließlich 

Iv- ul < Ill lol < ar lAull + de |ull 


mit a: := KL||vu||tV/? und b; € Ry+. Hierbei kann a: beliebig klein gewählt 
werden. 














4.7 Weitere Störungssätze 


Die Potentiale v € L?’(R?) +L”(R?) sind nicht die einzigen, welche Schrödin- 
ger-Operatoren liefern. Für das Studium von Wechselwirkungspotentialen und 
von Schrödinger-Operatoren im R.” sind eine ganze Reihe weiterer Störungssätze 
entwickelt worden. Wir verweisen hierzu auf REED-SIMON [130, I] Ch. X.2 und 
Karo [128]. 
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825 Der Spektralsatz und der Satz von Stone 


1 Spektralzerlegung und Funktionalkalkül selbstadjungierter 
Operatoren 


1.1 Übersicht 


In 822 wurde der Spektralsatz für beschränkte symmetrische Operatoren 7 
in drei Versionen formuliert: Spektralzerlegung T = ‘ AdEyx, Erwartungswert- 
Formel (u, f(T)u) = [ Fdyu und Multiplikatordarstellung T = U"'M,U. 
Grundlage dafür war der zuvor entwickelte Funktionalkalkül. 


In diesem Abschnitt werden entsprechende Ergebnisse für unbeschränkte selbst- 
adjungierte Operatoren A auf einem Hilbertraum .7 gewonnen, doch in anderer 
Reihenfolge. Ausgangspunkt ist eine Multiplikatordarstellung für A, deren Exi- 
stenz sich im Fall o(A) £R relativ einfach beweisen lässt. Für Multiplikatoren 
M, bietet sich die im folgenden entwickelte Methode der Zurückführung auf 
spektrale Teilräume in natürlicher und anschaulicher Weise an. Wir schildern 
zunächst Vorgehen und Ergebnisse; die Beweise werden dann in Abschnitt 2 
zusammengefasst. 


Ein Ziel dieses Paragraphen ist die Begründung des Funktionalkalküls und 
dessen wahrscheinlichkeitstheoretische Deutung durch den Spektralsatz. Der 
Kalkül des Einsetzens von A in Funktionen gestattet die Übertragung von 
Lösungsformeln für gewöhnliche Differentialgleichungen auf partielle. Insbeson- 
dere sichert er die Existenz und Eindeutigkeit einer für alle t € R definierten 
Hilbertraumlösung des Cauchy-Problems d: = —-iApt, po € D(A) in der Form 
pi = e”'Ätoo , was die entscheidende Eigenschaft ist, welche die selbstadjungier- 
ten Operatoren A vor den symmetrischen auszeichnet. Dies besagt der Satz 3.4 
von STONE. 


Am Ende dieses Paragraphen diskutieren wir einige Konsequenzen der Hilber- 
traumtheorie für die physikalische Interpretation: Verteilung der Messwerte, 
Heisenbergsche Unschärferelation, die Rolle des Spektrums als Menge der mögli- 
chen Messwerte einer Observablen A und die Bedeutung der Vertauschbarkeit 
von Observablen. 


1.2 Multiplikatordarstellung selbstadjungierter Operatoren 


(a) Ist A ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum Z, so gibt es 
ein Wahrscheinlichkeitsmaß u auf R, eine messbare Funktion v: RR und 
eine unitäre Abbildung U: — L?(R, u) mit 


A=U’!MÜ. 


Die Funktion v kann dabei so gewählt werden, dass ihr Wertevorrat v(R) im 
Spektrum von A liegt und die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen in einer diskreten 
#-Nullmenge N={nö|ne Z} mit 5>0. 
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BEWEIS. 


Wir betrachten zunächst nur den am meisten interessierenden Fall o(A)ZR, 
der z.B. bei halbbeschränkten Operatoren vorliegt. Wir können dann oe Rso 
wählen, dass die Resolvente R(g, A) existiert und wegen o € R symmetrisch 
ist. Nach 822:3.6 gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmaß u auf R, eine stetige, 
periodische Sägezahnfunktion w: R— o(R(0, A)) und eine unitäre Abbildung 
U:# —L’R,u) mit 


R(0,A) = U''M„U. 


Da 0 kein Eigenwert von R(o, A) ist, gilt für die äquidistante Nullstellenmenge 
N von w nach 821:5.3(b) u(N) = u({w = 0}) = 0. Wir setzen 


1 
e- — falls w(x) #0, 
v(z) := w(z) 
v für zeN 
mit einer beliebigen Zahl v € o(M,). 


Mit dem Operator M, ist auch der Operator 
BeV’MEo 


selbstadjungiert, was sich z.B. aus dem Kriterium 824:1.3 (c) ergibt. 


Wir zeigen A= B. Da selbstadjungierte Operatoren maximal symmetrisch sind 
(823:1.2), genügt hierzu der Nachweis von ACB. 

Sei ue D(A). Dann gibt es einhe 5 mit u = R(0,A)h. Für f := Uu und 
g:=Uhsilt f=w-ge D(M,), somit ue D(B) und 





(e- B)u = U'((o-v)f) = U'g=h= (o-A)u. 














Für Operatoren A mit o(A)=R. wird der Beweis in 2.6 nachgetragen. 


(b) Die unitäre Äquivalenz A = U”'M,U gestattet es, die Spektralzerlegung 
und den Spektralsatz in anschaulicher Weise auf die Analyse unbeschränkter 
Multiplikatoren zurückzuführen. Aus den Ergebnissen von 823:5.5 über deren 
Spektrum und den allgemeinen Ausführungen 89:1.3 über unitäre Äquivalenz 


ergibt sich z.B. 
o(A) = o(M,) = {AER | ul{v-Al<e})>0 für alle e> 0}, 
(A) = 09(M,) = [AER | allv=2y) >0}, 
0.(A) = 0.(M,). 


Nach 823:5.5 (b) dürfen wir v(z) € o(M,) = o(A) für alle x € R annehmen. 
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1.3 Einschränkung auf spektrale Teilräume 

(a) Aus dem Vorangehenden ergibt sich, dass das Spektrum eines unbeschränk- 
ten selbstadjungierten Operators A nichtleer und unbeschränkt ist. In der Quan- 
tenmechanik wird das Spektrum von A als die Menge der möglichen Messwerte 
für die durch A beschriebene Observable gedeutet, Näheres hierzu in 4.4. 
Registrieren wir nur die in ein Intervall I = ]a, b] fallenden Werte, so ist dadurch 
eine neue Observable definiert. 

Diese ergibt sich in naheliegender Wei- 
se aus einer Multiplikatordarstellung 
A = U"!M,U gemäß 1.2. Da o(A) = 
o(M,) der essentielle Wertevorrat von 
v ist, können wir die nicht ins Intervall 
I fallenden Werte wie folgt ausblenden. 


Wir betrachten die u-messbare Menge 
S:=fa<v<b} = v'(a,b]) 
und w:=Xg =Xrov. Durch 


Pf := w-f für FEL?’(R, u) 











ist ein symmetrischer Multiplikator P mit P? = P definiert. Daher vermittelt P 
die orthogonale Projektion auf einen abgeschlossenen Teilraum V von L’{R, u). 
Dieser Teilraum wird durch M, in sich übergeführt: Für g= f-Xs € Vr gilt 
|v-g] <e|f| mit ce := maxtJa], |b|}, also v-g € L’(R, u) und damit ge D(M,) 
sowie v-9=v-g-Xs € Vr. Dem Teilraum Vr von L?(R,,) entspricht in 
der spektrale Teilraum 

Hı:= U(V)). 
Hr ist abgeschlossen und A-invariant, d.h. #1 C D(A) und A(#r) C Hr. 
Der orthogonale Projektor Pr mit Zr = Pı(5f) heißt der zu I gehörige Spek- 
tralprojektor. 


(b) SATZ. Sei A ein selbstadjungierter Operator auf dem Hilbertraum 3. Dann 
sind für jedes beschränkte Intervall I = ja,b] ein Spektralprojektor Pr und ein 
spektraler Teilraum Zr definiert mit folgenden Eigenschaften: 


(i) Fr ist A-invariant; Zı = {0}, falls o(AAJNI=9. 


(i) Im Fall 307 # {0} ist die Einschränkung Ar von A auf Zr ein beschränk- 
ter symmetrischer Operator auf Zr mit 


o(Ar) = o(A)Nla,b], op(Ar) = o»(A)NJa,b]. 
(ii) Für jede Multiplikatordarstellung A= U”'"M,U von A gilt 
Pr = UT'MuU mit w=Xıov. 


(iv) Jeder A-invariante Teilraum liegt in einem spektralen Teilraum ZT. 
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Die Aussage (i) ergibt sich aus (a), die anderen anschaulich plausiblen Behaup- 
tungen werden in 2.1,2.2 bewiesen. Beachten Sie, dass die 5 r, Pr nach (iii) 
wohldefiniert sind, d.h. nicht von der Multiplikatordarstellung abhängen. 


1.4 Der Spektralzerlegungssatz 


(a) Jeder unbeschränkte selbstadjungierte Operator A lässt sich auf folgende 
Weise aus beschränkten symmetrischen Anteilen aufbauen: 

Für ne 2 seien In = ]|an, @n+ı] nichtleere Intervalle mit es In =R, z.B. 
In = ]n,n+1]. Wir betrachten die für die In gemäß 1.3 definierten Spektralpro- 
jektoren P„ = P,, und die zugehörigen spektralen Teilräume Ha = Pn(#). 
Dann gilt 


+9 
KH = & Hr, 


d.h. die # sind paarweise zueinander orthogonal, und jeder Vektor ue # 
besitzt eine eindeutige Darstellung 


+00 
u= ) Un mit Un:= Prue Hrn: 


Wegen der A-Invarianz der An vertauscht A mit allen Spektralprojektoren: 
PnAPrı = AP) und PAu= APu für ve D(A). Es gilt 


+50 
ueD(A) = ) ||APrull? < ©, 


+00 .. 
Au= ), APnu für veD(A). 
Für jedes Intervall I„ mit o(AJN In #9 ist die Einschränkung An von A auf 
KH n ein beschränkter symmetrischer Operator mit 
o(An) = o(A)N In, op(An) = %p(A)N In. 


Der mit Hilfe einer Multiplikatordarstellung leicht zu führende Beweis wird in 
2.3 gegeben. 


Aus der A-Invarianz der Zn folgt für u € n, dass Au für k = 1,2,... 
definiert ist und wieder zu „ gehört. 


(b) Satz. Durch 
+50 
AF = ), ArPn, d.h. 
n=—0o eg 
veD(Ar) > ) ||A"Prull? <oo, 
Fe n=—oo 
Aru= % A'Pru für veD(A*), 


sind selbstadjungierte Operatoren A® (k=1,2,...) gegeben. 
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Die Selbstadjungiertheit der Operatoren A" folgt aus einer Multiplikatordarstel- 
lung A= U"!M,U wegen A' = U"!M,sU oder ergibt sich aus dem folgenden 
Lemma (c). Der Rest folgt aus (a). 


(c) Damit steht einer Definition des selbstadjungierten Operators p(A) für re- 
elle Polynome p nichts mehr im Wege. Für die Definition eines allgemeinen 
Funktionalkalküls in 1.5 benötigen wir das folgende 
LEMMA. Auf jedem spektralen Teilraum An # {0} sei ein beschränkter symme- 
trischer Operator Bn : Hrn > Hn gegeben. Dann ist durch 

ueD(B):=> ) ||BnPrul? <oo, Bu:= J) BnPnu für ue D(B) 

neZ neZ 

(Summation nur über dien € Z mit An # {0}) ein selbstadjungierter Operator 
B definiert. 
BEwEISs. 
Es ist leicht zu sehen, dass B symmetrisch ist. Wir wenden das Kriterium 
$24:1.3(c) an. 
Seiv= 3 Un € X mit Un = Pnv. Wegen i & o(Bn) gibt es im Fall An # {0} 





neZ 
Vektoren un € An mit (Bn-i)Un = in. Im Fall Zn = {0} setzen wir un = 0. 
Wegen |lvn ||? = ||(Bn - i)un ||? = ||Baun||? + ||un ||” konvergieren die Reihen 
Dltnll?, = Don, D MBatnl?, D Bam into. 
neZ neZ Hn#10} An#10} 


Somit gilt ve D(B) und (B-i)u = v. Analog folgt die Surjektivität von B+i. 














1.5 Der Funktionalkalkül 


(a) DEFINITION. Sei A ein unbeschränkter selbstadjungierter Operator, ferner 
sei f :R — Ü stetig oder gehöre zur Klasse 7 aller Funktionen f:R— R,}, die 
punktweiser Limes einer absteigenden Folge beschränkter stetiger Funktionen 
fan RR; sind (vgl. $21:9.2). Wie in 1.4 seien I„ = Jan, an+ı] beschränkte 
Intervalle mit U, ez In=R, Pn die nach 1.3 für die Intervalle /„ definierten 
Spektralprojektionen und Zn = Bild P„ die zugehörigen spektralen Teilräume. 
Für Zn # {0} ist die Einschränkung A„ von A auf X% beschränkt und sym- 
metrisch, also ist f(An) für f € C(R) nach 821:7.3 bzw. für f € F nach 
$21:9.2 erklärt. Wir definieren f(A) durch 


ueD(f(A)) :=> % |If(An)Prull? <oo und 


neZ 


(Alu = %, F(An)Pru für veD(A); 


neZ 


dabei ist nur über dien € Z mit o(A)N In ZB zu summieren. 


Nach 1.4 (c) ist f(A) selbstadjungiert, falls f reellwertig ist. 
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(b) SATZ. Für stetige Funktionen f:R— C bzw. für f € F und jede Multi- 
plikatordarstellung A = U-!M,U von A ist 


f(A) = U'MuU. 
Daher ist f(A) abgeschlossen für unbeschränkte stetige Funktionen f:R— © 
und beschränkt für beschränkte Funktionen f € C(R) bzw. für f € F. 
Den Beweis von (b) führen wir in 2.4 (b). Auf den Spezialfall f = ex = X]_o,2] 


gehen wir in 1.7 ein. 


(c) Zu jeder messbaren Funktion f : R — Ü gibt es einen abgeschlossenen 
Operator f(A) mit der Eigenschaft 


f(A) = UT'M5o,U für jede Multiplikatordarstellung A= U”'M,U. 


Der Beweis folgt als Anmerkung zum Beweis des Spektralsatzes in 1.8. 


1.6 Eigenschaften des Funktionalkalküls für beschränkte stetige 
Funktionen 


Mit C, (RR) bezeichnen wir den Vektorraum der beschränkten stetigen Funktio- 
nen f:R—C. Für fe CR) gilt 


(a) FA)E LP), IFA = Ile = suptl FA IA E oCA)} 
(b) f(A)* = FA), 

(c) F(A)> 0, falls f(A) > 0 für AE0(A). 

Für f,ge€ Cu(R) ergibt sich 

(d) (af+Bg)(A) = af(A) + BglA), 

(e) (Fa)(A) = F(A)g(A) = g(A)F(A). 


Dies folgt unmittelbar aus 1.5 (b) und den entsprechenden Eigenschaften von 
Multiplikatoren BA]. 


1.7 Spektralschar und Spektralmaß 


(a) Nach 1.5 ist für einen selbstadjungierten Operator A und f € F ein be- 
schränkter symmetrischer Operator f(A) > 0 erklärt mit f(A) = U"!M;„U 
für jede Multiplikatordarstellung A= U"!M,U. Aus der Multiplikatordarstel- 
lung folgt unmittelbar für f,ge€ F: 


(Fa)(A) = FA)g(A) = g(A)FCA), 
IFA) SA) < If gl ; 
S<sg — FA)<g(A). 
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(b) Wir definieren die Spektralschar {E, |A\E R} von A durch 
Ex = ex(A) mit ex = X]-00,2] EF. 


Die Einschränkung von Ey auf einen spektralen Teilraum 47 # {0} mit einem 
Intervall I = Jan, @n+ı] ist nach 1.5 (a) die Spektralschar der Einschränkung 
Ar von A auf 4. 

Satz. Die Ex sind symmetrische Projektoren mit folgenden Eigenschaften: 

i) A<u — E\SE, und Ex = ExEu= EuEx. 


i) Eı=s-m E,„; ferner existiert Ex :=s-im Ey. 
H>A+ H>A— 


ii) s-im Ex = 0, s-im BE =1. 
A—-oo Aoo 
iv) E\=U”!Me,o»U für jede Multiplikatordarstellung A=U"!M,U. 


v) Für jedes Intervall I = Jja,b] ist Eu — Ea der Projektor Pr auf den spek- 
tralen Teilraum ZT. 





Der Beweis wird in 2.5 gegeben. 


(cl) Spektralmaße. Für ||w|| = 1 ist wegen der Eigenschaften (i), (ii), (iii) der 
Spektralschar durch 


F() = (u, Exu) = |IErul? 


eine Verteilungsfunktion F' gegeben. Das nach 819:9.3 durch F bestimmte 
Wahrscheinlichkeitsmaß auf R, bezeichnen wir mit iu . In der Quantenmecha- 
nik liefert zw. die Verteilung der Messwerte der durch A beschriebenen Obser- 
vablen A für ein System im Zustand |u)(u|. 


Für einen selbstadjungierten Multiplikator M, auf L?’(R, u) gilt 
WB) = S lulddn 
v-1(B) 


für jede Borelmenge B, vgl. 822:2.3. 


1.8 Spektralsatz und Erwartungswerte 


(a) Der Spektralsatz. Seien A ein selbstadjungierter Operator auf einem se- 
parablen Hilbertraum #, f:R—C stetig und ||u|| = 1. Dann gilt 


ueD(f(A)) > [If du <oo und 
R 


(u, F(A)u) = [fd für ve D(f(A)). 
R 


Hierbei ist jı. das zu u gehörige Spektralmaß bezüglich A, vgl. 1.7 (c). 


Durch die obengenannten Eigenschaften ist dieses und damit die Spektralschar 
eindeutig bestimmt. 
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(b) Für u € D(A) existieren insbesondere Erwartungswert und Varianz von 
Hu; 
Eli) = Bu = frduule) = (u, Au), 
R 


Vena) = Sa - Au)’ dau(e) = IA Au)ull?. 
R 


(c) Aus (a) ergibt sich folgende Deutung des Funktionalkalküls für die Quan- 
tenmechanik: Beschreibt A eine Observable, so beschreibt f(A) die durch Trans- 
formation x > f(x) der Messwerte x für A hervorgehende Observable. Dies 
wurde bereits in 822:1.4 begründet. 


BEWEIS. 

(i) Der einfachste Beweis beruht auf dem Transformationssatz für Bildmaße 
820:6.4. Da nach Definition des Funktionalkalküls (u, f(A)u) invariant unter 
unitären Transformationen ist, dürfen wir annehmen, dass A ein Multiplikator 
M, auf einem L?’(R, u) ist. Nach 1.7 (c) gilt dann für ||u|| = 1 und / = Ja,b] 


HD) = (u, (Krov):u) = f lulldn. 
vi 
Für das durch v(B) = [ |ul” du gegebene Wahrscheinlichkeitsmaß v ist also 
B 
Hu(I) = v(v”!(T)). Wie in $22:2.3 ergibt sich mit Hilfe des Fortsetzungssatzes 
819:7.2, dass u, das Bildmaß von v unter v ist. 


Nach dem Transformationssatz für Bildmaße folgt 
IfM&Jul? = [Ilfov)-u?au = [Ifovl’dv = [Ifl’ du, 
R R R 


falls einer dieser Terme Sinn macht. In diesem Fall gilt wegen L'(R,u.) C 
L’(R, iu) und LUR,v) C L?(R,v) ebenfalls nach dem Transformationssatz 


(u, f(M,)u) = [(fov)-ul’au = [ Fovdv = S fay. 
R R R 


(i) Charakterisierung der Spektralschar. Seien {Ex |AE R},{Fı |A € R} zwei 
Spektralscharen und iu, Yu die jeweils zugehörigen Spektralmaße für ||u|| = 1 
derart, dass 


) [Fan = (u, FA) = [Far 
R R 


für alle f € Cu (R) und alle ue 5 mit ||u|| = 1. 
Nach dem Satz von Beppo Levi folgt (x) auch für alle f € F, insbesondere 


(u, Exu) = Hul] - ©,A]) = fer du = [ er dvn = vu(] - ©,]) = (u, Fau) 
R R 
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und damit Ex = Fi für alle A € R. Da Wahrscheinlichkeitsmaße durch ihre 
Verteilungsfunktionen eindeutig bestimmt sind, folgt tu = vu für alle ue 
mit |[u]| = 1. 














BEMERKUNG. Auf Grund dieser Betrachtungen ergibt sich die in 1.5 (c) behaup- 
tete Eindeutigkeit des Funktionalkalküls für messbare Funktionen f:R—C. 
Sei A= U"!M,U mit einem unitären Operator U : #4 — L?’(R, u). Für 
|u]| =1 und w=Uu ist u eindeutig bestimmt durch 


(u, (Au) = lfov)lwl? an = [Fans für FER. 
R R 


Seinun f:R-Ü eine an Funktion und B := U”!Myo,U. Dann folgt 
wie in (i) für ve D(B), d.h. (fov)weL?(R,yu) die Beziehung 


(u, Bu). = (U’'w, UT!UBUT'w), = (w, Myou w)L2 


ai (fov)|w) du = [ FA. 


R 


Die rechte Seite hängt nur von u und f ab. Da Myo, und damit auch B dicht 
definiert sind, ist B durch die quadratische Form (u, Bu),, festgelegt. 


1.9 Weiteres zu Erwartungswert und Varianz 


(a) Die Heisenbergsche Unschärferelation. Für selbstadjungierte Opera- 
toren A, B und für ve D(A)ND(B) mit ||u|| = 1 seien 


Eu(A) := (u, Au), Eu(B) := (u, Bu), 
Vu(A) := |I(A- Eu(A))ul®, Vu(B) := |I(B- Eu(B))ull”. 
Dann ergibt sich nach der Anleitung $22:3.8 (b) 
Vu(A)Vu(B) > 4|(Au, Bu) - (Bu, Au)|” für ve D(A)ND(B). 
Stehen die Operatoren A, B in der kanonischen Vertauschungsrelation 


[A,B] = AB- BA = -ihl» 





mit dem in 5 dichten Definitionsbereich 
D:={ueD(A)ND(B) | Aue D(B), Bu e D(A)} 
des Kommutators [A, B], so folgt die Heisenbergsche Unschärferelation 


Vu(A)Vu(B) > 48. 
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(b) Erwartungswerte in allgemeinen Zuständen. Nach 822:6.4 werden 
allgemeine Zustände durch Spurklasseoperatoren 
W=) prlor)(vr| 
k 
mit einem vollständigen ONS v1, va,... für 3 und Zahlen pr € Rı+ mit 


vl 
k 


beschrieben. W heißt zulässig für den selbstadjungierten Operator A, wenn alle 
vr zu D(A) gehören. In diesem Fall gilt für das zu W gehörige Spektralmaß 


Hw =D PrHox 
14 


bezüglich A 


El) = Ryy = LAW) =D me (un, Au), 


Vluw) L pr | (A - aw)well?, 


vgl. $22:6.4. Aus der letzten Beziehung folgt, dass die Heisenbergsche Un- 
schärferelation auch für allgemeine Zustände gilt [GA]. 


Ferner ergibt sich mit Hilfe von $22:1.6 (a): Genau dann ist AE R ein scharfer 


Messwert für die Observable A im Zustand W, wenn X ein Eigenwert von A ist 
und BildW C Kern (A-A) [EA]. 


2 Ausführung der Beweise für 1.3 — 1.7 


2.1 Spektrum der Einschränkung auf einen spektralen Teilraum 


Es genügt, die Behauptungen (i) und (ii) von 1.3(b) für einen Multiplikator 
A= M, auf L’(R,y) mit u(R) = 1 zu beweisen, wobei wir nach 1.2 (a) 
voraussetzen dürfen, dass v(R) C o(A). 


Seien I = Ja,bl, w:=Xrov und P= M,„ der Orthogonalprojektor auf den 
Teilraum V = Bild P. 


(i) Im Fall o(AAJNI=B ist v(x) £ I für alle x € R, somit gilt w=0, P=0, 
V = 10}. 


(i) Sei V # {0}. Die Einschränkung von A= M, auf V bezeichnen wir mit 
T:V>V urv-u. 
T ist beschränkt und symmetrisch. Wir zeigen 


o(T)=o(A)NT und o,(T) = op(A)NT. 
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Da Eigenvektoren bzw. approximative Eigenvektoren von T auch solche von A 
sind, gilt 


o(T) = Oapp(T) C Oapp(A) = o(A) und %(T) C op(A). 


Für A & [a,b], p = dist (A, [a,b]) > 0 gilt |(T —- A)u|| = ||(v — A)ul| > p ||w|| für 
ueV, also A & oapp(7'). Somit haben wir o(T) C o(A)N a,b]. 

Wir zeigen o(A)NJa,b[ C o(T), woraus wegen der Abgeschlossenheit der Spek- 
tren o(A)N]a,b] C o(T) folgt. Sei also A € o(A)NJa,b[. Für In := [A-4,X+] 
folgt dann nach $23:5.5, dass B„ := v (In) positives Maß hat. Für I, € 
]a,b[ gilt dann un := Xp, : uBn)/? € V, |un|| = 1 und ||Tun — Aun|| = 
I - Anl < 1/n. 

Nach 823:5.5 (b) ist A genau dann Eigenwert von A = M,, wenn {v= X} = 
v!(A) positives Maß hat. In diesem Fall ist uy = X{»=x} zugehörige Eigenfunk- 
tion von A. Füra <A < b gehört ux zu V, also gilt o»(A)NI C o,(T).. Schließlich 
ist a o,(T), denn fürueV gilt Tu-Au=0 w-Au=0 u=0. 
Die Aussagen (i) und (ii) übertragen sich auf jeden zu M, unitär äquivalenten 
Operator. 

















2.2 Zur Definition der spektralen Teilräume 


(a) M»,-invariante Teilräume. Sei V ein abgeschlossener, M,-invarianter 
Teilraum von L(R,u): ue V = v-ueV. Wir betrachten die Ein- 
schränkung T = M,|v von M, auf V. Da T auf ganz V definiert ist, gilt nach 
dem Satz von Hellinger-Toeplitz 823:1.4 (ec): 

T:V-V, umv-u ist ein beschränkter symmetrischer Operator.. 


Daher ist f(T) für Funktionen f € C(o(T)) definiert sowie für Funktionen der 
Klasse 7 der Funktionen f:R— R,, die punktweiser Limes einer absteigenden 
Folge stetiger, beschränkter Funktionen sind. Erwartungsgemäß gilt 


LEMMA. Sei V # {0} ein M,-invarianter Teilraum von L’(R,yu) und T die 
Einschränkung von M, auf V. Dann ist f(T) für f € C(o(T)) bzw. für fEF 
die Einschränkung des Multiplikators Mo, auf V: 


() FT)u= (fov)-u für ueV. 


Insbesondere ist die Spektralschar {Fx |A ER} von T gegeben durch 
Fx-u= (exov)-u fürueV. 


BEWEIS. 
V ist invariant unter M2, M},...; für u € V und jedes Polynom p ist also 
p(v)-u € V. Nach Definition des Funktionalkalküls für f € C(o(T)) und mit 
Hilfe des kleinen Satzes von Lebesgue ergibt sich (x) für f € C(o(T)) wie in 
8$21:7.6(b). Für f € F folgt (x) wie in 821:9.4(c) mit Hilfe des Satzes von 
Beppo Levi. 
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FOLGERUNG. Ist I =Ja,b] ein beschränktes Intervall mit o(T) CT, »(T) CI, 
so ist V ein Teilraum des in 1.3(a) definierten spektralen Teilraums Vr, 

Vı = BildP, P=Mu„ mit w=Xıov. 
Denn für die Spektralschar {F\ |AE R} von T gilt nach 8 22:1.2,1.5 

Fx = Ov für A<a (wegen a&o,(T)) und FA = 1v für A>b. 
Für u € V folgt 


u= (FB-Fa)u = (Bov—ea0v)-u= (Xrov)-uEVr. 





BEMERKUNG. Nicht jeder M,-invarianter Teilrauum ist ein spektraler. Dies zeigt 
das Beispiel v(x) = x?, V=f[ue L’(R,u) | u) =0 für x <0} mit der 
Normalverteilung u. 


(b) Eindeutige Bestimmtheit der spektralen Teilräume. Sei A ein selbst- 
adjungierter Operator auf einem Hilbertraum #. Dann gibt es zu jedem be- 
schränkten Intervall I = Ja,b] einen abgeschlossenen A-invarianten Teilraum 
KH ı mit folgender Eigenschaft: 

Für jede Darstellung A= U”"'M,U von A als Multiplikator auf L’(R, u) ist 


FH ı = U'(Vr) mit Vr={(Xrov)ulueL’(R,u)}. 


BEWEIS. 


Es genügt den Fall zu betrachten, dass A ein Multiplikator M, auf einem 
L?(R,v) mit einer reellen Verteilung v ist und dass es eine unitäre Abbildung 
U:L’(R,v) — L?’(R, u) gibt mit A= UT!M,U. Für ve L?(R,v) gilt dann 


UAu = (Uw)-u = v: (Uu). 
Für I = ]a,b] seien 


Pr der Multiplikator mit Xrov auf L? (R,u), Vr=Bild (Pr), 
Qı der Multiplikator mit Xrow auf L’(R,v), Wı = Bild (Qr). 


Zu zeigen ist Wr = U"!(Vr). Sei W' := U”!(Vr). 


Für die Einschränkung T von M, auf Vr gilt o(T) CT, o,(T) C I. Für ue W’ 
ist Uu € Vr, also UAu = v: (Uu) € Vr und daher Au € W’. Somit ist W’ 
A-invariant, und die Einschränkung $ von A auf W’ ist unitär äquivalent zu T, 
insbesondere ist o($) C T, 05($) C I. Nach 2.2 (a), angewandt auf M,„, folgt 
W’ < Wr. Durch Vertauschung der Rollen von v und w ergibt sich entsprechend 
UWıCVı. 














2 Ausführung der Beweise für 1.3 — 1.7 7ıl 


2.3 Beweis des Spektralzerlegungssatzes 1.4 


Nach dem Vorangehenden gilt für jede Darstellung A = U"!M,U von A als 
Multiplikator M, auf einem L’(R, u) ‚das #1 =U'V, mit 


V={&Xmov):-F| FEL’R, u}: 


Für An € Vn, Am € Vm mit m £ n ist hn: hm = 0, also gilt Vn 1 Vm 
und entsprechend Zn 1 Km für m £ n. Für n € Z sei h„ die orthogonale 
Projektion von he L?(R,u) auf V„. Dann gilt 

Ih(&)|? = % IAn(a)|? für jedes zeR, 

neZ 

da die Reihe jeweils höchstens ein von Null verschiedenes Glied enthält. Mit 
dem Satz von Beppo Levi folgt 

Irl?= % |Rnl|?, also Ah= ) An im Hilbertraumsinn, 

neZ neZ 

d.h. im Quadratmittel, vgl. 825:4.2 (a). Anwendung von U”! ergibt als erstes 
Ergebnis 


KH = Om. 


d.h. jedes u € 3 besitzt die Zerlegung u= )) Un mit in = rue Hn: 
Wir können nun zum Operator A auf 5 zurückkehren. Für u € D(A) und 
he Sf gilt wegen Pah € D(A) und weil P„AP„ beschränkt und symmetrisch 
ist 

(h, PnaAu) = (APıh,u) = (PnAPıh,u) = (h, PAAPau) 

= (h, APnu) für ve D(A), 

somit 

PaAPra = APa und PR Au = APru für ve D(A). 


Für u € D(A) konvergiert daher nach dem oben Bewiesenen die Orthogonalrei- 
he 


neZ neZ 


und deren Konvergenz ist äquivalent zu I AP.||? < ©, vgl. 89:4.2 (b). 
neZ 
Existiert umgekehrt 


w= ), Pn"Au= im ), Amu= lim AV, Pnu, 


ne M>XO „-_m MO nem 


so folgt aus u= lim )) Pnu und der Abgeschlossenheit von A, dass u € 


M—OO 
n=—m 











D(A) und Au = w. Die Aussagen über die A„ wurden in 2.1 bewiesen. 
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2.4 Zum Funktionalkalkül 
(a) Für die Definition 1.5 (a) beachten wir, dass I, f(An)Pnu eine Orthogo- 


neZ 
nalreihe ist (s.o.). 
(b) Sei A= U"!M,„U mit dem Multiplikator M, auf L’(R, u). Da f(T) für 
beschränkte, symmetrische Operatoren Stop-Limes von Operatoren p(T) (p 
Polynom) ist, geht f(A„) unter U in f(Mn„) über, wo M„ die Einschränkung 
von M, auf Vn = U(#„) ist. Nach 2.2 (a) ist MnUn = (fo v): Un für Un € Vn. 


Zu zeigen ist daher nur f(My) = My, : Da beide Operatoren selbstadjungiert 


und daher maximal symmetrisch sind, bleibt für u = > Un mit mn € W; zu 
neZ 
zeigen: 


ue D(Mzrov) = ıe D(f(M,)) ’ 


FM) = I I Mn)un = DZ (Foo)-un = (Fov):u, 


Hierfür beachten wir, dass die un = (Xrz, 0 v)- u paarweise disjunkte Träger 
m 


haben. Für die Partialsummen sm = >> Un der Orthogonalreihe für u gilt 
daher . 
sm)? = % lunl@)l? < |ut@)l?, ut) - sm(@)|? < ue)l?- 


n=—m 


Es folgt 
” Il? = D Ifov)-wl? < |fov):ul?, 


n=—m n=—m 
m 


IKFov)-u- D (Fov)- ul? = |I(Fov)(u - sm)|? > 0 für m oo, 


n=—m 














letzteres nach dem Satz von Lebesgue mit der Majorante |(f ov)- u]?. 


2.5 Zur Spektralschar 

Die Aussage (i) von 1.7(b) folgt aus ExE„ = Ex für A< u, (ii) ergibt sich 
durch Einschränkung von Ey auf einen spektralen Teilraum Zr mitXe€TI, 
(iv) folgt nach 1.5 (b). 


Für die Intervalle n = ]n,n + 1] betrachten wiir die zugehörigen spektralen 

Teilräume 4/n. Wir fixieren u = >» Un mit mn € Hn für ne 2. Zu ge- 
neZ 

gebenem e > 0 gibt eseinm € IN, so dass sm := ), Un die Ungleichung 


||u — sm|| <e erfüllt. Für A< —m gilt Ex =0, falls |n| < m. Es folgt 


|Exull = ||Eru - Ersm|| < ||u - sm|| < &, für A<-m. 
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Im Fall A> m gilt Eyun = un, falls |n| < m und somit Exsm = Sm , also 


|Exu - ul = ||Exu — Exsm + Exsm — ul 





< ||Exu — Exsm|| + ||sm - ul < 28 für A> m. 


Es genügt, die Behauptung (v) für Multiplikatoren M, zu nachzuweisen. Für 
diese ist Ex = Meyov , also Es — Eu nach 1.3 der Projektor auf Vr. 


2.6* Multiplikatordarstellung im allgemeinen Fall 


(a) Der Satz über die Multiplikatordarstellung eines selbstadjungierten Ope- 
rators A wurde in 1.2 nur für den Fall o(A) # R bewiesen. Der folgende Be- 
weis erfasst auch den Fall o(A) = RR und beruht auf folgender Idee: Angenom- 
men A = M,. Dann ist der Operator T := f(A) mit der bijektiven Funktion 
f:R-]-11[, 2» x: (1+x?)"V/? beschränkt und symmetrisch, und mit der 
Umkehrfunktion g:y ++ y- (1-9?) ”’? von f gilt A= g(T). Wir konstruieren 
im folgenden einen beschränkten symmetrischen Operator T mit A=g(T). 





(b) Nach $24:1.5 und 8 24:2.3 ist 1+A? ein selbstadjungierter, halbbeschränk- 
ter Operator mit unterer Schranke 1, also o(1 + A?) < [1, o0|. Daher ist 


R=(1+4°)" 


beschränkt und symmetrisch mit O@o,(R), O<R<1, |R|| <ı [üAl. 
Ferner gilt Ru € D(A?) für alle ue 3#, (1+A®P)R= 1%, R(1+4°) = 19(42) : 





(c) Der Operator 5 := AR ist beschränkt und symmetrisch mit 
RS=SR, R+S°=R, |S|<i. 
Zum Nachweis zeigen wir zunächst, dass 


(1) ARu = RAu für uveD(A). 





Dazu beachten wir, dass i,—i € o(A) und (A+i)(A-i) = 1+A? = (A-i)(A+i), 
somit R(A+i) = (A-i)"T = (A+i)R. Für u€ D(A) erhalten wir daher 





RAu = R(A+i)u-iRu= (A-i) "u-iRu= (A+i)Ru-iRu= ARu. 





Daraus ergibt sich wegen Ru € D(A) für alle ue 5 


(2) SRu= AR’u= RARu= RSu. 








Wegen BildRCD(A) erhalten wir ferner für alle ue 


(3) (R?+S?)u= R’u+ ARARu=R’u+ APR’u=(1+A”)R’u= Ru. 
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S ist überall definiert und symmetrisch: Für u € D(A) und v € 5 gilt mit (1) 
(4)  (u,Sv) = (u, ARv) = (Au,Rv) = (RAu,v) = (ARu,v) = (Su,v). 
Schließlich erhalten wir ||S|| <1l aus R<1 und aus (3): 

(5) Sul? = (u, Su) < (u, (R?+S®u) = (u,Ru)<1 für [ul <1. 
(d) Der Operator R'/? ist beschränkt, symmetrisch und injektiv. Ferner gilt 
Bild R/? CD(A). 


Die Injektivität ergibt sich wie folgt: R/?u=0 — Ru= RV?RY?u=0 
— u=0Owegen 0&o,(R). 

Wegen Bild RV? = (Kern R/?)+ = %# gibt es zu jedem h € 5# Vektoren un 
mith= lim Run, also R'/?h= lim Run. Aus (5) ergibt sich 


n—0oo n—0oo 
||Sum — Sun ||” < (m — Un, R(tm — Un) ) = || Rum - un)||”, 


also existiert lim Sun = lim ARun. Wegen der Abgeschlossenheit von A folgt 


n—0o n—Xo 


R'/?REeD(A) und ARY?h= lim ARun = lim Sun. 


n—Xo Nn—Xo 


(e) Durch T := AR? ist ein symmetrischer Operator T€ £(3£) definiert 
mit 


R=1-T?, S=AR=T(I-T%)”?, o(T)c|[-1,1], 10,(T). 
Denn nach (d) ist T überall definiert. Aus (1) folgt für u € D(A) 
(6)  FÜR)Au = Af(R)u 


zunächst für f(x) = x” und daher auch für Polynome f. Da A abgeschlossen 
ist, gilt (6) für alle auf o(R) C [0,1] stetigen Funktionen. Für ue D(A),ve # 
folgt 


(u, Tv) = (u, AR'?v) = (R'?Au,v)= (AR ?u,v)= (Tu,v). 


Da D(A) dicht in Z ist, folgt die Symmetrie von T. 


Aus (6) mit f(x) = Y folgt T? = ARV2ARV? = A?R= (1+AP)R-R=1-R, 
also 





RY/?=(1-T?)Y?, S= AR= AR'?RY?=T(1- T?)V?. 


Aus dem spektralen Abbildungssatz folgt o(T?) = 1-o(R) c [0,1], also o(T) C 
[-1,1]. Aus Tu = u folgt T?u = u, also Ru= 0 und damit u= 0 nach (b). 
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(f) Die Multiplikatordarstellung. Nach $ 22:3.6 gibt es ein Wahrscheinlichkeits- 
maß u auf R, eine Sägezahnfunktion w: R — |-1,1] und eine unitäre Abbil- 
dung U: 3£ — L?(R,u) mit T = UT!M„U. Wegen 1 & o,(T) gilt w(x) € 
[-1,1[ -f.ü. Durch Abänderung von w auf einer w-Nullmenge erreichen wir 
w(xz) <C [-1,1[ für alle x e R. Dann ist w auf R\{An+1|n € Z} periodisch 
und stetig. Wir definieren 


w 


T:=UTU, R=URU, S:=USU", A=UAUT, vu: = ——. 
vl-w2 


Nach 8 21:7.6 gilt 
T=Myv, R=M,_u S=M Na‘ 
Zum Nachweis von A= M,, d.h. A = U”!M,U, genügt es zu zeigen, dass 
M, < A, da beide Operator maximal symmetrisch sind ($24:1.1(b)). 
Sei also f € D(M,) und M„ := {1- w? > 1/n?} fürn € N. Für fn := fXm, 
und g9n := (1- w?)!f„ gilt 
Kalsifl, IF al <Ifh Toni <nlfl, wfal< lol, WiF- Fall < lofl, 


ferner fn > f, vVfn > vf punktweise auf R= |) Mn. 

neN 
Aus dem Satz von Lebesgue erhalten wir ||f — fn|| — 0, |vf -vfn|| — 9. 
Andererseits gilt wegen gn € L’(R, u) und Bild RC D(A) 


fan = (1-w)gn = Rn E D(A) und 


< 








Afn = ARgn = Sgn =-vfn > vf in L’(R,u). 
Da A abgeschlossen ist, folgt f € D(A) und Af = vf. Somit ist A= U"!M,U. 














3 Selbstadjungierte Operatoren und unitäre Gruppen 


3.1 Die von einem selbstadjungierten Operator erzeugte unitäre Ein- 
parametergruppe 


Für einen selbstadjungierten Operator A ist durch 
Ult) = et = fı(A) mit file) = ee" (tER) 
eine stark stetige Einparametergruppe von unitären Operatoren gegeben: 
U(s+t) = U(s)U(t) = U(t)U(s), U(0) =1, 
u)* = U(-t) = U)”, 
Ul) = slim U(t+h). 


Denn aus den Eigenschaften 1.6 des Funktionalkalküls für beschränkte stetige 
Funktionen folgt U(0) = fo(A) = 1(A) =1, 
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U(s+t) = fs4(A) = (fs FA) = FsA)HLA) = UlS)UR), 
u)* = Fı(A) = F-ı(A) =, U-t), 
1= U0) = Ult-t) = U(t)U(-t). 








Für ||u|| = 1 ergibt sich aus dem Spektralsatz 
2 
|(ue+n) -UW)ul? = SIrern - Fed = [In - 1a > 0 
R R 


für A— 0 nach dem Satz von Lebesgue, denn 


lim (fn(&)—1) = 0 und |fr(2)-1| < 2 füralexeR. 


h—=0 


3.2 Das mit einem selbstadjungierten Operator verbundene Cauchy- 
Problem 


Satz. Für einen selbstadjungierten Operator A besitzt das Cauchy-Problem 
ü(t) = -iAuft), u(0) = u 


genau dann eine Lösung t:> u(t) im Hilbertraumsinn, 


lim || & (uf (t+h) — u(t)) + iAu(t) ‚||=0 für alleteR, 


h—=0 


wenn u € D(A). Die Lösung ist dann eindeutig bestimmt und gegeben durch 


u(t) = Ult)u. 


1 
ZUSATZ. Es gilt sogar ue D(A) — lim = (U(h) _ 1) u existiert. 
h=0h 


BEWEIS. 
(a) Nach den Überlegungen in $24:3.2 (c) gibt es eine Konstante C mit 


(&)  |fn(@)-1+ihx| = |e*** 1- iha| <C/|hx| für alle z,hEeR. 





Nach dem Spektralsatz 1.8 konvergiert für u € D(A) mit ||u|| = 1 das Integral 
f x’dyuu(x), und es folgt für u(t) = U(t)u und h #0 
R 


|| # (ut + R) - utt)) + iAu(t) ‚| lat (fern(®) — Fe(@)) + infele) )|"auue) 
ae )—1 ) +ir|’apu(e) > 0 für h-0 undalle tEeR. 


Dies ergibt sich aus dem Satz von Lebesgue, denn nach (x) hat der Integrand 
im letzten Integral die ,-Majorante C?x? und den punktweisen Limes 0. 
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(b) Zum Beweis des Zusatzes definieren wir einen Operator B durch 


D(B) &> lim # (U(h)u — istiert und 
ueD(B) lim z (U(h)u u) existiert un 


Bu = lim 5 (Ulh)u-u) für ve D(B). 


Nach (a) gilt AC B. Zu zeigen ist, dass B symmetrisch ist. Dann folgt A= B, 
da nach 824:1.1(b) selbstadjungierte Operatoren maximal symmetrisch sind. 


In der Tat gilt für u,v € D(B) wegen U(h)* =U(-h) 


” PR 


(v, Bu) = i lim (v 1(U(h) -1)u) = i lim (H(U(-h) -1)v, u) 


— le 1 au 

= lim (z(U(k)-v, u) = (Bv, u). 

(c) Eindeutigkeit. Für eine Lösung t£ — v(t) des Cauchy-Problems ö(t) = 

—iAv(t), v(0) = u setzen wir w(t) := U(-t)v(t) und erhalten wie in 821:7.7 
d 


(h, we)) = (h,ült)) = 0 fürall GER, 


somit w(t) = 0 und daraus u = w(t) = U(-t)v(t) für alletEeR. 














3.3 Beispiele 


(a) Selbstadjungierte Operatoren mit diskretem Spektrum. Hierfür 
wird auf 824:3.2 verwiesen. 


(b) Für den Ortsoperator Q = M, und für f € Cu(R)) ist f(Q) = My nach 
821:7.6. Somit ist U(t) = e*® der Multiplikator mit e”“**: 


Ult)yu:eme ""u(e). 


Rechnen Sie für w.(x) = e”*”u(x) nach, dass entsprechend dem Zusatz 
3.2 





= 1 Re: _ 2 2 
lim || „, (un u) +iQu | 0 8 u(z)|de < ©. 
(c) Impulsoperator und Translationsgruppe. Für die Fouriertransforma- 
tion Fo: /- 5, ur % und die Einschränkung P, von P und © von Q 
auf ./ gilt on = Fo 'QoFo nach $12:3.3. Für die Fouriertransformation F' auf 
L?(R) folgt P= F!QF [ER]. Nach 1.5 (b) ist daher 


(*) ep = Fılet@r, 


Für ve ./ sei ur := eu. Mit (b) und (x) folgt (y) =eFüly) [EAl. 
Der Umkehrsatz für die Fouriertransformation liefert 
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ur ul et aly)e”? dy Je dry = ule -t) 


ES > 
uly 
v Var nn 
für u ./. Da e”*'? stetig ist und die Translation im Argument eine Isometrie, 


gilt diese Beziehung für alle u € L’(R). 


(d) Ein anderer Zugang. Seit u.(xz) = yp(x,t) eine klassische Lösung des 
AWP iv = -iPur, uo = u, d.h. es sei o € C!(R?). Dann erfüllt p die Wellen- 


gleichung = + = = 0. Daher gilt Z olt,t +c) = 0 fürt,ce R. Es folgt 


plt,t+c) = p(0,c) = u(0) für t,ce€e Rund daher p(z,t) = u(z-t) fürz,teR. 


Definieren wir nun (x) := u(x — t) für u € D(P) = W!(R), so erhalten wir 


im | +(un -u)+iPu|| = 0 


[ÜA]. Zeigen Sie ür(y) = e#"ü(y) und wenden Sie (b) an 


3.4 Der Satz von Stone 


Satz (M.H. STONE 1932). Zu jeder unitären stark stetigen Einparametergruppe 
U) |LtER} auf 5 gibt es einen eindeutig bestimmten selbstadjungierten 
Operator A mit U(t) =e ** fürtER. Dieser ist gegeben durch 


uEeD(A) — Au:=i lim 4 z (Ult)u— u) ewistiert, 
ti 


vgl. den Zusatz 3.2. 


Der Operator A heißt Generator der Einparametergruppe. Auf die Bedeutung 
dieses Satzes für die Quantenmechanik gehen wir in 4.1 (a) kurz ein. Der Beweis 
beruht auf mehreren Lemmata, die auch von eigenem Interesse sind. 


(a) Integration stetiger Funktionen mit Werten im Hilbertraum 


LEMMA. Zu jeder stetigen Funktion u : [a,b] > 3 gibt einen eindeutig bestimm- 
ten Vektor hE # mit 


(1) (h,v) = f, (ul), v)dt für alle ves#. 
Wir bezeichnen diesen mit h = [u t) dt. Per Definition gilt also 
2) (Sut)d,v) = .. 
Das so definierte Integral hat die Eigenschaften 
3 I uma| < Sluold, 
b+3 


M) Swur-s)dr = flul)dt. 


a+s 
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BEMERKUNG. Zur Festlegung von h genügt es, dass (1) bzw. (2) für alle v aus 
einem dichten Teilraum von £ gilt [UA]. 


BEWEIS. 


Die Funktion t > ||u(t)|| ist stetig, ebenso die Funktion t > (u(t), v) für belie- 
bige ve 5. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt sich 


b b 

|Setu),v)ar| < S, |(utt),v) |at < Joll Ss Iuliat: 
Daher liefert Lv := i (u(t), v)dt ein lineares Funktional auf 5 mit Norm- 
schranke [; ||u(t)|| dt und bestimmt somit einen Vektor he X mit vv = 


(h,v) für alle v € 5. Für diesen gilt ||h|| = ||Z|| < L It t)|| dt; das ist die 
Abschätzung (3). Die Beziehung (4) ist leicht einzusehen 


(b) Eine verallgemeinerte Fouriertransformation 

Für jede stetige Funktion o : [a,b] — C und für jeden Vektor u € 5 ist die 
hilbertraumwertige Funktion t > p(t)U(t)u stetig [GA]. Für Testfunktionen 
pe€ C(R) dürfen wir daher definieren 


5) u]: - elt)U(t)udt = [eW) U(t)udt, falls supp oc [a,b]. 


BEisPpIEL. Für die vom Ortsoperator @ = Ma auf L?(R) erzeugte unitäre 
Gruppe ist U(t)u die Funktion x > e*"u(x). Für u € L?(R) und supp £ C 
[a,b] ist die Funktion [p, u] € L?(IR) nach (a) und (5) festgelegt durch 
b 
(v,[o,ul) = [(v,plÜ)U(t)u)dt für ve I. 


a 


Für u € ./ ergibt sich durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge 
b +00 


(v, |p,ul) = St f x) plt)e”" ule)de) dt 


a oo 


+00 b 


= S (x) uf) fe” plt) dt) de 


N a 
= var [ x) ulx) olx)dt = (v,vVar Su), 
also 
[p,u] = Var Su. 


Es folgt [p,u] € Z/ und Qlp,ul = V2rQ&u = Var Ppu = -ilp',u] für 
uEef. 

Entsprechend ergibt sich im folgenden: Ist {U(t) |t € R} eine stark stetige 
unitäre Gruppe und |p, u] gemäß (5) definiert, so ergibt sich der gesuchte Ge- 
nerator A aus Alp, u] = -i|p', u]. 
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(c) LEMMA. D := Span {[p, u] | pe CA (R), ve #} ist ein dichter Teilraum 
von Z , welcher unter der Gruppe {U(t) |t € R} invariant ist, 


U(t)[p,u] = [p,Ult)ulED für allteR. 
Weiter gilt 
im LU) -Ylou] = ul. 


s>0 ° 


Setzen wir die Vorschrift 
Alp, u] = -i [e, u] 
linear auf D fort, so erhalten wir einen symmetrischen Operator A auf D. 


BEWEIS. 
(i) Seien ve Z£ und e >0. Dann gibt es ein ö6 > 0 mit ||U(t)u - ul| < e für 
|t| < 6. Für den Standardbuckel js € CA (R) mit js > 0, supp js = [-6, Ö], 
Ss dA = 1 (vgl. $10:1.2) setzen wir us := [js, u] und erhalten aus (3) wegen 
. [ 3) udt=u 

ltI<6ö 


die Ungleichung 
ö 6 
u -usll = || [ is du - U @owat || < J is! Iu-Ululldt < e. 
=ö 6 


(i) Die Beziehung U(t)[p, u] = [p, U(t)u] erhalten wir aus der Integraldefiniti- 
on (1),(2): Sei supp £ C [a,b] und v € 5 beliebig. Dann gilt 


b 
(vmle,ul,v) = (lau, U(-t)v) = ( [p(s)Uls)uds, U(-t)v ) 


(y(s)U(s)u, U(-t)v)ds = [ (pls) U(t)U(s)u, v)ds 


a en 


b 
[r(s) U(s)U(t)uds, v) = (p,U(t)u],v). 


(iii) Insbesondere gilt (U(s) — 1)[p, u] = [p, (U(s) — 1)u], also für s #0 


1 1 +00 
= U) -NYlaul = = S EWUL)UCS) - Yudt 


= 1 enwis+)-Umudt e je) U(r)udr. 


Da supp p kompakt ist, gilt lim 1(g(r - s) - p(r)) = -y‘(r) gleichmäßig auf 
s- 
R. Mit Hilfe der Integralabschätzung (3) erhalten wir 
A | 
lim — (U(s) - Yo, ul = -p',ul. 


s>0 S 
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(iv) Für 9, db EC (R), uve 5 und Alp, u] := -i[p',u] folgt 
(Alp, u], [,v]) = lim ( (U (s) - Yu], BR, ol) 


= Bm ( [p; ul ’ Z(U(-s) u Yo, v ) = N [p; u ’ |", v) 
(lo, u], Alb, vl). 

Diese Symmetrieeigenschaft überträgt sich auf alle Linearkombinationen von 
Vektoren der Form [p, u], [%, v] und damit auf D. 

















(d) LEMMA. Der Operator A ist wesentlich selbstadjungiert. 

Nach dem Kriterium 824:2.2 (d) ist Kern (A* +i) = Kern (A* - i) = {0} 
zu zeigen. Sei also v € Kern(A* — i), d.h.. A*v = iv. Dann ergibt sich für 
h:= [p, u] € D mit Hilfe des Lemmas (c) 


Go, Don) = tim (v, on) © tim (v, I 7,000) u) 
ir une ars 


= -(iw,i(U(t)h) = -(v,U{t)h) 


und somit (v, U(t)h) =e”'(v, h). Da (v, U(t)h) beschränkt ist, folgt ein Wi- 
derspruch für £— -oo, falls nicht (v, h) = 0. Damit ist v orthogonal zum in 
I dichten Teilraum D, also vu = 0. Entsprechend folgt Kern (A* +i) = {0}. 


(e) Lemma. Der Abschluss A ist Generator der Gruppe {U(t) | LER}. 


Denn da A selbstadjungiert ist, liefert V(t) = e#A eine stark stetige unitäre 
Einparametergruppe. Für diese gilt nach 3.2 mit h= [p,uleD 

4(v,V(t)h) = -i(v, AV(t)h). 
Da D invariant unter U(t) ist und in D(A) enthalten, folgt nach der Rechnung 
in (d) 

2(v,U(t)h) = -i(v, AU(t)h) = -i(v, AU(t)h). 
Für w(t) = (v, U(t)h) — (v, V(t)h) ist also w = 0 und w(0) = 0, somit w = 0. 
Nach dem Fundamentallemma folgt U(t)h = V(t)h für alle h € D und wegen 
der Stetigkeit der Operatoren U(t), V(t) dann auch für alleh e #. 


(f) LEMMA. Der Operator A ist eindeutig bestimmt. 
Denn sind A, B selbstadjungierte Operatoren mit et etB fürallte R, 
so folgt nach dem Zusatz zu 3.2 zunächst D(A) = D(B) und daher für alle 
ueD(A)=D(B) 


-iAu = lim . (e** - 1)u = lim (e”® - 1)u = -iBu. 
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3.5 Aufgaben 
(a) Impulsoperator und Translationsgruppe. Sei ve R?, ||v|| =1 und Pu := 
-i(Vu,v) für u € ./(R?). Dann ergibt sich wie in 3.3 (c) 


(e*Pu)&) = ulx- tv). 


(b) Das Cauchy-Problem für den Operator u > iu’ auf WA(R-+). Durch 
Au = -iu’ für u € W£(R.+) ist ein abgeschlossener und symmetrischer, aber 
nicht selbstadjungierter Operator gegeben, vgl. $23:6.3 (b). Nach dem Satz von 
Stone kann das Cauchy-Problem 


(**) ür = -iAu, U = uvEeWi(R+) 
keine für alle tE R definierte, durch u eindeutig bestimmte Lösung mit ||u:|| = 
|ul| für alle tE R. besitzen. 


Rechnen Sie in Analogie zum Vorgehen in 3.3(d) nach, dass jede klassische 
Lösung der DG (**) konstant längs jeder Geraden mit der Gleichungt =x +c 
ist (Skizze). Zeigen Sie für u € C(Rs>o): 

(i) Das Problem (**) besitzt für £ > 0 unendlich viele klassische Lösungen. 


(i) Für £<0 ist die Lösung von (**) durch Vorgabe von u eindeutig bestimmt; 
für die Lösung fällt ||w.|| für *— —oo monoton gegen Null. 


(ii) Der Operator —A erzeugt eine Kontraktionshalbgruppe: Die Lösung des 
Cauchy-Problems ü: = iAu: für t > 0, uo = u ist von der Form u: = V (t)u mit 


V(s+t)=V(s)V(t) = V(t)V(s) für steR,, 
IVO <1, sm V()=0. 
t—00 
(c) Drehimpulsoperatoren. Für k = 1,2,3 seien D;(t) die Matrizen der Drehung 
im R? um die xx-Achse mit Drehwinkel t. Zeigen Sie: 


(i) Durch Uxlt)u : x ++ u(D,'(t)x) sind unitäre Einparametergruppen 
{U,(t) | LER} auf L?(R?) gegeben. 


(ii) Bestimmen Sie A,u = ilim 3 (Ur(t)u - u) für ve ./(RP). 
1 


4 Hilbertraumtheorie und Quantenmechanik 


Wir fassen die Hauptergebnisse dieses Kapitels unter dem Aspekt ihrer Bedeu- 
tung für die Quantenmechanik zusammen. Dabei müssen wir den Standpunkt 
der von PRIMAS so genannten Pionier-Quantenmechanik beziehen; der heu- 
tige Diskussionsstand (vgl. JAucH [136], MAckey [137], PRımAs [139]) erfordert 
weitergehende mathematische Hilfsmittel. Bemerkungen hierzu folgen in 4.7. 
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4.1 Observable 


(a) Zur Beschreibung eines quantenmechanischen Systems wird zunächst ein 
Systemhilbertraum 7 zugrundegelegt; einfache Beispiele wurden in $18:4.1 
angegeben. Observable werden prinzipiell durch selbstadjungierte, i.A. unbe- 
schränkte Operatoren A auf einem in 5 dichten Definitionsbereich D(A) be- 
schrieben. Wir fassen im folgenden die Gründe hierfür zusammen. 


(b) Warum unbeschränkte Operatoren? 

Beschränkte Operatoren A, B können niemals die Heisenbergsche Vertausch- 
ungsrelation AB- BA = -il erfüllen ($23:1.2). Ein unbeschränkter symmetri- 
scher Operator kann nicht auf dem ganzen Hilbertraum definiert sein (823:1.4). 


(c) Warum selbstadjungierte Operatoren? 

Die Deutung von (u, Au) als Erwartungswert und die Forderung nach reel- 
len Erwartungswerten führen zunächst auf die Symmetrie von A (821:3.6 (b)). 
In 4.4 führen wir aus, dass das Spektrum einer Observablen die Menge der 
möglichen Messwerte ist. Die Forderung nach reellen Messwerten führt nach 
824:1.2 auf selbstadjungierte Operatoren. Nicht jeder abgeschlossene symme- 
trische Operator ist selbstadjungiert (8 23:4.3, 6.3 (b)). 


Der tiefere Grund, warum wir nur selbstadjungierte Operatoren betrachten, liegt 
darin, dass sie die einzigen sind, welche unitäre Einparametergruppen erzeugen 
(3.1 und 3.4). Für einen Hamilton-Operator H bedeutet dies, dass zu einem 
gegebenen Anfangszustand |p)(yp| mit p € D(H), ||p|| = 1 das Schrödinger- 
Problem 


ü = -iHu, w=y 


eine eindeutig bestimmte, für alle Zeiten definierte Lösung t > u: besitzt, gege- 
ben durch u: = U(t)u mit den unitären Abbildungen U(t) = e”"'. Wegen der 
Gruppeneigenschaft der U(t) ist die Zeitentwicklung t > u: deterministisch, 
d.h. jeder Zustandsvektor u:, legt alle anderen u; fest. Da H mit allen U(t) ver- 
tauscht, sind die Erwartungswerte konstant: (u, Hu.) = (p, Hp) fürtER. 


(d) Quantisierung klassisch-mechanischer Observablen. 

Ist ein System der klassischen Mechanik invariant unter einer Einparameter- 
Untergruppe der Galilei-Gruppe, so besitzt es nach dem Noetherschen Satz 
eine Erhaltungsgröße: Invarianz unter Zeitverschiebungen führt auf Erhaltung 
der Gesamtenergie, Translationsinvarianz in einer Richtung bedeutet Erhaltung 
der Impulskomponente in dieser Richtung, Rotationssymmetrie bezüglich einer 
festen Achse bedeutet Erhaltung des Drehimpulses bezüglich dieser Achse usw. 
Näheres hierzu in Band 3,84:3.4. 


In speziellen Fällen ergibt sich die Quantisierung dieser Erhaltungsgröße aus 
einer Darstellung der Einparametergruppe auf dem Systemhilbertraum. Wir 
betrachten den einfachsten Fall eines spinlosen Teilchens im Raum unter dem 
Einfluß eines Potentials und setzen die Invarianz des Systems unter einer räum- 
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lichen Einparametergruppe {r: | t € R} voraus, wobei jede der Transforma- 
tionen r+ zu SO3 gehört. Die zugehörige klassische Erhaltungsgröße sei a. Nach 
dem Transformationssatz für Integrale ist durch 


(UHR) := ulm (X) 


eine stark stetige Einparametergruppe unitärer Operatoren auf L?(R?) gegeben, 
und wir ordnen der klassischen Observablen a den nach 3.4 beschriebenen selbst- 
adjungierten Operator A mit U(t) = e”"'* zu, vgl. 3.3 (c) sowie 3.5 (a),(c). Diese 
Betrachtungen lassen sich leicht auf ein N-Teilchen-System mit Systemhilber- 
traum R?“ übertragen. Genaueres zur kanonischen Quantisierung klassisch- 
mechanischer Observablen finden Sie in MAcKEY [137] 2-3, 2-4 und in PRIMAS 
[139] 3.3. 


(e) Orthogonalprojektoren. 

Einem Ja/Nein-Experiment wird ein symmetrischer Operator PE £(5) mit 
P? = P zugeordnet. Jedem Vektor o € /£ mit ||p|| = 1 entpricht dabei eine 
Bernoulli-Verteilung mit Erfolgswahrscheinlichkeit ||Py|]?, vgl. 822: 2.2. 


Von besonderer Wichtigkeit sind die einem selbstadjungierten Operator A und 
den Intervallen I = ]a,b] zugeordneten Spektralprojektoren Pr = X1(A), vgl. 
1.3 (b). Wir interpretieren ||Prp||” als Wahrscheinlichkeit, dass die Messwerte 
der Observablen A im Zustand |yp)( | (siehe 4.2) ins Intervall / fallen. 

Jeder selbstadjungierte Operator A lässt sich nach dem Spektralzerlegungssatz 
1.4 mit Hilfe der Spektralprojektoren P„n = Xjn,n+1](A) in beschränkte Anteile 
P„AP, zerlegen. 


(f) Funktionalkalkül. 

Für Observable A und messbare Funktionen f :R — R wurde in 1.5 ein selbst- 
adjungierter Operator f(A) definiert. Wir deuten f(A) als diejenige Observable, 
die den Messwerten x für A jeweils den Wert f(x) zuordnet (indirekte Messung 
oder Umskalierung der Messwerte). 


4.2 Zustände 


(a) Der Zustand eines quantenmechanischen Systems mit Systemhilbertraum 
A wird durch einen Dichteoperator 


W=),pr|opr (pr | 


beschrieben; dabei ist 91, %a,... ein vollständiges ONS für 3 und pı,pa2,..: 
sind nichtnegative Zahlen mit )) pr = 1, vgl. $22:6.4. Im Fall dim £ = oo 
k 


ist die Reihe für W normkonvergent. 
(b) Einen Spezialfall bilden die Vektorzustände 


lertel:ur (p,u)e@ 
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mit ||p|| = 1. Offenbar gilt |ep)(cp| = |p)(pl für || = 1; deshalb ist 
e*tn)(e'“to| als Zustand zeitunabhängig. 


4.3 Die Verteilung der Beobachtungswerte 


a) Zu jedem selbstadjungierten Operator A und jedem Vektor p € 5 mit 
|el| = 1 ist nach 1.7 ein Wahrscheinlichkeitsmaß j1, mit Verteilungsfunktion 
F(X) = (p, Exp) definiert; dabei ist Ex = ex(A). Wir deuten u, als Verteilung 
der Beobachtungswerte für die durch A beschriebene Observable im Zustand 
p)(o|. Für € D(A) existieren nach 1.8 (b) 


E(ug) = (9,Ap), Vi) = |Ap- Elup)ell?- 





b) Legen wir die Interpretation 4.1(d) des Funktionalkalküls zugrunde, so 
ist diese Deutung des Spektralmaßes zwangsläufig! Bezeichnen wir nämlich für 
einen Zustand |2)(Y| die zu A gehörige Verteilung der Beobachtungswerte mit 
lo, die zu f(A) gehörige Verteilung mit v,, so muss nach der Interpretation 
4.1(d) gelten 


v.(B) = melf(B)) für BEB, 


d.h. v, ist das Bildmaß von u, unter f. Für f € Cu(R) folgt nach dem Trans- 
formationssatz für Bildmaße 8 20:6.4 und dem Spektralsatz 1.8 


E(v,) = SF Aug — (p, (AP), 
R 


und nach 1.8 (a) ist j, hierdurch eindeutig bestimmt. 


(c) Die Verteilung uw der Beobachtungswerte für A im gemischten Zustand 
W= pr | order 

mit einem vollständigen ONS y1,%a,... ist gegeben durch 
Hw = > Pr Kor - 


Ist /=]a,b] undP=P, = E,—-E, der Orthogonalprojektor auf den spektralen 
Teilraum 7, so gilt nach 6.2 


Hy (I) = 2 px (px, Poor) = tr(PW). 


Diese Formel gestattet die Charakterisierung von ty ohne Rückgriff auf die 
Darstellung von W. 
Gehören alle 9, zum Definitionsbereich von A, so gilt 


E(tüy) = tr(AW) = >> Pr Elta), Vluw) = dr Vlier)- 
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4.4 Spektrum und mögliche Messwerte 


(a) Eine Zahl A heißt möglicher Messwert einer Zufallsgröße X mit Vertei- 
lung u, wenn Spektrum!und mögliche Messwerte 


uÜA-&8,A+E)>O fürall e>0. 


(b) SArTz. Genau dann gilt A € o(A), wenn es einen Zustand W gibt mit 


Hw(lA-&8,At+tE) > 0 füralle>d. 


BEWEIS. 
(i) Wir fixieren ein AE R. Für e > 0 sei P- := Eyr+e — Ex-. der Ortho- 
gonalprojektor auf den zum Intervall I- = ]A-&,X-+.] gehörigen spektralen 


Teilraum 5. = Bild P:, vgl. 1.7 (b) (v). 

(i) Im Fall A o(A) gibt es wegen o(A) = o(A) eine > O0 mit o(AANI:=9. 
Nach 1.3 (b) folgt 3. = {0}, P- = O und somit up(Ie) = (p, P-p) = 0 für 
||pl| = 1. Es folgt uw (Ic) = 0 für jeden Dichteoperator W. 


(ii) Im Fall A € o(A) gilt P& #0 für jedes e > 0. Dies gilt nach 8 22:1.5 für 
jede Einschränkung Ar von A auf einen spektralen Teilraum und daher wegen 
1.3(b) auch für A selbst. Für jeden Zustandsvektor oa (||p|| = 1) in #% ist 
P.p = yp, also 


WÜA-EAHE) = (9, Rp) = (pp) =1, 
d.h. für den Zustand |p)(Y]| liegen alle Messwerte in ]A-e,A+ el. 


(iv) Wir betrachten für n € N die Intervalle In = ]JA- #,A+ +] und die 
zugehörigen Spektralprojektoren P„ auf die spektralen Teilräume 4%. Aus 
ExE. = Ex für A< u folgt PmPn = Pa für m <n,d.h. au Pu = wu 
folgt Pmu =u für m<n. 


Sei nun uı,ua,... eine Folge von Vektoren mit ||un|| = 1, un = Pun. 
Dann ist 
oo 
W:= N om|un)(ün| mit cn := 2" 
n=1 


ein Dichteoperator (822:6.4(b)). Für vn := YCn in ist W := %) |un )(vn |, 


also 


GE 


Wyo= 


(un) un (9, PnWp) = (Pp, We) =D (uns P)Pnps vn). 


n=1 


Nach 4.3 (c) ist fy(Im) = tr(PmW). Mit der Parsevalschen Gleichung für 
vollständige ONS yı,%a,... folgt 
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GE 
”8 


tr (PmW) = (un; Pr) Pmpk, Un) 


= 
II 
- 


l 
GE 
m! 


> 
II 
Fi 


(vn; 98) TPmun. Pr) 


3 
Il 
- 


Pmün ) 


Il 
im: 
= 
5 


3 
il 


= % (in, Pmin)+ D In? > 2 2” >0 


1 n=m 


3 
II 


wegen Pm >20 und PmUn = in für n > m. 
Somit ist uw (JA-4,A+5]) > 0 für allemeN. 














4.5 Scharfe und unscharfe Messungen 


(a) Ein Spektralwert A der Observablen A tritt genau dann als scharfer 
Messwert auf, d.h. tw = Öı für einen geeigneten Zustand W, wenn X ein 
Eigenwert von A ist. 


Denn ist 
W= Pr ler der | 

ein für A zulässiger Zustand, d.h. gehören alle pr zu D(A), so gilt nach 4.3 (c) 
Eltw) = Aw = pr (pr, Apı), 
V(uw) = Pr Apr - Awpull”, 


also V(wu,,) = 0 genau dann, wenn mit A := Ay 
pR>0O > Apr = Apr. 


Ist A ein einfacher Eigenwert von A, so ist W ein Bindungszustand (= Eigen- 
zustand). 


(b) Ist ein Spektralwert A von A kein Eigenwert, so gibt es nach 4.4 (b) (ii) 
zu jedem e > 0 einen Vektorzustand |p)(p| mit ug (A - &,A-+ el) = 1, also 
E(yuge) € ]A-&,A+e] und V(u.) < 2e. 


4.6 Kompatible Observable 


Zwei Observable A, B heißen kompatibel, wenn es im Prinzip möglich ist, die 
Beobachtungswerte für A und B simultan beliebig genau zu messen, d.h. wenn 
es zu jedem Paar von Werten Aı € o(A), Aa € o(B) und jedem e > 0 einen 
Zustand W gibt, so dass das zu A gehörige Spektralmaß uw auf ]Aı -&,Aı +] 
lebt und das zu B gehörige Spektralmaß vw auf JA2a— &,A2 +]. 


Nach PRUGOVvEcKI [140] Chapter IV, 1.2, 1.3 gilt für zwei kompatible Observable 
A,B, dass die Spektralscharen {Ex(A) |A € R} von A und {Ex (B) JA ER} 
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von B vertauschen: Ex (A)E„(B) = Eu(B)Ex(A) für alle A, u € R. Daraus folgt 
wiederum die Existenz einer Observablen C' und zweier messbarer Funktionen 
f:;9:R>R mit A= f(C), B= g(C), vgl. Rıesz-NAcy [131] 130. 


Zu jedem symmetrischen Operator A € Z£(5f) gibt es im Fall dim5f > 2 
einen symmetrischen Operator B € .£(5£) mit AB#BA [üA]. 


4.7 Kritik der Pionier-Quantenmechanik 


Wir stützen uns hier auf die ausführliche Übersicht von Prımas [139] über die 
historische Entwicklung der Pionier-Quantenmechanik, verschiedene Interpre- 
tationen und die Diskussion darüber. 


Zusammengefasst ergeben sich folgende Kritikpunkte: 


— Die Pionier-Quantenmechanik ist unvereinbar mit der klassischen Mechanik, 
wenn auch formale Analogien bestehen. 


— Beim Konzept der Quantisierung ist die Pionier-Quantenmechanik über ad- 
hoc-Regeln wie Korrespondenzprinzip bh — 0 oder Plausibilitätsbetrachtun- 
gen wie in 4.1 (d) nicht wesentlich hinausgekommen. 


— Die Pionier-Quantenmechanik bietet keine umfassende Theorie der moleku- 
laren Materie (Thermodynamik, Chemie); eine solche muss makroskopische 
Observable vorsehen. 


— Die Beschreibung des Messprozesses im Rahmen der Theorie ist mit wis- 
senschaftstheoretisch schwer zu akzeptierenden Annahmen verbunden. Das 
von Neumannsche Reduktionspostulat führt in letzter Konsequenz dazu, das 
Bewusstsein des Beobachters ins Spiel zu bringen und verträgt sich dadurch 
schlecht mit der Vorstellung einer unabhängig vom Bewusstsein existierenden 
realen physikalischen Welt. 


Bei der Messung quantenmechanischer Observabler findet in der Regel eine In- 
teraktion statt zwischen den interessierenden Mikroobjekten, beschreibbar im 
Formalismus der Quantenmechanik und dem Messapparat, dessen Wirkungswei- 
se durch die klassische Physik beschrieben wird. Die Beschreibung der Gesamtsi- 
tuation durch eine umfassende Theorie muss daher auch klassische Eigenschaf- 
ten wie Masse, Ladung und Temperatur erfassen. Klassische makroskopische 
Observable müssen mit allen in Betracht kommenden Observablen kompatibel 
und damit vertauschbar sein, vgl. 4.6. Werden alle selbstadjungierten Operato- 
ren des Systemhilbertraums als Observable zugelassen (v. Neumannsche Irredu- 
zibilitätsannahme), so gibt es keine nichttriviale klassische Observable, da nur 
Vielfache der Identität mit £(.7) vertauschen. 


Ebensowenig können alle Vektoren des Systemhilbertraums Zustände beschrei- 
ben, d.h. das Superpositionsprinzip gilt nicht uneingeschränkt. Vielmehr gibt 
es Auswahlregeln (WICK, WIGHTMAN, WIGNER 1952). Beispielsweise führt die 
Invarianz unter Galilei-Transformationen und das Massenerhaltungsgesetz auf 
BARGMANNS Superauswahlregel (1954). 
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4.8 Axiomatische Grundlegung der neueren Quantenmechanik 


Die Pionier-Quantenmechanik kann nur einfache Situationen zutreffend be- 
schreiben. Von den verschiedenen Ansätzen, eine umfassende Quantenmechanik 
axiomatisch aufzubauen, skizzieren wir den von MACKEY gewählten Zugang 
(MACKEY [137], Chap. 2): 


Jedem System wird eine Observablenmenge A, ein Zustandsmenge Z und eine 
Funktion p: Ax Zx B-> [0, 1] zugrundegelegt. Dabei wird folgendes verlangt: 


Il. nuao : Br p(A,w,B) ist für jede Observable A und jeden Zustand w 
ein Wahrscheinlichkeitsmaß; p(A,w, B) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass im 
Zustand w ein Messwert für A in die Borelmenge BCR fällt. 


II. Aus p(A,w,B) = p(A’,w,B) für alle we Z, BeB folgt A = A’; aus 
p(A,w,B) = p(A,w', B) für alle A& A, BeB folgt w= w. 


III. Zu jeder Observablen A und jeder messbaren Funktion f:R— R gibt es 
eine Observable A’ € A mit p(A’,w, B) = p(A,w, f*'(B)) für alle w € Z und 
alle Be B, d.h. p(A’,w, B) ist die Wahrscheinlichkeit, dass im Zustand w für 
einen Messwert x von A der Messwert f(x) in die Menge B fällt. Die Observable 
A’ wird mit f(A) bezeichnet. 


IV. Zu je abzählbar vielen Zuständen wı,wa,... und Zahlen pı,pa,... > 0 mit 


> pr =1 gibt es einen Zustand w € Z mit 
k=1 


p(A,w,B) = , Pprp(A,wr,B) für ale AeA, BeB. 
k=0 


Die weiteren Axiome betreffen die sogenannten questions (Ja/Nein-Fragen, Pro- 
positionen), dies sind Observable Q, für die uo,. eine Bernoulli-Verteilung mit 
Erfolgswahrscheinlichkeit m,(@) = p(Q,w,{1}) ist. Sie werden zum Fragenver- 
band © zusammengefasst. Es zeigt sich 


9geQ—= Q°’=Q und 1-QEQ vgl. IM. 


Mit der Festlegung Qı < Q2 :—> mu(Qı) <mu(Q>2) für alle w € Z ergibt 
sich eine Ordnungsrelation, die der von Orthogonalprojektoren entspricht. Zwei 
Fragen Qı, Q2 heißen unvereinbar, wenn Qı <1-Q2 &> m„(Qı)+ms(Q2) < 
1 für alle w € Z. Unvereinbare Fragen können nicht simultan mit Ja beantwortet 
werden. 

Spezialfälle sind die Fragen „Messwert der Observablen A in B ?“, gegeben durch 
Xg(A). 


V. Zu je abzählbar vielen paarweise unvereinbaren Qı1,Qa,... € Q gibt es ein 
Q € Q mit der Eigenschaft m,(Q) = I, mu(Qr) für alle w € Z, d.h. eine Frage 
k=1 


Q, die genau dann bejaht wird, wenn wenigstens ein Q@xr bejaht wird. 
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VI. Sei jeder Borelmenge B eine Frage Qg zugeordnet, und es gelte 
07) — 0, OR -1 ’ 


@Qp, und Q&, Sind unvereinbar für BıN Ba = d, 


aus B= |) B, mit paarweise disjunkten B; €B folgt Q& = )) Qp,.: 
k=1 k=1 


Dann gibt es eine Observable A&E A mit Q8 = Xß(A) für alle BeB. 


VII. Zu jedem @ € @ mit Q # O gibt es ein we Z mit mu(Q) = 1, d.h. 
Ho,w = 61.. (Bei MACKEY ist dies Axiom VII.) Das Axiom VII bei Mackey 
lässt sich grob so formulieren: 


VII. Es gibt eine äquivalente Darstellung von A und Z auf einem separablen 
Hilbertraum ‚5 derart, dass A aus den symmetrischen Operatoren einer Unter- 
algebra von .£(5) besteht, Z aus einer Teilmenge der Dichteoperatoren und 
A,w das in 4.3 (c) beschriebene Spektralmaß ist. 


Die Pionier-Quantenmechanik ordnet sich dieser Axiomatik unter, indem für Z 
die Menge aller Dichteoperatoren und für A die Menge aller symmetrischen Ope- 
ratoren A E £(5f) gewählt werden. (Unbeschränkte selbstadjungierte Opera- 
toren sind durch die Folge ihrer spektralen Anteile gegeben.) 


Die klassische statistische Mechanik ordnet sich wie folgt ein: Zustände sind die 
Wahrscheinlichkeitsmaße w auf dem Phasenraum ®, Observable sind messbare 
Funktionen A:® — R, und p ist definiert durch 


p(A,w,B) = w(AT'(B)). 


Dann ist f(A) die Funktion fo A, und Fragen sind durch zweiwertige Funktionen 
q:® + {0,1} gegeben, eindeutig bestimmt durch die Menge q !({1}). 


Die Punktmechanik ergibt sich durch Spezialisierung der Zustandsmenge: Zu- 
stände werden durch Dirac-Maße auf dem Phasenraum beschrieben. 


Für die Einbeziehung der Thermodynamik und der Chemie sei auf PRIMAS [139] 
verwiesen. 


Die neuere Quantenmechanik bedient sich der Theorie der C*-Algebren. Hierfür 
ist die in diesem Kapitel entwickelte Operatorentheorie ein Grundbaustein, nicht 
zuletzt weil wichtige Observablenalgebren Darstellungen als Unteralgebren ei- 
nes passenden .£(.5f) besitzen. In echten Unteralgebren A von £(5f) kann es 
Operatoren geben, die mit A vertauschen; somit leuchtet ein, dass die Berück- 
sichtigung von Superauswahlregeln und die entsprechende Einschränkung der 
zulässigen Observablenmenge die Einbeziehung makroskopischer Observabler 
ermöglicht. Für den operatoralgebraischen Zugang zur Quantenmechanik ver- 
weisen wir auf PRIMAS [139] Ch. 4. 
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